Koli ¢ina kretanja materijalne tacke.
Ako tacka masem, u nekom trenutku vremena, ima brzyiu , ordaj¢na ko-
licina kretanjaK , u tom trenutku, jednaka proiavagene maseni brziney/,

—

dakle K = mIV.

1% ~.Jasno je da je vektor koine kretanja téke K istog
m K pravca | smera kao vektor brzin/: .

Projekcija vektorske jednakosK =m[V  nha, na primeosu, dajeK, =mlV,.
To zn&i da je projekcija vektora kdline kretanja téke na neku osu, jednaka,
proizvodu mase t&e i projekcije vektora brzine na tu osu. ProjekBijse
naziva i koleinom kretanja t&ke ux pravcu.

Impuls sile.

Mnozenjem vektora neke silg , sa proteklim elememtavmemenomdt . do-
bija se elementarni impuls te sile u vremenskomaterdt , dakledl (F): F dt
Posto vektori elementarnog impulsa i sile mogu brazeni preko svojih
projekcijananan di =dl i +dl j+d k, F=X.T+Y. J+Z.Kk,
projektovanjem vektorske jednakosdi'(F )= F dt na

koordinatne ose, dobijaju se formuwe, = X_dt, dl , =Y.dt, dI, = Z_dt,

koje definiSu elementarne impulse sile u pravcu ogasdskalarne vetine.



Impuls neke sile  u kodaom vremenskom intervalyy <t<t, , dobija se inte-
gracijom izrazedr(ﬁ): F dt . gde su granice integraléghai | krajnji trenutak
vremena. Dakle impuls sife , u vremenskom intertakit <t,, definisan je na
nain t,

Posto impuls silef moze biti izrazeni preko svojihjekaija, na nain
r(ﬁ)tl L = ( )tl Ny ( )—tzl + ( ) k. njegove projekcije (skalari), su

definisane formulame| ( IX dt, I, _[Y dt, 1,(F _[Z dt.

Da bi se po gornjim formulama mogao odrediti |mpulsnpmujljlve S|Ie|: u
zadatom vremenskom intervalu mora se znati zavisiestodnosno, njenih
projekcija) od vrement(a ne nekih drugih velina, kao Sto su polozaj i brzina).

Teorema o promeni kolgine kretanja tacke.

Ako bismo umesto ubrzanjactee a , u drugom Njutnovom zakonu, stavili prvi
Izvod vektora brzine po vremeW/dt , @ zatim pommazgvu i desnu
stranu, sa elementarno proteklim vremendtm , doisinb sledéu jednakost

madV =) F dt.



Sada, leva strana dobijene jednadetN = Z F dt Zenhati zapisana na
nasin d(m\7) — dK, a desna strana, zbqﬁ(ﬁ) —Edt . predstavija sumu
elementarnih impulsa svih sila koje dejstvuju rikitiagk = Zdr(ﬁi )

Dobijeni izraz predstavlja teoremu o promeni &ole kretanja téke u difere-
ncijalnom obliku. Réima iskazan glasi: elementarni prirastaj &ole kretanja
tacke, za elementarno proteklo vremiie  jednak pg ®lementarnih impulsa
svih silaf,  koje dejstvuju nactas u tom vremenskom intervalu.
Projektovanjem vektorske teoremdK = > dl (Fi) na neku od osa, mepri
X, dobili bismo skalarnu jednakogk , =>"dI X(|fI )

kojom se odréuje elementarni prirastaj koine kretanja u pravcu te ose.
Teorema o promeni kdine kretanja téke u konanom obliku za neki vremenski
interval t <t<t, , dobijena integralienjem izragk =Y dI (F) , moite b
zapisana na sledienasin K, —K, =) I'(F, .

Recima iskazana glasi: kdina kretanja téke u nekom trenutkt, , umanjena za
kolicinu kretanja téke u nekom trenutkd, , jednaka je sulmi impulsa s\
koje dejstvuju na t&ku u vremenskom intervaly, <t <t, Cesto se na levoj
strani dobijene jednakosti umesfQ, - K, PIER/, - mV, Sto direktnije
ukljucuje vektore brzina u trenucimg, |



Varijanta ove teoreme u skalarnom obliku zapravo jggmja vektorske
jednakostiK, =K, =Y T(F (F ) .. haneku od osa. Na primer, porojekcijasa
X, moze biti zapisana

Kox =Ky = 2 LAE) il mv, zjx .

a zndi. projekcija kolcine kretanja t&ke nax osu u nekom trenutke,
umanjena za projekciju kdélne kretanja t&ke nax osu u nekom trenutku,
jednaka je sumi projekcija impulsa rasu svih silaF , koje dejstvuju n&ka
u vremenskom intervalg <t <t,
Primer 5.8 Primenom teoreme o promeni kifie kretanja téke odrediti koliko
vremenat, , kod vertikalnog hica navige,prai dok ta&ka ne dostigne svoj
najvisi poloZaj? P&etnu brzinw/, smatrati poznatom. Ix
Br

Neka je os&, vertikalna, navise usmerena, tako dv(0) =V, i )=0
k

na u trazenom krajnjem trenutku vremena moradxtngka nuli, dakle
V(t,)=0. y
Projekcija teoreme o promeni kéihe kretanja téke nax osu, gde 1 ME

le vr.emenski interve0<t <t. oddelje nepoznatt, : 7
ty V g

mv (t,) - mVv(0) = [ (- mg)dt = mI0-mlV, = -mgt, = tk=5°- 7

0



Primer 5.9 Primenom teoreme o promeni kalie kretanja téke, dokazati da je
kod kosog ili horizontalnog hica, projekcija brzina horizontalnu osu
konstantna tokom kretanja.

Projekcija teoreme o promeni kéihe kretanja t&e nax osu, za proizvoljni
vremenski intervat, <t <t, tokom kretamyamze da ima oblik

mvx (t2) - mVx(tl) = O — Vx (tl) :Vx (tz)’

Sto govori da su projekcije brzine, na horizontatrmsu, u ma koja dva proizvo-
jna trenutka tokom kretanja, jednake. Time se dajeada je projekcija brzine
na horizontalnx osu konstantna tokom kretanja. Na desnoj stranipesaaa
nula, posto jedina sila koja dejstvuje n&takod hica je vertikalna silmg ciji
Impuls ux pravcu mora biti jednak nuli.

Moment koli¢ine kretanja materijalne tacke za nepokretnu ta&ku.

Neka je u nekom trenutku poznata Kwla kretanjaK materi-
jalne t&ke masam, kao i vektor polozaj@ tediee u odnosu
na koordinatni péetakO nepokretnog koor-
dinatnog sistema. Vektor momenta kole
kretanjalo te ttke za nepokretnu diu O,
definisan je kao sledevektorski proizvod

L, =FxK=rxmV.




Vektori koji se vektorski mnozé K=mV,
obrazuju ravamt, a vektor[, mora biti
upravan na tu ravan.

Posto vektorir  iK =mV mogu biti
zapisani preko svojih projekcija nadna
F=x +yj+2zk, K=mxi +myj +mk,

vektor Lo moZe biti odrden preko determinante:

— [y

i i Kk
=FxmV=/x y z| = L,=myz-z) +mzx-x2)] +m{xy - yx)k.
mx my mz

Koeficijenti uz jedinéne vektore u dobijenom izrazu za, SuU njegoveepro
kcije na koordinatne oset., = m(yz-zy), L, = m(zx-xz), L, = m(xy - yx).
Ove projekcije nazivamo | momentima Kuofie kretanja za odgovar&gel ose.
Intenzitet vektora[j oddeije formula‘I: ‘ =r [K $ina.

Zbogr [sina =h (donja slika), intenzitet vektota

moze biti odrden formulon‘ Lo‘ =Kh=mV [h, A=rsina F
gde jehkrak kolicine kretanjaKk =my  zactuO. 7\ (L@



Moment koli¢ine kretanja tela koje se obfe oko nepoméne ose za tu osu.
Ako bi se taka kretala wy ravni, onda bi se vektori 4z
i K nalazili u toj ravni a vektoko  bi bio u praveu -
. - T I N . A
ose. Zapis vektord-o bio Biy =L,k, poSsto bi L,
njegove projekcije na osé y iznosile nula.
Intenzitet vektora[O . U takvom
sluc¢aju, bio bi isti kao i njegova
projekcija na osua (donja slika), koja
Istovremeno predstavlja moment
koli¢ine kretanja za osm K
Lo|=L,=Kh=mVh
Moment koltine kretanja té&ke K h=r.sinc. 0
zai_neku osu, ako k@lna kretanjagK i ~L=+ Kh—+ mVh
lezi u ravni upravnoj na tu osu, ~
jednak je proizvodu intenziteta kéiine kretanja i
njenog kraka za tu osu sa predznakom ,+“ili ,-*. Dakl. = £K th=xmV [h.
Predznak je ,+" ako gledano u pravcu te ose u smaprogmom od orijentacije
ose, koltina kretanjaKk tezi da obrne oko ose u smerupsupm od kazaljke
na satu. Ako je, tako gledano, teznja za obrtamjeameru kazaljke onda je
predznak ,-“.




Na slici je prikazano telo mase koje se ohte oko zglobdD, u ravni crteza,
ugaonom brzinonw, Sto zndi da se telo oldée oko ose (neka -
je ozn&ena sa&) koja prolazi kroz t&ku O, upravna je
na ravan crteza a smer joj je iz crteza. Elementarn
cestica tela masdm, ¢ije najkrate rastojanje do ose A
obrtanja iznosr, ima kolcinu kretanjagmiyv ¢€iji
intenzitet jedm[V =dmlir[w . PoKtak kolicine
Kretanja elementarn&stice za osm@iznosir njen
moment koline kretanja ijLZ =dm@ ot = cr 2dm,
a nakon integracije pétavoj masi, s obzirom nénjenicu daw, kao globalna
karakteristika, ide ispred integrala, trazena formnia oblik
L = wjrzdm: 3. Dakle, moment kolicine kretanja tela koje se obrc¢e oko
(m)

m

nepomicne ose za tu osu, jednak je, proizvodu

momenta inercije tela za tu osu | ugaone brzine tela.
Teorema o promeni momenta kokine kretanja.

|lzvedimo teoremu o promeni momenta Kwle kretanja za materijalnucteu.
Ako bismo umesto ubrzanjatte a, u drugom Njutnovom zakonu, stavili prvi
izvod vektora brzine po vrememiV/ /dt , a zggomnozili takvu vektorsku
jednakost vektorski, sa leve strane, vektorom pgdoiaake dobili bismo

sled€u jednakost  x m(d\7/dt) =rx> F.



Vektor polozaj@ , proteze se od koordinatnoggtkaO do tatke masem.

Posto je iz statike poznato da je momentgile  &@aut@ definisan na nan

Mgi =T xF , desha strana jednakopgtk m(d\7/dt): X |fI predstavlja sumu
momenata svih sila koje dejstvuju nakia za t&ku koordinatnog péetkaO,
dakleerﬁi :ng.

Jednakost, ~ ~ .
E(rme):d_rme+rxmd—V: \7xm\7+Fxmd—V:6+Fde—V,
at at dt dt dt

u kojoj je primenjeno pravilo za izvod proizvodakoriseno dajedr/dt =V

vazi, jer se vektorskim mnozenjem kolinearnih vektwhlija nula vektor.

S obzirom na sve gore napisano vektorski oblik ove teerjemdlL, _ Z Ni F
it °

Recima iskazana, teorema o promeni momentatkadi kretanja téke, glasi:

Izvod po vremenu vektora momenta kitie kretanja ta’ke za nepokretnu t&ku

O, jednak je sumi momenata svih sila koje dejstvuju a&u za istu taku O.

I;rojekcije ove vektorske teoreme na koordinatne oseslegée jednakosti:
L e dL - dL 3

X = M), — Y= X z — F

o M a - =M a - M

koje ¢emo nazivati i teoremama o promeni momentackudi kretanja té&ke za

odgovarajide ose.




Recima iskazana, teorema o promeni momenta’kadi kretanja t&e za, na
primer, oslg, glasi:izvod po vremenu momenta kdine kretanja ta’ke za osu
zZ, jednak je sumi momenata svih sila koje dejstvuju né&taza istu osu.
Ali, ova teorema u veoma &hom obliku vazi i za sistem. Na primer, teorema o
promeni momenta kaline kretanja sistema za ogisala bi se na ©an
Ovde jeL, jednako sumi momenata &ola kretanja svih
dL, _ Z v F° tacaka i tela koji pripadaju sistemu za osu F°1 sasno one
dt * sile koje dejstvuju na sistem kao celinu (nazivaju $é jo
spoljasnjim silama).

Recima iskazana, teorema o promeni momentatkadi kretanja sistema za osu
z glasi:izvod po vremenu momenta kdine kretanja sistema za osu z, jednak
je sumi momenata svih spoljasnjih sila koje dejstvuju naemstza istu osu.
Ovde treba znati da unutrasnje sile zbog potirargajejstvuju na sistem i ne
mogu se pojaviti u ovoj teoremi. z

Primer 5.10 Homogeni kruzni disk, polupéaika R, maseM, \B

obrée se oko vertikalne osbez otpora. Po obodu diska keese K

covek masen. U patetnom trenutku sistem, 8ajen od diska i /
¢oveka, je mirovao. Kretanjoveka po obodu diska prouzrokgje
obrtanje diska oko ose Odrediti koliku¢e ugaonu brzinw imati
disk kada relativna brzingbveka u odnosu na disk bude iznosia?




Iskoristimo teoremu o promeni momenta kwle

kretanja sistema za oguu obliku d., _ Z
dt

Na slici 1 prikazane su sve sile koje dejstvuju

sistem kao celinu. Tu spadaju sile tezina diskg i

¢oveka kao i reakcije u lezistinfai B. PoSto za

—

Fs v =

Mzi . XB/H\};

osuz nijedna ot tih sila ne pravi moment, desna mg Ify

strana ove teoreme jednaka je nuli, zbega S Vv

pri kretanju,L, mora biti konstantno. To zna, 5 Y, 14
4 A

u pasetku (oznaimo ga sa[L,|, ) mora biti
jednako salL, na kraju (ozmao ga se[LZ]k ) 1) 2)
kada relativna brzinéoveka u odnosu na digknosi V. :

L, =const. = |[L,], =|L,],

Zbog zapoinjanja kretanja iz stanja mirovanja imamo dEELLﬂ!O =0. Mo
koli¢ine kretanja sistema za z oBtk I« dobijamo kao zbir mtarielcine
kretanja disk{L,|, i momenta kailie kretanjaovekal|L,],.

Prema formuliL, =J, [« imamo dajf_ |, =-J, o= —% MR [d,

gde je predznak ,-“ zbog smera ugaone brzine.



Da bi dobili[L,], , moramo gaapsolutnu brzinu
coveka, posto je kalina kretanjaovekak , ,

lutne brzineK2 =mV . Apsolutnu brzidaveka
odreiuje formulay/ :\7IO +V.  (Sl.2), koja, zbo
kolinearnosti ovih vektora, njihovih smerova |
¢injenice daj&/, =Rw ,i1znos =V, -Rw .
Sada je intenzitet vektora kaine kretanjaioveka S
jednakK, =m(V, —Rw) , a posto je njegovkra ¥ [5 %
osuzjednakR, imamo da jeL, ], =m(V. - Rw)[R
Na osnovu svega¢enog dohie se jednéna iz koje se 1) 2)
odreiuje trazenaw:

1 2mV,
L], =IL], = o:—EMRZmHm(vr -Rw)R=> w= (M +2m)




Diferencijalna jednacina obrtanja krutog tela
oko nepomkne ose.

Kada se telo olde oko nepondine osez, pod
dejstvom sila i spregova, teorema o promeni
momenta koliine kretanja sistem=

Zza oSz primenjen na to telo daje(jldl‘tZ = Z M ZF :
S obzirom da premf, =J,[w imamo da je

moment koléine kretanja tela za osu z odes )
formulomL, =J [w=J, (¢, prethodnajednakosdaje J, [§ = Z Mgi .
Dobijeni izraz je trazena diferencijalna jedima obrtanja krutog tela oko nepo-
mic¢ne ose ili dinantka jedn&ina obrtanja. R@ma iskazana ova jed&iaa:
moment inercije tela za osu obrtanja pomnozen sa ugaonbreanjem tela
jednak je algebarskoj sumi momenata svih sila i spregaaaosu obrtanja.

Kod pisanja desne strane ove jeéina treba znati da je predznak momenta
definisan smerom porasta koordinédte




Primer 5.11 Koris¢enjem diferencijalne jedcime
obrtanja oko neportine ose odrediti ugaono ubrzan
homogenog Stapa mase duzinel, koji se u ravni
crteza obte oko zgloba u zavisnosti od uglé? Stag
je zap@eo kretanje iz stanja mirovanja i horizontal*
polozaja. Odrediti takie | njegovu ugaonu brzinu u
zavisnosti odp? }

Diferencijalna jednéina obrtanja ovog Stapa je:
J, [ =mg %cosq), gde jeJ, =%ml ?.

Direktno iz gornjih jednakosti, dobija se da je &ad
ugaono ubrzanje&(®) = $(¢) = S%COSIP-

Za dobijanje traZzene ugaone brzw(d) = d(¢) edan nain je integracija
gornje diferencijalne jedine uz zadate getne usloved(0) = 0, ¢(0) = 0.
Drugi, jednostavniji, n&in za dobijanjew($) = ¢(d) , je koré&nje teoreme o
promeni kinettke energije Stapa, prema kojoj imarg, -E,, = A =

1

33007 =3 9o0(0F =g sing = w7 (9)=mg | sind=> aig)=, sing



Fizicko klatno.

Ako se telo ma kakvog oblika al& oko horizontalne ose
Z pod dejstvom jedino sile njegove tezine i pri \n$i
oscilacije onda je to fizko klatno. Koordinata#, posto je
ovo oscilatorni problem, meri se od vertikale do peav
koji spaja téku obrtanjaO sa centronC, jer u revnote-
Zznom polozaju, oko kojeg klatno osciluje, ta kooadien
iznosi nula. Primena diferencijaine jedire Jo [ =) M.
na fizicko klatno daje:\]O [ =-mg[OCsing = O_C-singp

‘]Omj-l_m@Sinq):OD ¢+(L)23in¢:0’ (JL)2 :rngJ

@]
Ako se, kao | kod matemakiog klatna, u t&oj diferencijalnoj jednéni sinus
ugla¢ aproksimira sa samim uglogm onda se dobija linearna diferencijalna
jedn&ina fizickog klatna oblikag + (*¢p = 0 , gde kruznu frekvenciju slobodnih

oscilacijawi period oscilovanjd definiSu izrazi:

mg [OC Com I, Pomenutav a_proksi_macijg je__opravdar_1a
W= , T=—=21 oc samou sléiaju malih oscilacija, kada je
Jo w g ugaod mala velEina.

Posto je diferencijalna jed&iaa fizickog klatna ista kao | harmonijskog
oscilatora, @&ijem reSavanju je dovoljno ¢eno, ovde se to ke ponavljati.




Teorema o kretanju srediSta masa sistema

Grubo réeno, ono Sto je drugi Njutnov zakon za dinamikikéato je teorema o
kretanju srediSta masa sistema za sistem. Prema to] igaa@arvod mase
sistema i vektora ubrzanja srediSta masa sistema jednakimai svih sila koje
dejstvuju na sistem kao celinu (4., svih spoljadnjitedi M &, => F,.

Ovde je M ukupna masa sistema. U nepokretnom koortnasistemu vektor
ubrzanja srediSta masa sistega  ima otk = Xl + Ve ., gde su drugi
Izvodi koordinata centra masa sistema C, zaprava\wadgjte projekcije
vektorad. na koordinatne ose.

Pri reSavanju problema ovom teoremom gotovo uvek agpamenjuje u skala-
rnom obliku koii predstavlia njenu projekciju na nesaiosa. Proiekciie vekto-
rske jednakosM [, =Y F° naosdysuM k. => X;,M G, => V",

Primer 5.12 Sistem prikazan na sli¢ine materijalne té&ke
masam, i, ilakiStap koji ih povezuje, ihed. Tatka 9
masem, Klizi po horizontalnoj glatkoj podlozistem je
zap@eo kretanje iz stanja mirovanja a uga@ u pa&etnom
polozaju iznosio¢, . Odrediti koliko se odd®nog do
proizvoljnog polozaja pomeriladka masean,




S
2
S

A
Y

Na slici 2 prikazane su sve sile koje pri
kretanju dejstvuju na sistem kao celinu i])
posto se nijedna od njih ne projektujexna

pocetni polozaj

NN

osu, iz jednéineM X, =» X,  imamo: X
MI%X. =0= X. =0=> dgf _0:>)'(C = const.
iz
Ova konstanta iznosi ,,0“ jer je sistem 2
zapaeo kretanje iz stanja mirovanja, ka@}

V><

Su sve téke sistema imale brzinu jednaku
nuli, zbogcega je i brzina centra masa
sistema takée morala biti jednaka nuli.
Zbog toga je i njena projekcija. (0)

takode morala biti jednaka nuli, pa imamo:

proizvoljni poloza;

| dx y -8
X =0= E:O: Xc =CONSt. = Xop = Xc.

Sada, kori&enjem formuleX; = (mei) M dom@trazeno pomeranfsx

zl\rj:xio =yl\TXi :meio :mei = MXo ¥ MXo =MX +MX, =

m,l(Sing, —sIn
le10+mz(X10+|Sin¢o):rThX1+mZ(X1+|sin¢):> AX = Z(mlq:-Omz (I))




Teorema o promeni kol&ine kretanja sistema - primer.

Vektor kolicine kretanja nekog sistema jednak je zbiru vektoigika
kretanja tela koj&ine taj sistem:. K = Z Ki = Kl + Kz +...

Projekcija vektora kotine kretanja sistema na neku osu jednaka je zbiru{proje
kcija na tu osu, vektora kdélha kretanja tela kojdéine taj sistem:

Ky =D Ky = Ky + Koy .

Umesto termina ,projekcija vektora kdéiilne kretanja na osu¢esto se koristi
termin ,kolicina kretanja za osu“.

Matemattki zapis teoreme o promeni kahe kretanja sistema ima oblik:

dK _ Z £ Recima iskazan ovaj zakon glasivod po vremenu vektora

dt '~ koli¢ine kretanja sistema jednak je sumi svih sila koje dejgivu
na sistem kao celinytj, sumi svih spoljasnjin sila). Projekcije ove vaigke
teoreme na koordinatne ose daju séedednakosti

s - X%, &y =Y, ..

dt dt e

koje ¢emo nazivati i teoremama o promeni Kole kretanja sistema za
odgovarajide ose. R&ma iskazana ovakva verzija teoreme za, na primer,

osux, glasi:izvod po vremenu kafine kretanja sistema za osu X, jednak je
sumi projekcija svih spoljasnjin sila na osu x.




Primer 5.13 Sistem je sénjen od prizme masen, , kod koje kos;
stranica sa horizontalom gradi ugao materijalne t&ke masem, ,

koja se krée po kosoj stranici prizme. Sama prizma seé&i@o m
horizontalnoj podlozi. Sve povrSine smatrati glatkinergje je zane-

@
'\J g

polozaju, brzina prizme, =V, ireakcija Mg\,

mareno). Sistem je zapeo kretanje iz stanja
mirovanja. Koliko iznose, u proizvoljnom

glatke podlogdN, u kom relativna brzina i ])
relativno ubrzanje t&ke masem, , u odnosu
na prizmu, iznos&/,, &, ?Véme:m m,
a,V., i &« smatrati poznatim.

Teorema o promeni kd@line kretanja sisternr
zax osu daje:
dK,
dt
Sto dalje ima za posledicu daK, =const., )
odnosntK, =0 , zbog toga Sto je sistem V,=V,
zapaeo kretanje iz stanja mirovanja.

=0, zbog > X;>=0,

A

pocetni polozaj
Ay

Vi

| 3%




S obzirom da je vektor kd@ine kretanja sistema:

K=mV, +mV, =mV, + mZ(Vl Vg )’

njegova projekcija naosu je: K = -mV, + m,(-V, +V,, cosn)
Zbogcinjenice da jeK, =0 lako se dob™ \Q
trazena brzina prizme: g,l
“Vi(m+m)+mVgcosa=0 = 7)
V, = m,V,4 COsa |

m, +1m, ql
Teorema o prorgeni kdline kretanja sistema zay 748
dai K X

osu daje d_ty:_mlg_ngJrN_

S obzirom da je projekcija vektor

koli¢ine kretanja sistema na ogu

K, =0, +m,(0-V,q sina),
a zbogv , =a, (Jer e pravolinijska 2)
relativna putanja), imamo da je
dK

Y — _

e m,a., sina =
t N =mg+mg+ma,sina.

mZ
pocetni polozaj
Ay

A9




