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Predgovor

Udzbenik MATEMATIKA namenjen je pre svega studentima Poljoprivrednog fakulteta
koji su izabrali da slusaju predavanja i vezbe iz izbornog predmeta Matematika, ali ga mogu
koristiti i studenti drugih fakulteta.

Autor udzbenika je svoje dvadesetogodisnje iskustvo u drzanju vezbi (Primenjena matem-
atika, Matematika, Poslovna matematika, Matematika 1 i Matematika 2) i petogodis$nje u
drzanju predavanja (Matematika) na Poljoprivrednom fakultetu u Novom Sadu pretocio u
ovu knjigu.

Udzbenik se sastoji iz devet glava koje prate kurs matematicke analize prilagodenog stu-
dentima Poljoprivrednog fakulteta. Dat je veliki broj primera u svrhu Sto boljeg savladivanja
gradiva. Takode, dati su i dokazi pojedinih teorema da bi se studenti upoznali i sa tom stranom
matematike. Na kraju prvih osam glava, pazljivo su odabrani zadaci iz literature navedene na
kraju udzbenika, koji sluze za samostalno vezbanje . U poslednjoj glavi data je mala istorija
matematike.

Slike su dobijene u programskom paketu Mathematica 6, zatim su obradene u programu Mi-
crosoft Visio 2000 i na kraju, korid¢enjem programa Corel DRAW X3, pripremljene za obradu,
zajedno sa tekstom udzbenika, u programskom paketu MiKTeX 2.9. Fotografije matematicara
preuzete su sa odgovaraju¢ih web-stranica na internetu.

Autor se zahvaljuje recezentima, dugogodidnjim koleginicama, prof. dr Snezani Mati¢
Keki¢, redovnom profesoru na Poljoprivrednom fakultetu u Novom Sadu, i prof. dr Sanji
Konjik, vanrednom profesoru na Prirodno-matematickom fakultetu u Novom Sadu, na de-
taljnom ¢itanju rukopisa i veoma korisnim sugestijama, ¢ime je ova knjiga dobila na kvalitetu.

Autor se zahvaljuje i Poljoprivrednom fakultetu u Novom Sadu na izdvojenim sredstvima
za Stampanje ovog udzbenika.

Na kraju, zahvaljujem se svojoj porodici, supruzi Hristini, sinu Andreju i kéerki Sari koji
su bili uz mene i pruzali mi najvazniju podrsku.

U Novom Sadu, 27. juna 2019. godine dr Nebojsa Dedovi¢
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GLAVA 1

Uvod

U ovoj glavi bi¢e dati neki osnovni pojmovi iz matematike pomoc¢u kojih ¢e se modi
pratiti sadrzaj ovog udzbenika. Citalac ¢e se podsetiti matematicke logike, skupova i relacija.
Poglavlje Algebarske strukture su tu da pomognu pri definisanju polja realnih brojeva i opera-
cija u tom polju. Poslednje poglavlje prati formiranje skupova brojeva zajedno sa njihovim
osobinama i operacijama na tim skupovima.

1.1 Matematicka logika

Kako se za definiciju skupova koriste simboli iz matematicke logike, samo ¢emo dotaci tu
granu matematike. Osnovni pojam je iskaz, odnosno recenica za koju se moze odrediti da li
je ona tacna ili netacna.

Primer 1.1.1 NaveSc¢emo nekoliko recenica i odrediti da li su one iskazi ili ne.
o Minus tri je manje od minus dva je tacan iskaz.

o Arhimed je Ziveo u drugom veku pre nove ere je netaan iskaz (Ziveo je u tre¢em veku
p.n.e.).

Rene Dekart je izgovorio ,mislim, dakle postojim” je tacan iskaz.

2+ 3 -0 =0 je netacan iskaz.

e 22 — 4 = 0 nije iskaz.

Godina 1ma 365 dana nije iskaz.

Iskazi se obelezavaju slovima p, ¢q, 7, ..., povezuju se logickim operacijama i time se
dobijaju novi iskazi. Tacni iskazi obelezavaju se sa T, a netacni sa L. Logicke operacije su:

o Lonjunkcija iskaza p i g u oznaci pAq, a Cita se p ¢ ¢ i ona je ta¢na jedino kada su iskazi
piq tacni (tabela 1.1),
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Tabela 1.1: Konjunkcija dva iskaza p i q.

g PNg

- A s
-
-

Primer 1.1.2 p A ¢: Na utakmici je bilo vise od 50000 gledalaca i vecina je navijala za
Partizan. Cela reCenica je istinita (tacna), kada su oba njena dela istinita.

o disjunkcija iskaza p i g u oznaci pV ¢, a Cita se p ili g i ona je netacna kada su iskazi p i
g netacni (tabela 1.2),

Tabela 1.2: Disjunkcija dva iskaza p i gq.

P g pVg
T T T
T 1 T
1T T
1 1 1

Primer 1.1.3 pV ¢: Banka radi od 7 il od 8. Dakle, reCenica je tacna ako banka radi
od 7, a tacna je i ako banka radi od 8. U suprotnom je netacna.

o implikacija iskaza p i ¢ u oznaci p = ¢, a Cita se ako p onda ¢ (ili iz p sledi q ili p

implicira q ili p je potreban uslov za q ili q je dovoljan uslov za p) i ona je netatna kada
je iskaz p tacCan, a iskaz ¢ netacan (tabela 1.3),

Tabela 1.3: Implikacija dva iskaza p i q.

P 49 p=4qg
T T T
T 1 4
1T T
1 1 T

Primer 1.1.4 p = ¢: Ako je dva ujutru, onda je Sunce zaglo. Dakle p je pretpostavka
(dva je ujutru), a ¢ posledica (Sunce je zaslo). ReCenica je netatna ako u njenom
drugom delu tvrdimo da Sunce nije za§lo ako je dva ujutru. Da¢emo sada dva primera
koja ilustruju da iz netacne pretpostavke sledi netacna ili tacna posledica. Recimo, ako



1.1. Matematicka logika 11

je Zemlja ravna ploc¢a, onda nije elipsoid. Recenica je tacna, jer ako je Zemlja ploca,
onda ne moze biti i elipsoid. Ipak Zemlja nije ravna ploca pa je pretpostavka netacna,
ali je i posledica netana (jer Zemlja jeste elipsoid). A ako kazemo, ako je Zemlja ravna
ploc¢a, onda nije kocka, tada je opet reCenica tacna, iako je iz netaCne pretpostavke
sledila ta¢na posledica (Zemlja nije kocka).

e ckvivalencija iskaza p i ¢ u oznaci p < ¢, a Cita se p ako i samo ako q (ili ako p, onda q

i ako q, onda p ili p je potreban i dovoljan uslov za q) i ona je tatna ako i samo ako su
oba iskaza p 1 ¢ ili tacni ili netac¢ni (tabela 1.4).

Tabela 1.4: Ekvivalencija dva iskaza p i q.

P 9 p<=4q
T T T
T 1 L
1T 1
1 1 T

Primer 1.1.5 p < ¢: Neparan broj nije deljiv sa dva. Dakle, ako je broj neparan,
onda nije deljiv sa dva, ali vazi i ako broj nije deljiv sa dva, onda je neparan. Mozemo
napisati i broj je neparan ako i samo ako nije deljiv sa dva.

e negacija iskaza p u oznaci —p, a ¢ita se ne p i ona je ta¢na ako i samo ako je iskaz p
netaCan (tabela 1.5),

Tabela 1.5: Negacija iskaza p.

-

L
T

s
IS

Primer 1.1.6 —p: Negacija iskaza matematika je teska je matematika nije teska.
Prioritet operacija je slededi:
1. negacija (—) ima najveéi prioritet, zatim
2. konjunkcija (A) 1 disjunkcija (V) i na kraju
3. implikacija (=) i ekvivalencija (<).

Iskaznu algebru Cine logitke operacije A, V, =, <, - iskup {T, L}. Iskazna slova su slova
P, q, T, ..., odnosno slova kojima obelezavamo iskaze. Iskazne formule ¢ine: (1) iskazna slova,
(@) iskazi pAq, pV q,p = q, p < q 1 —p, (#ii) ako su A i B iskazne formule, tada su to i
AANB, AVB, A= B, A< Bi-A, (iw) konacan broj primena (7), (i7), (). Tautologija
je formula koja je tatna za bilo koju vrednost iskaznih slova. NaveSéemo sada neke poznate
tautologije i dokazati jednu preko odgovarajuce tabele:
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t1) p < ——p (princip dvojne negacije),
t2) p Ap < p (idempotentnost konjunkcije),
t3) pV p < p (idempotentnost disjunkcije),

t4) pA(pV q) < p (zakon apsorpcije),

(

(

(

(

(t5) pV (p A q) < p (zakon apsorpcije),
( (p = q) Ap = q (modus ponens),

(t7) p A q < q A p (komutativnost konjunkcije),

(
( p A q) A (asocijativnost konjunkcije),
V1 (asocijativnost disjunkcije),

pVyq

)
)
)
)
)
)
) (
t8) pV q < qV p (komutativnost disjunkcije),
) (pAq)
) (»Va)
) (pANq)V (pAr) (distributivnost konjunkcije prema disjunkciji),
) pV (pVq) A (pVr) (distributivnost disjunkcije prema konjunkciji),
) (p = q) < (—q = —p) (zakon kontrapozicije),
) (p=q) < —pV q (zakon uklanjanja implikacije),
) (p<=q) < (p=q) A (q=Dp) (zakon uklanjanja ekvivalencije),
)

t16) =(pAq) < —pV —q, ~(pV q) & —p A =q (De Morganovi* zakonsi).

Primer 1.1.7 Dokazati da je zakon uklanjanja implikacije (p = ¢q) < —pVq (t14) tautologija.
Resenje. Pogledati tabelu 1.6.

Tabela 1.6: Zakon uklanjanja implikacije je tautologija.

p=q —p —pVq (p=q) & -pVq

s
e
H A+ A
H A+
H - A
H— A

Kako se u poslednjoj koloni tabele 1.6 nalazi samo T, forumula je tautologija.

Primer 1.1.8 Dac¢emo primer logitkog zakljutivanja koriste¢i, recimo, (p = ¢) Ap = q -
modus ponens (t6). Recimo neka p = ¢ ima znacenje Ako napolju pada kisa, poneéu kisobran.
Ako vazi jo§ i p napolju pada kiSa, modus ponens daje da vaZzi ¢, odnosno poneéu kisobran.

!Ogastas De Morgan (1806-1871) - pogledati poglavlje 9.20
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Primer 1.1.9 Dacemo jo§ jedan primer logickog zakljucivanja koriste¢i, ovog puta, (p =
q) & (—q = —p) - zakon kontrapozicije (t13). Neka p = ¢ ima znacenje Ako je kisa padala,
ulice su mokre. Ekvivalentno zakljucivanje je Ako ulice nisu mokre, kisa nije padala. Pogresan
bi zakljuc¢ak bio da je ako je kisa padala, ulice su mokre logicki isto sa ako kisa nije padala,
ulice nisu mokre jer su mozda Cistaci ulica oprali ulice, pa su one, ipak, mokre.

Napomena 1.1.10 Cesto se u dokazima teorema koristi negacija zakona uklanjanja imp-
likacije. Naime, tautologija je i formula

~(p=q9) e pAq. (1.1)

1.2 Skupovi

Skupovi su jedan od osnovnih pojmova u matematici. Obelezavaju se velikim slovima,
npr. A, B, C, ..., dok elementi skupa malim, npr. a, b, ¢, ...Skup je poznat ako je poznato
pravilo, ogranicenje ili osobina na osnovu koje mozemo odrediti sve njegove elemente. Ako
element = pripada (odnosno ne pripada) skupu X pisemo = € X (z ¢ X). Ako element z ima
osobinu P, tada piSemo P(z). Skup elemenata x sa osobinom P zapisujemo {z| P(z)}. U
teoriji skupova koriste se kvantifikatori 'za svako’ - V i 'postoji’ - 3. Podsetimo se jos:

e () je oznaka za prazan skup koji nema elemenata,

e razlika skupova X 1Y je skup X \ 'Y koji sadrzi sve elemente skupa X koji nisu u skupu
Y, odnosno X \Y ={z|z € X Ax ¢ Y},

e skup X je podsup skupa Y ako svaki element skupa X pripada skupu Y i piSemo
XCY={z|lzreX=>xeY}

e dva skupa X i Y su jednaka (X = Y') ako i samo ako svi elementi skupa X pripadaju
iskupu YV (X C Y) i svi elementi skupa Y pripadaju skupu X (Y C X), odnosno
X=Y&XCYANYCX.

e skup X je pravi podsup skupa Y ako svaki element skupa X pripada skupu Y i postoje
elementi u Y koji nisu u X $to zapisujemo X CY ={z|z € X =z Y}iY \ X #0,

e presek skupova X i Y je skup X NY koji ¢ine svi elementi koji pripadaju i skupu X i
skupu Y, tj. XNY ={z|z e X ANz €Y},

e unija skupova X i Y je skup X UY koji ¢ine svi elementi koji pripadaju ili skupu X ili
skupu Y, 8to zapisujemo X UY ={z|z € X Vo € Y},

e Dekartov? proizvod skupova X i Y je skup X x Y koji ¢ine uredeni parovi (z,y) gde
je element x iz skupa X, a element y iz skupa Y §to zapisujemo X x Y = {(z,y)| = €
XANyeY},

e skupovi X i Y su disjunktni ako im je presek prazan skup, odnosno X NY = ().

*Rene Dekart (1596-1650) - pogledati poglavlje 9.5.
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Primer 1.2.1 Dati su skupovi A = {1,3,4,7}, B = {3,4,5,6} i C = {2,4,6,10}. Odrediti
AUB, AUC, BUC, AUBUC, ANB, ANC, BNC, ANBNC, A\ B, A\C, B\C, B\ 4,
C\AiC\B.

Resenje. AU B = {1,3,4,5,6,7}, AUC = {1,2,3,4,6,7,10}, BUC = {2,3,4,5,6,10},
AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7,10}, ANB = {3,4}, AnNC = {4}, BNC = {4,6}, AnNBNC = {4},
A\ B = {1,7}, A\ C = {1,3,7}, B\ C = {3,5}, B\ A = {5,6}, C\ A = {2,6,10} i
C\ B =1{2,10}.

Primer 1.2.2 Dati su skupovi A ={1,2,3,5} i B = {a,b}. Odrediti A x Bi B x A.

Resenje. A x B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b),(5,a),(5,b)}, dok je
B x A={(a,1),(a,2),(a,3), (a,5), (b, 1), (b,2), (b,3),(b,5)}.

Primer 1.2.3 Ako je skup A, skup svih studenata Poljoprivrednog fakulteta, tada su nje-
govi pravi podskupovi skupovi koje ¢ine studenti razli¢itih smerova. Svi ti podskupovi su
disjunktni, a njihova unija je skup A.

Za operacije sa skupovima vaze sledeée osobine:

(s1) AN A = A (idempotentnost preseka),

(s2) AU A = A (idempotentnost unije),

(s3) AN (AU B) = A (zakon apsorpcije),

(s4) AU (AN B) = A (zakon apsorpcije),

(s5) AN B = BN A (komutativnost preseka),

(s6) AU B = BU A (komutativnost unije),

(s7) An(BNC)=(AnNB)NC (asocijativnost preseka),

(s8) AU(BUC) = (AUB)UC (asocijativnost unije),

(s9) AN(BUC) = (AN B)U(ANC) (distributivnost preseka prema uniji),
(s10) AU (BNC)=(AUB)N(AUCQC) (distributivnost unije prema preseku),
(S11) A\(BNC) = (A\ B)U(A\C), A\ (BUC) = (A\ B) N (4\0),

(s12) ANB=0,AU0=A.

Primer 1.2.4 Kori§¢enjem odgovaraju¢ih tautologija i skupovnih operacija dokazati da je

A\ (BNC)=(A\B)U(A\C).
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Resenge. Neka z € A\ (BN C). Tada vazi

xe A\ (BNC) & xze€ ANz ¢ BNC (definicija razlike skupova)
& rze€AN-(xeBNC)
& € AN-(x € BAx € C) (definicija preseka skupova)
& zeAN(x ¢ BVa¢C)(t16)
& (reANx ¢ B)V(re ANz ¢C) (t11)
& x€ A\ BVaze A\C (definicija razlike skupova)
& ze(A\B)U(A\C) (definicija unije skupova)

S§to je i trebalo dokazati.

1.3 Relacije

Definicija 1.3.1 Binarna relacija p na nepraznom skupu X je podskup skupa X x X.

Dakle, pisemo p C X x X = {(z,y)|z,y € X} i ako (z,y) € p tada kazemo da je ,z u
relaciji p sa ¢” ili ,x 1 y su u relaciji p” i zapisujemo jos i kao xpy.

Primer 1.3.2 Neka je dat skup X = {a,b,c,d}. Odrediti pet binarnih relacija na ovom
skupu.

Resenje. Posto je

XxX = {(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(b,a),(b,d),(b,c),

tada je, recimo,

p1 = {(a,a),(b,), (¢, c), (d,d), (a,b), (b, a), (b,c), (¢, 0)},

p2 = {(a,a), (b,b), (¢, ), (d,d), (a,b), (b, a), (b, d), (a,d)},

p3 = {(b,0), (¢, ¢),(d,d), (a, ), (¢, d), (a,d), (¢, a), (d, c), (d, a) } ,

pa = {(a,a), (b,b), (¢, ¢), (d, d), (a, ), (¢, d), (a,d), (¢, a), (d, ¢), (d, a)} -

ps = {(a,a), (b,b), (¢, ¢), (a,d), (d, a), (b,¢c), (¢, a)} .

Neke od vaznijih osobina relacije p su refleksivnost, simetri¢nost, antisimetri¢nost i tranzi-
tivost. Naime, relacija p C X x X je:
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(ol) refleksivna (R) ako je xzpx za svako z € X, odnosno

Ve e X) zpz,

(02) simetricna (S) ako iz xpy sledi ypx za svako z,y € X, tj.

(Va,y € X) zpy = ypz,

(03) antisimetricna (AS) ako iz xpy i ypx sledi x = y za svako x,y € X, odnosno

(Vo,y € X) zpy ANypr =z =1y,

(04) tranzitivna (T) ako iz zpy i ypz sledi zpz za svako z,y,z € X tj.

Va,y,z € X) zpy ANypz = xpz.

Primer 1.3.3 Odrediti osobine relacija datih u primeru 1.3.2.
Resenje.
e Relacija p1 = {(a,a), (b,b), (¢, ¢),(d,d), (a,b), (b,a),(b,c),(c,b)} (slika 1.1)
— je refleksivna, jer sadrzi sve uredene parove (a,a), (b,b), (¢,¢) i (d,d),
— je simetri¢na, jer sadrzi parove (a,b) i (b,a), (b,c) i (c,b),

— nije tranzitivna, jer, na primer, sadrzi (a,b) i (b,c), a ne sadrzi (a, c).

Slika 1.1: Relacija p1 = {(a,a), (b,b), (¢, ¢),(d,d), (a,b), (b,a), (b,c),(c,b)} je R1i S, a nije T.

e Relacija p2 = {(a,a), (b,b),(c,¢),(d,d), (a,b), (b,a),(b,d),(a,d)} (slika 1.2)

— je refleksivna, jer sadrzi sve uredene parove (a,a), (b,b) , (¢,c) i (d,d),
— nije simetri¢na, jer, na primer, sadrzi par (b, d), a ne sadrzi par (d,b),
— je tranzitivna, jer sadrzi (a,b), (b,d) i (a,d); (b,a), (a,d) i (b,d), itd.
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Slika 1.2: Relacija p2 = {(a,a), (b,b), (¢, c), (d,d), (a,b), (b,a), (b,d), (a,d)} je R1i T, a nije S.

e Relacija ps = {(b,b), (¢,), (d, ), (a,) (¢, d), (a,d), (¢, a), (d; ), (d, @)} (slika 1.3
— nije refleksivna, jer ne sadrzi ureden par (a,a),
— jeste simetri¢na, jer sadrzi parove (a,c) i (c,a); (¢,d) i (d,c); (a,d) i (d,a),

— jeste tranzitivna, jer sadrzi (a,c), (¢,d) i (a,d), itd.

Slika 1.3: Relacija ps = {(b,b), (¢, ¢), (d, d), (a,¢), (¢, d), (a,d), (¢, ), (d,c), (d, a)} nije R, ajeste
SiT.

e Relacija p1 = {(a,a), (b,), (¢, ), (d,d), (a ), (¢, ). (a, ), (¢, ), (d, ), (d, @)} (slika 1.4)
je
— refleksivna, jer sadrzi uredene parove (a,a), (b,b) , (c,c) i (d,d),
— simetri¢na, jer sadrzi parove (a,c) i (¢, a); (¢,d) i (d,c); (a,d) i (d,a),

— tranzitivna, jer sadrzi (d,c), (c,a) i (d,a), itd.
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Slika 1.4: Relacija ps = {(a,a), (b,),(c,¢), (d,d), (a,c), (c,d), (a,d), (c,a), (d,c),(d,a)} jeste
R, SiT.

e Relacija p; = {(a,a), (b,b), (¢, ¢),(a,d),(d,a), (b,c),(c,a)} (slika 1.5)

— nije refleksivna, jer ne sadrzi ureden par (d,d),
— nije simetri¢na, jer ne sadrzi parove (¢, b) i (a,c),

— nije tranzitivna, jer sadrzi, na primer, (b,c) i (¢,a), a ne sadrzi (b, a).

Slika 1.5: Relacija ps = {(a,a), (b,b), (¢,c), (a,d), (d,a), (b,c), (c,a)} nije ni R, ni S, ni T.
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Definicija 1.3.4 Binarna relacija p definisana na skupu X x X je relacija ekvivalencije (RST)
ako je refleksivna, simetricna i tranzitivna. Ako je relacija p refleksivna, antisimetricna i
tranzitivna, tada se naziva relacija poretka (RAST).

Napomena 1.3.5 Relacija py 2z primera 1.5.2 je relacija ekvivalencije.

Ako je p relacija ekvivalencije na skupu X, tada mozemo definisati klase ekvivalencije za
element € X u oznaci C(x) = {y € X| zpy}. Unija svih klasa ekvivalencija je ceo skup X,
a dve klase ekvivalencije se ili poklapaju ili su disjunktne.

Napomena 1.3.6 Klase ekvivalencije za relaciju py iz primera 1.3.2 su C(a) = C(c) =

O(d) = {a,c,d} i C(b) = {b}.

Jo§ primera relacija bi¢e dato nakon uvodenja skupova brojeva.

1.4 Preslikavanja
Definisimo sada jos jedan od osnovnih pojmova u matematici.

Definicija 1.4.1 Neka su A i B neprazni skupovi. PridruZivanje f koje svakom elementu x
iz skupa A dodeli tacno jedan element f(x) iz skupa B, naziva se preslikavanje skupa A u skup
B. Pisemo f: A — B. Elementi iz skupa A se jo§ nazivaju originali, a iz skupa B, slike.

Preslikavanje f naziva se i funkcija koja preslikava skup A u skup B. Pojam funkcije se
moze definisati i na slede¢i nacin:

Definicija 1.4.2 Neka su A i B neprazni skupovi. Podskup f od A x B je funkcija ako vazi:
(i) (Vo € A)(Jy € B) (z,y) € f,
(it) (Vo € A)(Vy1,y2 € B)((z,41) € f A (2,92) € f = y1 = y2).

Pisemo i f : A — B.

Primer 1.4.3 Ako je skup A = {a,b,c} iskup B = {1, 2,3}, tada je jedna funkcija f : A — B
oblika f = {(a, 1), (b, 1), (¢.2)}.

Preslikavanje f : A — B je sirjektivno (slika 1.6) ili ,na” ako svaka slika iz skupa B ima
bar jedan original iz skupa A, odnosno

(Vy € B)Fr € A)((z,y) € f)ili (Vy € B)(Fz € A)(y = f(z)).
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4 I s

E\

Slika 1.6: Sirjektivno preslikavanje f = {(a,1), (b,2), (c,2),(d,3)}.

Preslikavanje f : A — B je injektivno (slika 1.7) ili ,1-1” ako svaki original iz skupa A ima
ta¢no jednu sliku iz skupa B, odnosno

(Vxl,xg S A)(f(xl) = f(xg) = T = xg) .

4 R

Slika 1.7: Injektivno preslikavanje f = {(a, 1), (,2), (¢,3)}.
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Preslikavanje f: A — B je bijektivno (slika 1.8) ili ,1-1” i ,na” ako svaka slika iz skupa B
ima ta¢no jedan original iz skupa A, odnosno,

VyeB)(Fx e A)(y=f(x)) i (Va,x2 € A)(f(z1) = f(x2) = 21 = 22).

4 a:

Slika 1.8: Bijektivno preslikavanje f = {(a,1), (b,2), (c,3), (d,4)}.

Sada ¢emo definisati kompoziciju dve funkcije.

Definicija 1.4.4 Neka su f : A — B ig: B — C dve funkcije. Funkcija go f : A — C
definisana sa (go f)(x) = g(f(x)), gde x € A, naziva se kompozicija funkcija f i g (slika 1.9).

A B C

Slika 1.9: Kompozicija funkcija f i g.

Primer 1.4.5 Neka su dati skupovi A = {a,b,c,d}, B = {1,2,3} i C = {«,3}. Neka je
funkcija f : A — B definisana sa f = {(a,1),(b,1),(c,2),(d,3)}, a funkcija g : B — C' sa
g={1,2),(2,8),(3,5)}. Odrediti funkciju go f : A — C.

Resenje. Funkcija g o f definisana je kao (slika 1.10)
go f = {(aa Oé), (b7 Oé), (Caﬁ)v (d’ﬁ)} .
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a =g(D),
o =g(f(a)=g(f (b))

B=g2)=g(f(0)),
B=gB)=g(f(d))

Slika 1.10: Kompozicija funkcija f i g.

Za bijektivno preslikavanje mozemo definisati i inverzno preslikavanje. Bijektivno pres-
likavanje f : A — B, ima inverzno preslikavanje f~! : B — A, gde vazi da iz y = f(z) sledi
fYy) = fYf(x)),aondaiz=f"1(y) (slika 1.11).

A f B

Slika 1.11: f = {(a,1), (5,2), (,3), (d,4)} i F~' = {(1,a), (2,b), (3,¢), (4, d)}.

Jos primera slozenih i inverznih funkcija bi¢e dato nakon uvodenja skupova brojeva.

1.5 Algebarske strukture

U ovom udzbeniku, osnovni skup koji budemo koristili bi¢e skup realnih brojeva i, zbog
kompletnosti, moramo prikazati put kojim se dolazi do toga da je skup R uredeno polje i koje
su operacije na njemu definisane. Krenimo redom.

Definicija 1.5.1 Neka je dat skup A i neka je na njemu definisana operacija ®. Ako za svaki
uredeni par (r,y) € A x A postoji element z € A, dobijen primenom operacije ® na (z,y),
odnosno ako vazi x ®y = z, tada skup A zajedno sa operacijom @ cini grupoid (A, ®).
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Primer 1.5.2 Proveriti da li je struktura (A, ®) grupoid ako je A = {a,b,e} i operacija @®
definisana u tabeli 1.7 i, ako jeste, proveriti da li je ta operacija komutativna, odnosno

(Vz,y € A) zdy=y&2
1 asocijativna, t].

Ve,y,z€ A) 2 (ydz)=(rdy) d =.

Tabela 1.7: Na skupu A = {a, b, e} definisana je operacija @.

®le a b
ele a b
ala b e
b|b e a

Resenje. Kako se u tabeli 1.7 nalaze samo elementi skupa A, jasno je da je (A, ®) grupoid.
Posto je tablica 1.7 simetri¢na u odnosu na glavnu dijagonalu (koja sadrzi elemente e, b, a),
to znadi da je @ komutativna operacija. Asocijativnost se proverava po definiciji, a zbog
komutativnosti operacije &, dovoljno je proveriti

ed(ePa)=eda=a, (ehe)Pa=ePa=a,
ed(edb)=edrb=0b, (ede)db=edb=0b,
ed(ada)=edb=b, (e®a)Pa=ada=Db,
ed(apb)=ede=e, (eda)Pb=adb=c¢,
ed(bpb)=eda=a, (edrb)Bb=bdb=a,
a®(adb)=ade=a, (aba)Pb=bdb=a,
a®dbeb)=a®a=0b, (adb)Bb=edb=0b.

pa je operacija @ asocijativna na skupu A.

Primer 1.5.3 Proveriti da li je struktura (A, ®) grupoid ako je A = {a,b,c,d} gde je opera-

cija @ definisana u tabeli 1.8. U slucaju potvrdnog odgovora, ispitati da li je ta operacija
komutativna i asocijativna.

Resenje. Struktura (A, ®) je, ocigledno, grupoid. Operacija @ je, takode, i komutativna.
Proverimo jo§ asocijativnost.

a®(ddc)=ada=0b, (a®d)PDc=cPHc=a,

§to znaci da & nije asocijativna operacija.



24 Glava 1. Uvod

Tabela 1.8: Na skupu A = {a, b, ¢, d} definisana je operacija @.

®la b ¢ d
al|lb a d c
bla b ¢ d
cld ¢ a a
dlec d a a

Definicija 1.5.4 Grupoid (A, ®) sa asocijativnom operacijom @, naziva se polugrupa ili semi-
grupa.
Primer 1.5.5 Proveriti da li su grupoidi iz primera 1.5.2 i 1.5.3 polugrupe.
Resenge. Grupoid u primeru 1.5.2 jeste polugrupa jer je operacija @ asocijativna, dok grupoid
iz primera 1.5.3 nije.
Definicija 1.5.6 Neka je (A, ®) polugrupa. Ako
(Jec A\ Vz e A) sde=edr =1,

1 ako

VrxeA)(Fr' € A) zda’' =" dr=e,
tada je (A,®) grupa, element e naziva se neutralni element u odnosu na operaciju &, a x’
1mverzni element elementa x u odnosu na operaciju &.
Primer 1.5.7 Proveriti da li grupoidi iz primera 1.5.2 i 1.5.3 imaju neutralni element i in-
verzni element za svaki element.

Resenje. Grupoid u primeru 1.5.2 ima neutralni element e, jer jeee=e,ade=ePa=a
ibGe=ed®b=0>b Posto je e®e = e, sledi da je za element e, inverzni element e. Kako
jea®b=>bda=e, znaci da je su elementi a i b inverzni jedan drugom. Zakljucujemo da
je grupiod iz primera 1.5.2 grupa. Za grupoid iz primera 1.5.3 vazi da je neutralni element b
zbog toga §to je b b=b,a®b=bPa=a,cBb=bBc=ciddb=bdd = d, ali, recimo,
element ¢ nema svoj inverzni, jer ne postoji x € A tako da jec®z =x®c=0b. Isto vazi i za
element d.

Definicija 1.5.8 Uredena dvojka (A, ®) je Abelova® grupa (komutativna grupa) ako je
Vz,ycA) zdy=ydx.
Napomena 1.5.9 Sada je jasno da je grupoid iz primera 1.5.2 1 Abelova grupa.
Definicija 1.5.10 Uredena trojka (A, ®,o) je prsten ako vaZi:
(1) (A, ®) je Abelova grupa,

(2) (A, o) je polugrupa,
3Nils Henrik Abel (1802-1829) - pogledati poglavlje 9.19
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(3) Vx,y,z€ A) zo(ydz) = (xoy)®(zoz) (levi distributivni zakon operacije o u odnosu
na &)
Va,y,z € A) (zdy)oz= (ro2) B (yoz) (desni distributivni zakon operacije ¢ u
odnosu na @)

Definicija 1.5.11 Uredena trojka (A, ®,©) je komutativan prsten ako vaZi:
(1) (A, ®,0) je prsten,
(2) Ve,y € A) zoy=youx.

Definicija 1.5.12 Uredena trojka (A, ®,¢) je polje ako vazi:
(1) (A, @,0) je komutativan prsten,

(2) (A\ {e},©), gde je e neutralni element u skupu A za operaciju @, je Abelova grupa,

Primeri iz struktura prstena i polja bi¢e takode dati nakon uvodenja skupova brojeva.

1.6 Skupovi brojeva

Sada ¢emo navesti skupove prirodnih (N), celih (Z), racionalnih (Q), iracionalnih (I),
realnih (R) i kompleksih brojeva (C).

1.6.1 Skup prirodnih brojeva

Skup prirodnih brojeva obelezavac¢emo sa N i definisati kao
N={1,2,3,... }.

Skup N je ureden jer se za svaka dva njegova elementa m i n moze utvrditi da li jem =n
ili m < nili m > n. Broj za jedan veéi od datog prirodnog broja naziva se sledbenik, a broj za
jedan manji od datog prirodnog broja je prethodnik tog broja. Broj 1 nema svog prethodnika
u skupu N.

Struktura (N, +), gde je + operacija sabiranja dva prirodna broja, jeste grupoid. VaZzi i
VmneN) m+n=n+mi(Vm,n,peN) m+ (n+p)=(m-+n)+p, te je operacija +
komutativna i asocijativna. Grupoid (N, +) nema neutralni element.

Struktura (N,-), gde je - operacija mnozenja dva prirodna broja, jeste grupoid. Vazi i
(VmneN) m-n=n-mi(MmmnpeN) m-(n-p) = (m-n)-p, te je operacija -
komutativna i asocijativna. Grupoid (N, -) ima neutralni element, to je broj 1, jer vazi

(VmeN) m-1=1-m=m,
ali, za svaki broj m € N ne postoji inverzni element m’ tako da vazi m-m' =m’-m = 1.

Napomena 1.6.1 Struktura (N, —), gde je — operacija oduzimanja dva prirodna broja nije
grupoid jer razlika dva prirodna broja ne mora biti prirodan broj.

Kao §to je bilo receno da ¢e biti dati jo§ neki primeri relacija, sada dajemo primer jedne
relacije ekvivalencije na skupu N.
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Primer 1.6.2 Neka je na skupu N definisana relacija p na slede¢i nacin
(Vz,y € N) zpy < 2jz+y (tj.  +y je paran broj).

Pokazati da je p relacija ekvivalencije na skupu N i odrediti klase ekvivalencije.

Resenje. Pokazimo prvo da je p zapravo RST relacija.
e refleksivnost: (V2 € N) vazi z + = = 2z, a broj 2z je deljiv sa dva, pa sledi zpz,
e simetri¢nost: (Va,y € N) zpy = 2|z +y = 2|y + x = ypz,

e tranzitivnost: (Vz,y,z € N) zpyAypz = 2lz+yA2)y+z = 2e+y+y+z=2x+z =
xpz, jer ako je broj x 4+ 2y + z deljiv sa 2, tada je i broj x + z deljiv sa 2.

Jasno je da ¢e postojati dve razlicite klase ekvivalencije C(1) = {1,3,5,...} 1 C(2) =
{2,4,6,...}, jer je zbir dva neparna broja deljiv sa dva i zbir dva parna broja deljiv sa dva.
Zbir parnog i neparnog broja nije deljiv sa dva.

Ako progirimo skup N sa nulom, dobijamo skup
No=1{0,1,2,3,... }.

Struktura (Ng, +) jeste komutativni i asocijativni grupoid sa neutralnim elementom 0 jer vazi
(Vm € Ng) m+0=0+m =m. Grupoid (N, -) je komutativan, asocijativan, sa neutralnim
elementom 1.

U skupu N vazi princip matematicke indukcije koji glasi: Neka je skup X podskup skupa
prirodnih brojeva ¢ neka sadrzi broj 1. Dalje, neka skup X ima osobinu da ako k € X NN,
tada i k+1 € X NN. Odavde sledi da je X = N.

Koristi se pri dokazivanju da formula T'(n) vazi za svako n € N, gde je n > ng € N.
Postupak dokazivanja je slededi:

e pokaze se da je formula T'(n) tacna za n = ny,

e pretpostavi se da je formula T'(n) tatna za proizvoljno n = k > ng (induktivna pre-
tpostavka (ip)),

e dokaze se da je formula T'(n) tatna za n =k + 1.

Primer 1.6.3 Dokazati da za svako n € N vazi

1
TW051+2+~-+n:ﬂﬁ%Ll.

Resenje. Proverimo da li vazi T'(1) (ili formula T'(n) za n = 1).

1-(1+1)

1=
2

=>1=1,

§to je tatno. Proverimo, radi vezbe, da formula vazi i za n = 2.

2. (2+1)

=3=3.
2

14+2=
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Pretpostavimo sada da formula T'(n) vazi za n = k, odnosno

k(k +1)

1424 +k= (induktivna pretpostavka (ip))

i dokazimo da vazi za n = k + 1, tj.

1+2+---+k+(k+1)zw-

2
Krenimo od leve strane jednakosti
k(k+1 E(E+1)+2(k+1
1424t hkt(k+1) = 7(2 ) 1) =X )2 (k+1)
—_——

p

(k+1)(k+2)
2 b
S§to je i trebalo dokazati.

Primer 1.6.4 Dokazati da za svaki prirodan broj n vazi

T(n)=1+3+4---+(2n—1)=n>.

Resenge. Proverimo da li vazi formula za n = 1.
1=1%2=1=1,
§to je ta¢no. Proverimo jo§ i valjanost formule T'(n) za n = 2.
1+3=2"=4=4.
Pretpostavimo sada da formula T'(n) vazi za n = k, odnosno
1434+ (2k — 1) = k? (induktivna pretpostavka (ip))
i dokazimo da vazi za n = k + 1, tj.
T4+34+-+Q2k—1)+2Fk+1)—1)=(k+1)2.

Sada je,
1434+ +2k—14+2k+1) =k + 2k +1) = (k+1)°

ip

¢ime je dokazana formula.
Primer 1.6.5 Dokazati da vazi
T(n) =6/n(n+1)(2n+1)

za svaki prirodan broj n, odnosno da je broj n(n + 1)(2n + 1) deljiv sa 6 za svako n € N.

Resenje. Proverimo formulu za n = 1.

1-(141)-(2-14+1)=1-2-3=6,
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Sto je tacno jer je rezultat deljiv sa 6. Pretpostavimo da je formula T'(n) tacna za n = k,
odnosno

6|k(k + 1)(2k + 1) (induktivna pretpostavka (ip))

i dokazimo da vazi za n = k + 1, tj.
6|(k+1)(k+2)(2k + 3).

Zapisimo k(k+1)(2k+1) =6 M, M € N, jer je k(k 4+ 1)(2k + 1) deljivo sa 6 po induktivnoj
pretpostavci. Sada je

(k+1)(k+2)(2k+3) = k(k+2)(2k+3)+ (k+2)(2k +3)
= k(k+14+1)(2k+3) + (k+2)(2k +3)
= k(k+1)(2k +3) + k(2k + 3) + (k + 2)(2k + 3)
= k(k+1)(2k +142) + k(2k + 3) + (k + 2)(2k + 3)
= k(k+1)2k+1)+k(k+1)-2+k(2k+3) + (k+2)(2k + 3)

= k(k+1)(2k 4+ 1) +6k* + 12k +6 = 6 M + 6(k* + 2k + 1)

ip

sto je deljivo sa 6 kao zbir dva broja deljiva sa 6.

Primer 1.6.6 Neka je n,p € Ngi 0 < p <n. Dokazati binomnu formulu

(a+b)" = Zn: <”> a" PP, (1.2)

p=0 p

gde je

B G- 67)
G- 6o @G G- )

n
Izraz < ) naziva se binomni koeficijent.
p

Resenge. Proverimo da li vazi formula za n = 0.

0 = (0 0— 0\ 0-0,0
(a+b) :Zpapbp:1: 0) @ b=1=1

p=0
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Sto je ta¢no. Proverimo, jo$ i ta¢nost formule 7'(n) za n = 1.

1 ~ (1 1- L\ 10,0 L\ 1151
(a+b) :Z a P = a+b= 0)° b + NE b
p

p=0

= a+b=1-a""+1-a"b' =a+b=a+b.

Pretpostavimo sada da formula T'(n) vazi za n = k, odnosno

k

(a+b)F = Z (ﬁ) a* P WP (induktivna pretpostavka (ip))
p=0

i dokazimo da vazi za n = k + 1, tj.
k+1
kE+1
(a+b)k+1:§ :< + )ak-l-l—il’bp.
p=0 p

Krenimo od leve strane jednakosti

k
(a+ bkt = (a—l—b)(a—l—b)k:(a+b)z(f;)ak_pbp

p

k

k bk
_ Z( >ak+1—pbp+z< >ak—pbp+1
p = \p

p=0

k k k k+1 k
_ <0> ak—i—l + Z ( >ak+1—pbp + Z ( 1> ak—p-i—lbp
p=1 p p=1 P

k
_ ak—i—l + Z <];> ak+1—pbp + Z <pﬁ 1> ak—p-l—l W+ (:) bk—i—l
p=1

=1

k k
_ k+1 k+1—p k+1
=t () () e

<k' + 1) ak 1P pp 4kt
b

3

3

)=

— gl
1

k1
_ Z <k‘ + 1) G
p

p=0

3
Il

¢ime je dokazana formula (1.2).
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1.6.2 Skup celih brojeva

U skupu N, jednacina x 4+ 2 = 1 nema reSenje, te je potrebno formirati skup u kojem ce
postojati reSenje x = —1. Taj skup obelezava se sa Z i naziva skup celih brojeva,

Z={..,-3,-2-1,0123,...}
Ocigledno je N C Z. Posmatrajmo strukturu (Z,+), gde je + operacija sabiranja u skupu Z.
Napomenimo da je za m,n € Z, m —n = m + (—n). Primetimo da vazi

VmeZ) m+0=04+m=m

(VmeZ)(3(—m)eZ) m+(—m)=(—m)+m=0,

te je (Z,+) Abelova grupa zbog komutativnost i asocijativnosti operacije +. Jasno je da je
i (Z,-), gde je - operacija mnoZzenja u skupu Z, polugrupa i da vaze levi i desni distributivni
zakoni operacije - u odnosu na +. Time je pokazano da je struktura (Z,+,-) prsten, a zbog
komutativnosti operacije -, pomenuta struktura je, zapravo, komutativni prsten. Ipak, usled
nemogucnosti da se odredi inverzni element za svaki ceo broj (bez nule) u strukturi (Z\ {0}, -),
(Z,+,-) nije polje.

Dajmo sada jedan primer relacije definisane na skupu Z.

Primer 1.6.7 Neka je na skupu X definisana relacija p na slede¢i nacin
Vz,ye X) zpy=sx—ye X.
Ispitati vrstu relacije p u skupu X ako je: a) X =Nyib) X =Z.

Resenge.
a) Neka je X = Ny. Pokazacemo da je relacija p relacija poretka (i zbog ¢ega nije simetri¢na)

e refleksivnost: (Vo € Nyg) 2 — 2 =0 € Ny < zpzx,

e nije simetri¢na jer (Vz,y € Ng) zpy = v —y € Ny = y—x € Ny = ypz nije tacno kada
jex #y.

e antisimetri¢nost:

(Vz,y € Ng) zpyAypr = x—yeNgAy—z €Ny
= z—y=y—xz=0=>zx=y.

e tranzitivnost:

(Vz,y,z € Ng) zpyAypz = xz—yeNyAy—z€Ny
= (@-y+-2 €N
= x—z2€Ny=apz.

b) Refleksivnost i tranzitivnost se dokazuje potpuno analogno kao i pod a) kada se umesto
skupa Ny koristi Z. Pokazimo simetri¢nost.

Ve, y€Z) epy=z—yeZl=—(r—y) €EZL=>y—x L= ypx.
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1.6.3 Skup racionalnih brojeva

Kako jedna¢ina 22 = 3 nema reSenje u skupu celih brojeva, skup u kom ¢e x = 3/2 biti
reSenje date jednaline se obelezava sa Q i on se naziva skup racionalnih brojeva i zapisuje kao

@:{§|pez,qu},

Ovaj skup ¢ine svi brojevi koji se mogu napisati u obliku razlomaka. Treba napomenuti da
su elementi ovog skupa i brojevi koji su predstavljeni u decimalnom zapisu, kod kojih, posle
decimalnog zareza, postoji pravilno ponavljanje iste grupe brojeva. Na primer, 0.3333... =
0.3 =1/3, 1.23232323... = 1.23 = 122/99. Zakljuc¢ujemo da je Z C Q.

Napomena 1.6.8 Ako je broj a = 1.23, tada je 100a = 123.23 pa je 100a — a = 122, te je
a=122/99.
Jednakost dva racionalna broja u skupu Q definisana je na sledec¢i nacin:

p1 P2
a:g<:)>p1'q2:p2'ql7plvp2€Z7 q17Q2€N'

Sabiranje dva racionalna broja p1/q1 i p2/qe, q1,92 # 0, definise se kao

IQ_I_IQ:P1'Q2+I72'CJ1
q1 q2 q1 - q2

)

a mnozenje sa
PL P2 _PLP2

q1 Q2 q1 - 492 '

Pokazacemo da je struktura (Q,+,-) zapravo polje. Prvo (Q,+) je Abelova grupa, neutralni
element je 0, a za element % inverzni je —% jer vazi

(v%@) Pio=o4+222L
q q q q

(59 (2)<) ()= (2)+-e

Operacija + je i komutativna i asocijativna na posmatranom skupu. Jasno je da je (Q,-)
polugrupa jer je operacija - asocijativna. Pokazimo da je (Q\ {0}, ) Abelova grupa. Neutralni
element je sada broj 1 jer vazi

<\,£€Q> Py_q1.2_7
q q q

a posto vazi i

“r_y
g p D

p
q
imamo da je, zbog komutativnosti i asocijativnosti operacije -, (Q \ {0},-) zaista Abelova
grupa. Kako vaze i oba zakona distributivnosti

(v%d@\{o}) (3%6@{0}) P oa_

(Va,b,ceQ) a-(b+c¢)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c,
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jasno je da je (Q,+,-) polje.
Na skupu Q, relacija < je relacija poretka. Za svaka dva racionalna broja moze se odrediti

da li su jednaki ili je jedan manji ili ve¢i od drugog. Naime,

b1 _ P2

— < — < D1-Qq2 §p2'Q17 Pb1,p2 EZ, q1,42 e N.

a g2
Posto vazi

Va,b,ceQ) a<b=a+c<b+c

Va,beQ) a>0ANb>0=a-b>0,

(Q, +, ) sa relacijom < €ini uredeno polje.

Napomena 1.6.9 Izmedu bilo koja dva racionalna broja a = 22 i b= B2 a < b uvek postoji

a 2
racionalan broj ¢ za koji vaZi a < ¢ < b. Taj broj je, na primer,

b D
atb ogte petpa
= = €
2 2 2q1 92

Owa osobina ne vazi u skupovima N 1 7.

1.6.4 Skup iracionalnih brojeva

U skupu racionalnih brojeva, jednadina z? = 2 nema refenja jer brojevi & = 4+/2 nisu
racionalni. Ako pretpostavimo da jesu, to bi znacilo da se, recimo, v/2 moze zapisati kao
koli¢nik dva uzajamno prosta prirodna broja, tj. v/2 = p/q. Ako kvadriramo tu jednakost
imacemo p? = 2¢2, odnosno p? je paran broj, a time i p. Ako p zamenimo sa p = 2k, tada
je (2k)2 = 2¢® = 4k®> = 2¢°> = 2k% = ¢?, te je i ¢® paran broj, a time i ¢. Dolazimo do
zakljucka da su i p i ¢ parni brojevi, a to je u suprotnosti sa pretpostavkom da su uzajamno
prosti. Dakle, pogresna je pretpostavka da je v/2 racionalan broj. Potrebno je formirati skup
brojeva koji nisu racionalni i njega ¢emo zvati skup iracionalnih brojeva i obelezavati sa I,

I={v2,V3,...,me, ...}

Treba napomenuti da u ovaj skup ulaze i brojevi u decimalnom zapisu kod kojih se cifre iza
decimalnog zareza ne ponavljaju po nekom pravilu, na primer broj 3,1415926535... = 7 je
iracionalan®. Sada je jasno da je QNI = 0.

1.6.5 Skup realnih brojeva

Skup koji ¢ine unija skupova racionalnih i iracionalnih brojeva nazva¢emo skup realnih
brojeva i obelezavati sa R,
R=QUIL

Sada ¢emo dati primere relacija i na skupu R.

1Zapis broja 7 do desete decimale moZe se lako zapamtiti ako se u narednoj re€enici umesto reci upise broj
slova u svakoj reci ,Cuj, i broj i moze§ zapamtiti sa pesmom dragi moj brate.” Nazivamo ga i Ludolfovim
brojem - pogledati poglavlje 9.4. Arhimed je dao metod za izra¢unavanje broja 7 - pogledati poglavlje 9.2.
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Primer 1.6.10 Dacemo primere relacija ekvivalencije i poretka.
e Relacija p definisana sa (Vz,y € R) zpy < x = y je relacija ekvivalencije.

— refleksivnost: (Va € R) zpx jer je z = x,
— simetri¢nost: (Vz,y € R) zpy =z =y =y =z = ypz,
— tranzitivnost: (Vz,y,z € R) zpyAypz=x=yANy=2=1=2= xp2.

e Relacija p definisana sa (Vz,y € R) xpy < x > y je relacija poretka.

— refleksivnost: (Va € R) zpx jer je z > x,
— antisimetri¢nost: (Vz,y € R) zpyAypr =z >yANy>x=2x=1,
— tranzitivnost: (Vz,y,z €R) zpyAypz=x>yANy>z=1> 2= 1p2.

Napomena 1.6.11 Relacija p definisana sa (Vx,y € R) zpy & = > y nije relacija poretka
jer ne vazi da je x > = pa nije refleksivna.

Primetimo da za strukturu (R, +,-), gde su + i - operacije sabiranja i mnoZenja, redom,
sa relacijom > vazi: neutralni element za operaciju sabiranja je 0, za operaciju mnozenja 1 i
svaki realan broj z (ne uklju¢ujuci nulu) ima inverzni 1/x. Lako se proverva da vazi i da je
(R, +,-) uredeno polje. Izmedu svaka dva realna broja a i b, postoji realan broj ¢ tako da je
a<c<b.

Sada ¢emo dati i nekoliko primera slozenih i inverznih funkcija, kao §to je ranije bilo
napomenuto.

Primer 1.6.12 Neka su f,g: R — R definisane sa f(z) = 3z + 4 i g(z) = 222 — 3. Odrediti
golf.

Resenje. Tadaigo f: R — R i vaz

(go f)(x) = g(f(z)) = g(3z+4) =23z +4)? — 3 = 2(92% + 242+ 16) — 3 = 182> + 48z +29.

Primer 1.6.13 Neka su f,g : R — R definisane sa f(z) = €” i g(z) = ¢/z. Odrediti fogi
geg.
Resenje. Imamo da fog:R — R i da vazi
(fog)(@) = flg(@) = f(Vr) = V",
dok je
(909)(2) = g(g(x)) = 9(Vz) = {/ Vo = V.

Primer 1.6.14 Odrediti inverznu funkciju za f(z) =2z —4, f : R — R.

Resenge.
@) =2 — 4= [N (f(@) = f 2o —4) 5 o = [ (20— 4)
Uvodenjem smene t =2x — 4 =z = % imac¢emo
t+4

o
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i nakon zamene ¢ — x dobijamo inverznu funkciju

T+ 4

ROEESSS

Sada mozemo i da proverimo da li je f~!(f(x)) = .

f(a:)+4_2a:—4+4_w

) = )

Primer 1.6.15 Odrediti inverznu funkciju za f(z) = /3 —=z, f: R > R.
Resenge.
f@)y=VB—z= 1 (f2)=f(VB-z)=e=f1(V3-2)
Smenom t = /3 —z =13 =3 -z = 2 =3 — 3 imamo
3_t3:f_1(t)7

a nakon zamene t — x, inverzna funkcija je f~!(x) = 3 — 3.

Primer 1.6.16 Odrediti inverznu funkciju za f(z) =Inz, f: (0,+00) — R.

Resenge.
fl@)=Inz= [ (f(x)) = f(nz) = 2= f"'(nz)

Inz — ot — 2 imacemo

e =f7H1),

Smenom t =Ilnz = et =e

pa nakon zamene t — z, inverzna funkcija je f~!(z) = e®.

Apsolutna vrednost broja € R definise se kao:

| = z, x>0,
| -z, <0.

Na primer, 7| =7,[0/ =0, | =7 = —(=7) =T.
Teorema 1.6.17 Neka su x i y proizvoljni realni brojevi. Tada vazi (nejednak
|z +y| <[]+ [yl
Dokaz. Postoje Cetiri mogucénosti:
e Akojex>0iy >0, tadaje |z +y| =z+y=|z|+ ]|y
e Akojex <0iy<0,tadaje |z +y|=—x+ (—y) =|z|+|y|
e Akojex>01iy <0, tadaje [z +y| <|z+ (—y)| =2+ (—y) = |z| + |y|.
e Akojex <0iy>0,tadaje|z+y| <|—z+yl =—a+y=|z|+|y|

Time je teorema dokazana.

ost trougla)

(1.3)
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Posledica teoreme 1.6.17 je:
Posledica 1.6.18 Neka su x ¢y proizvoljni realni brojevi. Tada vazi
=yl > || = Iyl].
Dokaz. Koriste¢i nejednakost trougla (1.3) imacemo
(@ —y) +yl < |z —yl+lyl = |z| <z —y[+ ]yl = |z| = ly| < |2 —y].

Tada je i
ly —z| > |yl — |z| = [z —y| = |yl — |z] = —|z —y| < |=| - [y|.

Dakle vazi
—|z -yl < 2| = |yl < |z —y| = ||z = |y]] < |z —y].

=y 70

Lako je pokazati da vazi i |z -y| = |z| - |y| i K
Y

z' |z|
Koristicemo i uobi¢ajene oznake za intervale:

efa,b)={reR|la<z<b}, efab)={xcRla<z<b}, o(a,b]={x€eR|a<xz<Db},

o (a,b)={reRla<z<b}, ofa,+0)={rxcRla<z}, eo(a,+0)={zecR|a<z},

o (—oo,b|={zeRlz<b}, e(—oc0,b)={xecRlz<bd}, eNy=NU{0},

e RT = (0,+00), e R™ = (—00,0).

1.6.6 Skup kompleksnih brojeva

Ako se zeli reiti jednac¢ina 22 = —1, jasno je da, u skupu realnih brojeva, ova jednacina
nema redenje jer je 2 > 0, za svako x € R. Uvodi se novi skup, skup kompleksnih brojeva C,
kojem ¢e pripadati reSenje ove jednacine x = £i, gde se ¢ naziva imaginarna jedinica i definise
kao i = —1,

C={a+0bi=(a,b)]a,beR}

Vazi i R C C (slika 1.12).

Slika 1.12: Skupovi brojeva.
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Broj a se naziva realni deo, a broj b imaginarni deo kompleksnog broja z = a + bi =
(a,b). Saz =a—bi= (a,—b) oznatavamo konjugovano kompleksan broj kompleksnom broju
z=a+bi=(a,b). Udaljenost kompleksnog broja z od koordinatnog pocetka oznacavamo sa
|z| = Va? + b? i nazivamo moduo kompleksnog broja (slika 1.13).

y
A
=a+bi
5 z
|z
0 a > X
| Z |
_b -
zZ=a-bi

Slika 1.13: Kompleksna ravan, Dekartov koordinatni sistem, z-realna osa, y-imaginarna osa.

Dva kompleksna broja z; = (a1,b1) 1 21 = (a2, b2) su jednaka ako i samo ako je a; = ag i
b1 = bs. Sabiranje dva kompleksna broja se definise kao

(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + az, b1 + b2)
ili
(al + bli) + (ag + boi) = (a1 + az) + (bl + bo)i,

a proizvod
(a1,b1) - (az,b2) = (a1 - az — by - ba,a1 - ba+az - by)

ili
(ay+b17) - (ag +bgi) = a1 -as+ay -boi+ag-byi+by-byi® = (ay-ag —by -by)+ (a1 -by +az-by)i.

Struktura (C, 4+, -) ¢ini polje, gde je 4+ operacija sabiranja, a - operacija mnozenja komple-
ksnih brojeva. Koriste¢i oznaku kompleksnog broja z = a + bi daéemo primer da bismo
ilustrovali pomenute operacije.

Napomena 1.6.19 Primetimo da ako saberemo kompleksni broj i njegov konjugovani komple-
ksni broj dobijamo realan broj, odnosno

(a+bi)+ (a—0bi)=2a.

Napomena 1.6.20 Primetimo da ako pomnozimo kompleksni broj 1 njegov konjugovani komple-
ksni broj dobijamo kvadriran moduo kompleksnog broja, tj.

(a+bi)-(a—bi)=a®>—abi+abi—b*i* =a> - b (=1) = a® + b* = |22,

Primer 1.6.21 Neka je 2y =2 — 371 20 = —3 + 5i. Odrediti 21 + 22, 21 — 29, 21 - 29.

Resenge.
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o 21 +20=(2—-3i)+ (—=3+5i) =—1+2i,

e 21 —2=(2-3i)—(-3+5i)=2-3i+3—-5i=5—8i,

21 -2=(2—-3i) - (—=3+5i) = —6+10i +9i — 15i> = —6+19i + 15 =9 + 19i .
Deljenje kompleksnih brojeva zy = a1 + b1 4 1 20 = as + b2 ¢ definiSe se na slede¢i nacin:

21 a1+ b1 _ a1+b1i'a2—b2i _ (a1a2+blbg)+(a2b1—a1b2)i
Zg_ag—i-bgi_ag—i-bgi ag—bgi_ (a2)2—|—(bg)2 ’

uz uslov (az)? + (b2)? # 0 &to je ekvivalentno sa uslovom da ag i by nisu istovremeno jednaki
nuli.

Primer 1.6.22 Neka je 21 =2 — 3i i 29 = —3 + 5i. Odrediti % )

Resenge.

21 2-3i —3-5i  (2-3i)(-3-5) —6-10i+9—15 21—

29 —3+5i —3-5  (=3)2+4+52 9+ 25 34
Napomena 1.6.23 Posto vazi
V=1,it=i,?=-1,3=ii?=—i,i'=23=1, =t i=0i, O =i**=-1,...,
a takode 1
2_2—2,12:%1:—1,1_1:%:—1'.
vidimo davazii > =i l=3=—i, i ="=i"=1,i3=i'=P=4,i2=?=i=-1,
odnosno, uopsteno, vazice i*+t1 =, ¥ +t2 = 1 3 = =1 keZ.

Napomena 1.6.24 Primetimo da je

I+ =1+4+2i+i*=1+2i—1=2i

(1-i)2=1-2i+i*=1-2i—1=—-2i.

Primer 1.6.25 Izracunati: a) (1+4)'32 i b) (2 —2i)"™ koris¢enjem napomena 1.6.23 i 1.6.24.

Resenge.
a)
(1+40)32 = ((1 —|—z’)2)66 = (21)56 = 266 66 — 966;416+2 _ 966 ;2 _ _ 966
b)
2-2)" = (201 —i)P =251 —i)® =251 —)(1 — i)™ =271 —i) (1 —)?)”

= —2M2(1 — )i = —2M2(; — %) = —2M2(1 +4).
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Kompleksni broj z = a + b7 moze se napisati i u trigonometrijskom i eksponencijalnom
obliku. Kao $to je prikazano na slici 1.14, sa p ¢emo obeleziti radijus, odnosno udaljenost
broja z od koordinatnog pocetka (p = |z|), a sa ¢ ugao (argument kompleksnog broja) koji
radijus zaklapa sa pozitivnim delom z-ose.

Y
A
_ i
z = e
b P y
: A
P )i I
¢ a o o
0 ¢ ) [pcoso] > X 0 > X
p p sin(—) 11 V4
-b i(—9) kvadranti
zZ = p

Slika 1.14: Kompleksna ravan, polarni koordinatni sistem, z-realna osa, y-imaginarna osa.
Kvadranti.

Tada je cos ¢ = a/p, a siny = b/p, odnosno
a=pcosp, b=psinyp
i sada dobijamo trigonometrijski oblik broja z
z=a+bi=pcosp+ipsing = p(cosp+1isingp). (1.4)

Argument kompleksnog broja je, dakle, ugao ¢ = arctgg i njega odredujemo pri prelasku sa
Dekartovih na polarne koordinate. Ako se podsetimo Ojerove® formule

¢ =cosz+isinz, zeR
na osnovu (1.4), dolazimo do eksponencijalnog oblika kompleksnog broja z, tj.

z=pe?. (1.5)

Citaocu se preporucuje da, pre prelaska na naredne primere, pogleda poglavlje o trigonome-
trijskim funkcijama (poglavlje 2.2.5).

Primer 1.6.26 Predstaviti slede¢e kompleksne brOJeve u trigonometrijskom i eksponenci-
jalnom obliku: z; =1+ \/gz zo=—1+1123=

Resenge.

Leonard Ojler (1707-1783) - pogledati poglavlje 9.13
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Krenimo od broja z; = 1+ +/34. Poto jea =11 b= +/3, tada je p = 1/12 + (v/3)2 = 2.
Posto je a,b > 0, ugao ¢ je u prvom kvadrantu. Sada je tgp = b/a = /3, te je p = arctg /3 =
7/3. Dakle, z; = 2 (cos 5 +ising ) je trigonometrijski oblik broja z;. Eksponencijalni oblik
jez1 =2 e“r/?’

Zazy = —1+ivazia = —1,b=1 (ugao ¢ jeu drugom kvadrantu = /(12 +12 =2,
tgp=—lip=m —7r/4 = 37T/4. Tada je 20 = V2 (cos T +isin 3 T ) ili 29 = \/_623”/4.
Neka je z3 = —i. On se nalazi na udaljenosti 1 od koordinatnog pocetka na negativnom

delu imaginarne ose. Dakle, p = 11 ¢ = 37/2. Tada je 23 = cos 3F 4 isin 32” = ¢37/2,

Ako se zeli izrazunati 2", n € N, tada je, koris¢enjem (1.5),
n _ pn (eicp) _ pn ezngp
dok se za ra¢unanje {/z, n € N, koristi formula

o2k

Vz=peTn  k=0,1,2,...,n—1.

Primer 1.6.27 Ako je z; = 1+ /34 i 2 = —1 + 14, izradunati (21)'? i Y.

Resenge.
U primeru 1.6.26 je pokazano da je eksponencijalni oblik kompleksnog broja z; = 14+/31
zapravo
2= 2673 = (21)12 = 212 ¢1127/3 _ 912 it
a posto je €™ = cos(4rm) +isin(4r) = 1 +i-0 =1, tada je (21)'? = 212
Ako je zp = —1 + 4, tada je (vidi primer 1.6.26) z = v/2€"3™/%, pa je

3/ 3T 42k
\3/5: \/§el 3 7k:071727

odnosno

e~3, (k=0), V2T = 2
2,1,
(3T 4 on 117'r
Vam=V2- o5 (k=1), > VR= V2T =in,,

37 g Z197r
2-1‘7L T \/_ e =.Z223.

Geometrijski, tri reSenja koja smo dobili obrazuju jednakostrani¢ni trougao (slika 1.15).
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y
A
i~
lin /12 Z), =2
lix
z,, =82/ 2
/4 .
X
0 ¢/2
-
197 /12
197
Zy3 =¢2e 0

Slika 1.15: Geometrijski prikaz &/z3 = v/—1 + i sa reSenjima, 29 = 291, 22 = 722 1 29 = 223.

1.7 Zadaci za vezbu

1.

10.

Navesti pet potvrdnih recenica i odrediti njihovu istinitost.
Za svaku logicku operaciju navesti po jednu recnicu i objasniti njenu tac¢nost.
Dokazati preostale navedene tautologije iz ovog udzbenika.

Dati su skupovi A = {2,4,6,8,10,12}, B = {1,2,3,4,5,6} i C = {1,2,3,5,8,13}.
Odrediti AUB, AUC, BUC, AUBUC, ANB, ANC, BNC, ANBNC, A\ B,
A\C,B\C,B\ A, C\ A, C\B.

Dati su skupovi A = {a,b,c,d} i B=1{1,2,3}. Odrediti A x Bi B x A.
Dokazati preostale osobine skupovnih operacija koristec¢i iskazni racun.
Odrediti osobine relacije p definisane na skupu X = {a,b, ¢, d, e}, ako je

p ={(a,a),(b,b),(c,¢),(d,d), (e,e), (a,b), (b, ), (a, ), (b,a), (¢, b), (¢, a), (d ), (e,d) } -
Ako je u pitanju relacija ekvivalencije, odrediti klase ekvivalencije.
Pokazati da je relacija p definisana sa (Vz,y € R) zpy < x < y relacija poretka.
Neka je na skupu Z \ {0} definisana relacija p na sledec¢i nagin

(Vz,y e Z\{0}) xzpy < zy>0.
Dokazati da je p relacija ekvivalencije i odrediti klase ekvivalencije za elemente —1 i 1.
Neka je na skupu N definisana relacija p na slede¢i nacin
Vz,y eN) zpy< (Fke€Z) x —y=3k.

Pokazati da je p relacija ekvivalencije na skupu N i odrediti klase ekvivalencije.
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11.

12.

15.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Neka je na skupu N definisana relacija p na slede¢i nacin
Vz,yeN) zpy<= 3k eN) y=kzx.
Pokazati da je p relacija poretka na skupu N.

Naci sve funkcije koje preslikavaju skup A = {1,2,3} u skup B = {a,b} i odrediti tip
preslikavanja.

Dati primer dva skupa i definisati bijektivno preslikavanje. Odrediti i inverzno preslika-
vanje.

Ispitati da je grupa, polugrupa ili grupa svaki od sledec¢ih skupova zajedno sa naznac¢enom

operacijom:

(i) parni brojevi u odnosu na sabiranje,

(7i) celi brojevi, deljivi sa datim n € N, u odnosu na sabiranje,
(73i) negativni celi brojevi u odnosu na mnozenje,

(7v) pozitivni racionalni brojevi u odnosu na deljenje,

(v) skup kompleksnih brojeva {1, —1,4, —i} u odnosu na operacije sabiranja i mnoZzenja
kompleksnih brojeva.

Neka je S skup pozitivnih realnih brojeva i  operacija u tom skupu definisana kao a)
a*xb=a’ib) axb=a%b?. Sta je algebarska struktura (S,*)?

Ispitati da li su sledeéi skupovi, sa naznacenim operacijama, prsten ili polje:

(i) parni brojevi sa operacijama sabiranja + i mnozenja -,
(ii) skup brojeva oblika a + bv/2, gde su a i b celi brojevi, u odnosu na + i -,

(iii) skup brojeva oblika a 4+ bv/3, gde su a i b racionalni brojevi, u odnosu na + i -.

Matematickom indukcijom dokazati da vazi:

(i) 1-2-3+2-3-4+"'+n-(n+1)-(n+2):in(n—i—l)(n—{—?)(n—i—i&),

1 1 1 n
) 3 35t Ty eir) v
(iii) da je 21273 — 36n+2 deljivo sa 13 za n > Ny,
(iv) da je 3273 + 40n — 27 deljivo sa 64 za n > N,

(v) 14+a)*>14+na,neN,a>—1.

Dokazati da je

Dokazati da je

Broj 4n+ 3 ne moze biti kvadrat ni jednog prirodnog broja za bilo koje n € N. Dokazati.
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21.

22.
23.
2/,
25.
26.

27.
28.

29.
30.

Dokazati da ako je n prirodan broj i ako je n® + 5 neparan broj, tada n mora biti paran
broj.

Pokazati da brojevi 3n + 11 2n? +n, n € N, nemaju zajednickih delitelja.
Ako su a i b prosti brojevi veé¢i od 3, pokazati da je broj a? — b? deljiv sa 24.
Dokazati da v/3 nije racionalan broj.

Dokazati da v2 + /3 nije racionalan broj.

Ako je z1 = 4 —3i 1 290 = —1 4 24, odrediti realne i imaginarne delove kompleksnih
brojeva 3z1 + 22, 21 — 229, 21 - 22, z—;, kao i njihove udaljenosti od koordinatnog pocetka.

Odrediti kompleksni broj z koji zadovoljava jednacinu |z| + 2z = 2 4 i.
Odrediti kompleksne brojeve 21 i 29 ako je
. T T
21+ 20=1—1, arg(z1) = it arg(zy) = -3
Ako je z = —2¢/3 — 2i, odrediti z* i /z.

Resiti jednacinu /42 + €™/0z 44 = 0.



GLAVA 2

Realne funkcije jedne realne promenljive

U ovoj glavi uves¢emo osnovne pojmove u vezi sa realnim funkcijama jedne realne promen-
ljive koje ¢emo koristiti kroz ceo udzbenik. Veoma je vazno da studenti savladaju skiciranje i
da nauce osobine elementarnih funkcija koje ¢emo koristiti kod funkcija koje budemo ispitivali.

2.1 Osnovni pojmovi

Realna funkcija jedne realne promenljive preslikava skup A u B, gde su A i B podskupovi
skupa realnih brojeva. Pisa¢emo f: A — B, A, B C R. Skup A nazivamo domen funkcije f
(obelezava se i sa D), a skup B kodomen funkcije f. Sa f(A) (ili f(D)) obelezava¢emo skup
vrednosti funkcije f koji je podskup skupa B na sledeé¢i nacin:

f(A)={ylye B,3vc A y= f(z)}.

Definicija 2.1.1 Grafik funkcije f : A — B je podskup Gy skupa R xR = R? koji je definisan
sa

Gy ={(z, f(x))|z € A, f(x) € B}.
Primeri grafika funkcija dati su na slici 2.1.
Primer 2.1.2 Za funkciju f : R — R definisanu sa f(z) = 22 (slika 2.1 a)), kodomen je skup

realnih brojeva, ali je skup vrednosti f(R) = {z|z € R, z > 0}. Ako je f(z) = 23 (slika 2.1
b)) tada je kodomen jednak sa skupom vrednosti f(R).

43
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y y
A A 3
y=x
y=x
0 » X
0 » X
a) b)

Slika 2.1: Grafici funkcija: a) f(z) = 22, b) f(z) = 2°.

Definicija 2.1.3 Neka su A, B C R. Funkcija f: A — B je parna ako za svako x € A, gde
je A simetrican skup u odnosu na x =0, vazi

1 tada je grafik funkcije f osno simetrican u odnosu na y-osu.

Definicija 2.1.4 Neka su A,B C R. Funkcija f : A — B je neparna ako za svako x iz
simetricnog skupa A (u odnosu na x =0) vaZi

1 tada je grafik funkcije f centralno simetrican u odnosu na koordinatni pocetak.

Primer 2.1.5 Jedna parna funkcija je f(z) = 22 (slika 2.1 a)) jer je f(—z) = (—
f(x), a jedna neparna funkcija je f(x) = 22 (slika 2.1 b)) jer je f(—z) = (—2)% = —(23) =
—f(x).

Uvedimo sada pojmove ograniCenosti i periodi¢nosti funkcije.

oS
no
Il

w R
|

Definicija 2.1.6 Funkcija f : A — B je ogranicena ako postoji M > 0 tako da za svako
x € Avazi |f(z)] < M.

Primer 2.1.7 Funkcija f(z) = —ﬁ je ograniCena za svako x € R jer vazi
1 1 1 1
VaZ+4| VaZ+4 T JO+4 2

Definicija 2.1.8 Funkcija f : A — B je periodi¢na ako postoji w € R tako da za svako x € A
vazi f(x +w) = f(z). Najmanje takvo w > 0 oznaciemo sa wo @ zvaéemo ga osnovnim
periodom funkcije f.

Primer 2.1.9 Funkcije y = asin(bzx+c¢) i y = acos(bz+c¢) imaju osnovni period wy = 27/|b),
dok funkcije y = atg(bz + ¢) i y = actg(bz + ¢) imaju osnovni period wg = /]|, za a,b # 0.
Detaljnije o ovim funkcijama u poglavlju 2.2.5.



2.1. Osnovni pojmovi 45

Definisimo sada nulu funkcije.
Definicija 2.1.10 Neka f: A — B. Tacka xg € A je nula funkcije f ako vazi f(xg) = 0.

Kada se bude ispitivao znak funkcije, bi¢e odredivani intervali na kojima je funkcija nega-
tivna ili pozitivna.

Primer 2.1.11 Za funkcije f(x) = 22 (slika 2.1 a)) i f(z) = 23 (slika 2.1 b)) nula funkcije
je = 0. Funkcija f(z) = 22 je negativna za x € (), a pozitivna za z < 0 i z > 0. Funkcija
f(x) = 23 je negativna za x < 0, a pozitivna za = > 0.

Monotono rastuce, monotono neopadajuée, monotono opadajuce i monotono nerastuce
funkcije se definiSu na slede¢i naéin.

Definicija 2.1.12 Funkcija f : A — B je monotono rastuca (neopadajuca) na intervalu
(a,b) C A (slika 2.2 a) 1 b)), ako za svako x1,x2 € (a,b) vaZi

r1 < w3 = f(21) < f(22) (71 <22 = f(21) < f(22)) -
Y
A

SO ———-
Sl

Fe)=f)_

/

- ——

Slika 2.2: Grafici funkcija: a) f - monotono rastuca, b) f - monotono neopadajuca.

Definicija 2.1.13 Funkcija f : A — B je monotono opadajuéa (nerastuca) na intervalu
(a,b) C A (slika 2.3 a) 1 b)), ako za svako x1,x9 € (a,b) vaZi

r1 < w3 = f(21) > f(22) (71 <22 = f(21) > f(22)) -
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b)
Slika 2.3: Grafici funkcija: a) f - monotono opadajuca, b) f - monotono nerastuca.

Primer 2.1.14 Funkcija f(z) = 22 (slika 2.1 a)) je monotono opadajuca za x < 0, dok je
za > 0 monotono rastuca. Funkcija f(z) = 23 (slika 2.1 b)) je monotono rastuca za svako
z € R.

Definigimo jos i lokalne (globalne) minimume i maksimume.

Definicija 2.1.15 Funkcija f : A — B ima lokalni minimum (maksimum) u tacki xg € A
ako postoji 6 > 0 tako da je za svako x € (x — 0,2+ ) N A vazi f(x) > f(xo) (f(z) < f(x0)).

Definicija 2.1.16 Funkcija f : A — B ima globalni minimum (maksimum) u tacki o € A
ako za svako x € A vazi f(x) > f(xo) (f(z) < f(x0)).

Na slici 2.4 dat je primer za prethodne dve definicije. Izraze minimum ili maksimum
funkcije jo§ nazivamo i ekstremne vrednosti funkcije.

Slika 2.4: Funkcija f u tacki z; ima lokalni minimum, a u x3 i lokalni i globalni minimum. U
tacki xo je lokalni maksimum funkcije f, a u x4 i lokalni i globalni maksimum.

Primer 2.1.17 Funkcija f(x) = 2 ima lokalni i globalni minimum u tacki z = 0 (slika 2.1
a)). Funkcija f(r) = 2° nema ni minimum ni maksimum (slika 2.1 b)).
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2.2 Osnovne elementarne funkcije

Osnovne elementarne funkcije su: linearna funkcija, stepena funkcija, eksponencijalna
funkcija, logaritamska funkcija, trigonometrijske funkcije i ciklometrijske funkcije. Elemen-
tarne funkcije su funkcije koje se mogu dobiti iz osnovnih elementarnih funkcija pomocu
kona¢nog broja aritmetickih operacija (+,—,-,:) i kona¢nog broja kompozicija elementarnih
funkcija. Za svaku od tih funkcija odredi¢emo domen, nule, znak, parnost i neparnost,
monotonost i ekstremne vrednosti.

2.2.1 Linearna funkcija

Eksplicitni oblik linearne funkcije (prave) je y = f(z) = kx+n, gde je k koeficijent pravca
prave, a n odsetak na y-osi. Ako je k # 0, odsetak na z-osi je —n/k (slika 2.5).

v=kx+n k>0

v=kx+n k<0

Slika 2.5: Linearna funkcija y = kxz + n za k # 0.
Ako je k # 0 vazi:
(1) Domen: D =R,
(2) Skup vrednosti: f(D) =R,

(3) Parnost i neparnost: f(—xz) = —kx +n ¢ {f(z),—f(x)}, nije ni parna ni neparna za
n # 0,

(4) Nule: z = —n/k.

Posebno, ako je k > 0, tada je:
(5) Znak: f(z) >0zax € (—n/k,+00), f(z) <0zax € (—o0, —n/k),
(6) Monotonost: f(z) je rastuca funkcija za z € D,

(7) Ekstremne vrednosti: nema.
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U slucaju da je k < 0:
(5) Znak: f(z) >0zax € (—o0,—n/k), f(z) <0zax € (—n/k,+0),
(6) Monotonost: f(z) je opadajuca funkcija za = € D,

(7) Ekstremne vrednosti: nema.

Primer 2.2.1 Na slici 2.6 skicirana je prava y = 2z + 4.

Slika 2.6: Linearna funkcija y = 2z + 4.

Primer 2.2.2 Na slici 2.7 skicirana je prava y = —3x + 12.

y

y==-3x+12

Slika 2.7: Linearna funkcija y = —3x + 12.
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Slika 2.8: Linearna funkcija y = kx za k # 0.

Ako je linearna funkcija oblika y = kx, k # 0, tada ona prolazi kroz koordinatni pocetak
(slika 2.8).
Za k # 0 vazi:
(1) Domen: D =R,
(2) Skup vrednosti: f(D) =R,
(3) Parnost i neparnost: f(—z) = k(—x) = —(kz) = —f(x), pa je funkcija neparna,
(4) Nule: z = 0.
Ako je k > 0, tada je:
(5) Znak: f(z) >0 zaz € (0,400), f(z) <0zazx € (—00,0),
(6) Monotonost: f(z) je rastuca funkcija za = € D,
(7) Ekstremne vrednosti: nema.
U slucaju da je k < 0, tada je:
(5) Znak: f(z) >0 zax € (—00,0), f(z) < 0zazx € (0,+00),
(6) Monotonost: f(z) je opadajuca funkcija za = € D,

(7) Ekstremne vrednosti: nema.
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Primer 2.2.3 Na slici 2.9 skicirana je prava y = 4x.

Slika 2.9: Linearna funkcija y = 4x.

Za pravu y = n, na y-osi obelezi se tacka n i povuce se prava paralelna sa x-osom. U
sluc¢aju prave x = m, na z-osi obelezi se tacka m i povuce se prava paralelna sa y-osom (slika
2.10).

y

Slika 2.10: Prave y =nix = m.
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Primer 2.2.4 Na slici 2.11 predstavljene su prave y =71 x = —2.

-

Slika 2.11: Prave y =71 ax = —2.

2.2.2 Stepena funkcija

Stepena funkcija oblika je y = 2%, a € R\{0,1}. Naslici 2.12 prikazane su stepene funkcije
ako je eksponent paran prirodan broj.

—

Slika 2.12: Funkcije y =z% zaa=21a =4.
Dakle, ako je eksponent paran prirodan broj, a = 2k, k € N, tada je:
(1) Domen: D =R,

(2) Skup vrednosti: f(D) = [0, +00),
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3) Parnost i neparnost: f(—z) = (—z)?* = 2% = f(2), pa je funkcija parna,
4) Nule: x =0,

(3)

(4)

(5) Znak: f(z) >0 za x € (—o0,0) U (0,+00), f(z) <0 zax €0,

(6) Monotonost: f(x) je opadajuca za x € (—00,0), a rastuca za z € (0, +00),
(7)

7) Ekstremne vrednosti: u « = 0 postoji lokalni i globalni minimum funkcije.

Na slici 2.13 prikazane su stepene funkcije ako je eksponent neparan prirodni broj.

Slika 2.13: Funkcije y =z* zaa=31ia =5.
Tada, zaa=2k+1, k € N, vazi i
Domen: D =R,
Skup vrednosti: f(D) =R,

Ztl — _g2k+1 — _ f(2), pa je funkcija neparna,

Parnost i neparnost: f(—z) = (—x)
Znak: f(x) > 0zaz € (0,+00), f(x) <0zaz € (—00,0),
Monotonost: f(z) je rastuca za x € (—oo, +00),

Ekstremne vrednosti: nema.

(1)
(2)
(3)
(4) Nule: z =0,
(5)
(6)
(7)
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Ako je eksponent neparan negativan ceo broj, grafici funkcija su predstavljeni na slici 2.14.

Slika 2.14: Funkcije y =z zaa=—-11ia = —3.
Tada vazi, za a = —(2k + 1), k € Ny:
(1) Domen: D =R\ {0},
(2) Skup vrednosti: f(D) =R\ {0},

(3) Parnost i neparnost: f(—z) = (—z)” kD = =D — _£(2) pa je funkcija
neparna,

4) Nule: nema,

5) Znak: f(xz) > 0za x € (0,+00), f(x) <0 za z € (—o0,0),
6) Monotonost: f(z) je opadajuca za x € (—o0,0) U (0, +00),
7)

Ekstremne vrednosti: nema.

(
(
(
(
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Ako je eksponent paran negativan ceo broj, tada je (slika 2.15):

Slika 2.15: Funkcije y =z* zaa=—-21a = —4.

A njene osobine su, za a = —2k, k € N:

)
)
)
)
)
)
)

Domen: D =R\ {0},

Skup vrednosti: f(D) = (0,400),

Parnost i neparnost: f(—z) = (—z)72* = 272k = f(x), pa je funkcija parna,
Nule: nema,

Znak: f(x) > 0zax € (—00,0) U (0,+00), f(x) <0 zax €0,

Monotonost: f(z) je opadajuca za x € (0,+00), a rastuca za x € (—o00,0),

Ekstremne vrednosti: nema.

Na slici 2.16, skicirana je funkcija y = a* zaa =1/21a = 1/4.

Slika 2.16: Funkcije y =z*zaa=1/21a=1/4.
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U slucaju kao na slici 2.16, za a = 1/(2k), k € N vazi:
(1) Domen: D = [0, +00),
(2) Skup vrednosti: f(D) = [0, +00),

(3) Parnost i neparnost: funkcija nije ni parna ni neparna (domen nije simetri¢an interval
u odnosu na z = 0),

Nule: z =0,

Znak: f(z) > 0zax € (0,4+), f(z) <0zax €,
Monotonost: f(z) je rastuca za x € (0, 4+00),
Ekstremne vrednosti: f(z) ima minimum u x = 0.

Na slici 2.17, skicirana je funkcija y = a® za a =1/3 1 a = 1/5. Tada je:

y
A y:;;\/;
1 y:5\/;
» X
-3 -2 -1 0 1 2 3
-1
Slika 2.17: Funkcije y =z*zaa=1/31a=1/5.
Dakle, za a = 1/(2k + 1), k € N:
(1) Domen: D =R,
(2) Skup vrednosti: f(D) =R,
(3) Parnost i neparnost: f(—z) = (—x)Y/@k1) = g/ — _f(z) pa je funkcija
neparna,
4) Nule: z =0,

Znak: f(x) > 0zaz € (0,+00), f(x) <0 zaz € (—00,0),
Monotonost: f(z) je rastuca za x € D,

Ekstremne vrednosti: nema.
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2.2.3 Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija y = a”, gde je a > 0, a # 1, definisana je za svako z € R (slika

2.18).

Slika 2.18: Funkcijay =a” zaa >01ia # 1.

Za posmatranu esponencijalnu funkciju vazi:

Domen: D =R,

Skup vrednosti: f(D) = (0,400),

Parnost i neparnost: f(—z) =a " ¢ {f(z),—f(z)}, pa nije ni parna ni neparna,
Nule: nema,

Znak: f(x) >0 za x € (—o0,+00), f(z) <0 zaz €0,

Monotonost: za a > 1, f(x) je rastuca za x € D, za 0 < a < 1, f(z) je opadajuca za
z €D,

Ekstremne vrednosti: nema.
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Na slici 2.19 vidimo kako se ponasa eksponencijalna funkcija za a € {1/4,1/2,2,4},

y=— y=4"

Slika 2.19: Funkcije y = 2%, y =4% y = (1/2)* i y = (1/4)".

Na slici 2.20 data je funkcija y = €.

Slika 2.20: Funkcija y = e*.
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2.2.4 Logaritamska funkcija

Logaritamska funkcija y = log, z, za a > 01 a # 1, definisana je samo za = > 0 (slika
2.21).

y=log, x,a>1

> X

y=log,x,0<a<]l

Slika 2.21: Funkcija y =log,x zaa > 01ia # 1.

Za posmatranu logaritamsku funkciju, ako je a > 01 a # 1 vazice:
(1) Domen: D = (0, +00),
(2) Skup vrednosti: f(D) =R,

(3) Parnost i neparnost: nije ni parna ni neparna (domen nije simetri¢an interval u odnosu
na x = 0),

(4) Nule: z =1,

Ako je a > 1, vazi:
(5) Znak: f(z) >0zax € (1,+00), f(z) <0zax € (0,1),
(6) Monotonost: f(z) je rastuca za = € (0, +00),
(7) Ekstremne vrednosti: nema.

Ako je 0 < a < 1, tada je:
(5) Znak: f(z) >0zax € (0,1), f(z) <0zazx € (1,400),
(6) Monotonost: f(z) je opadajuca za x € (0, 4+00),

(7) Ekstremne vrednosti: nema.
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y=Inx, x>0

Slika 2.22: Funkcija y = log, z =log,z =1n z.

Na slici 2.22 data je logaritamska funkcija za osnovu a = e koja se jo§ naziva prirodni
logaritam.

Logaritamska i eksponencijalna funkcija su inverzne funkcije, odnosno, njihovi grafici su
simetri¢éni u odnosu na pravu y = x. Naime, vazi al°8«% = log, a® = x (slika 2.23 za a = e,
pogledati primer 1.6.16).

Slika 2.23: Funkcijey =€*, y=lnziy=x.
Sada ¢emo navesti neke od osobina logaritamske funkcije:

e log, z +log,y =log,(zy) e log,z—log,y =log, T log,, P blog, x
Y

1
o log,sx = 5 log, o log, xz = oz, a

e Jog,1=0 e log,a=1 e log,a" ==«
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2.2.5 Trigonometrijske funkcije

U trigonometrijske funkcije spadaju y = sinz, y = cosz, y = tga i y = ctgz. Sinusna i

kosinusna funkcija su definisane za svaki realan broj i njihovi grafici nalaze se na slici 2.24.

Slika 2.24: Funkcije y =sinx iy =cos z, —1 <y < 1.

Ako je u pitanju funkcija f(z) = sin z, tada je osnovni period wg = 27 i:

Domen: D =R,

Skup vrednosti: f(D) = [-1,1],

Parnost i neparnost: f(—z) = sin(—z) = —sinz = — f(x), pa je neparna funkcija,
Nule: x = km, k € Z,

Znak: f(x) > 0za x € (0+ 2km,m + 2k7), f(z) <0 za x € (7w + 2km, 2w + 2kn), k € Z,

Monotonost: f(x) je rastuca za x € (—n/2 + 2km,7/2 + 2kn), a opadajuca za = €
(/2 4 2km, 3w /2 4+ 2km), k € Z,

(7) Ekstremne vrednosti: za x = 7/2 4 2k, f(z) ima maksimum, a za x = 37/2 + 2k,

f(x) ima minimum, k € Z.

Za funkciju f(x) = cos x, osnovni period je takode wo = 27 i

Domen: D =R,

Skup vrednosti: f(D) = [-1,1],

Nule: © =7/2 4+ kn, k € Z,

)
)
) Parnost i neparnost: f(—z) = cos(—z) = cosx = f(z), pa je parna funkcija,
)
)

Znak: f(x) > 0zax € (—m/2+42km, w/2+2k7), f(x) < 0zax € (w/242km, 3w /24 2k™),
keZ,
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(6) Monotonost: f(z) je rastuca za z € (—m + 2km,0 + 2kn), a opadajuca za z € (0 +
2km,m + 2km), k € Z,

(7) Ekstremne vrednosti: za x = 2kw, f(x) ima maksimum, a za z = 7 + 2km, f(z) ima
minimum, k € Z.

Na slikama 2.25 i 2.26 dati su trigonometrijski krugovi za sinusnu i kosinusnu funkciju,
redom.

A
1
sina
¢ 2 +a
o3 -
-1 T+ X 1 > X
R —
—sino
1l \v
-1

Slika 2.25: Trigonometrijski krug za y = sinz i vrednosti funkcije u sva ¢etiri kvadranta.

A
1
Il I
T —Q 21 +o
o | -
—1| #-cosalm+ <o | cosak [y > X
2m -0,
I v
-1

Slika 2.26: Trigonometrijski krug za y = cosx i vrednosti funkcije u sva Cetiri kvadranta.

Ako posmatramo funkciju, recimo, y = asin(bx + ¢), a,b # 0, tada je osnovni period
wo = 27/|b|, —|a] < y < la|, i nule su uz = (kn — ¢)/b, k € Z. Isto vazi i za funkciju
y = acos(bx + ¢), samo §to sunule u x = (7/2 + kr —¢)/b, k € Z.



62

Glava 2. Realne funkcije jedne realne promenljive

Primer 2.2.5 Skicirati funkciju y = 3sin(2z + 7/2) za x € [—2m, 27].

Resenje. Na slici 2.27 predstavljena je funkcija y = 3sin(2z + 7/2) za x € [—27, 27].

Y
y=sinx| |y=sin(2x) Ay:sin(2x+7t/2) y =3sin(2x+7/2)
I\ 3\ 5nf -~/ 3\ m\ 7w 0 3n /= n 8 /7n //2x X
4 \\2 % |\ 2 4, A,
-3

Slika 2.27: Grafici funkcija y = sinx, y = sin(2z), y = sin(2z + 7/2) i y = 3sin(2x + 7/2) na
intervalu [—2m, 27].

Osnovni period date funkcije je wo = 27/[b| = 27/2 = 7:

(1)

Domen: D =R,
Skup vrednosti: f(D) = [-3, 3],

Parnost i neparnost: f(—z) = 3sin(2(—x) + 7/2) = 3sin(n/2 — 2z) = 3cos(2x)
3sin(2z + w/2) = f(z), pa je funkcija parna (pogledati tabelu 2.2),

Nule: x = (kv —¢)/b= (kn — 7/2)/2 = -7 /4 + kn /2, k € Z,

Znak: f(x) >0zax € (—n/4+ km,w/4+ kn), f(x) <0zax € (n/4+ knm,31/4 + kn),
keZ,

Monotonost: f(x) jerastucaza x € (7/2+kmn, m+kn), a opadajuca za x € (0+kmw, 7/2+
kn), k € Z,

Ekstremne vrednosti: za x = 0+ kx, f(x) ima maksimum, a za v = 7/2 + kr, f(z) ima
minimum, k € Z.
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Funkcija y = tga = $8Z cosx # 0, odnosno x # 5 +km, k € Z, data je na slici 2.28.

cosx’

y
4 sin x
yetgx=—"r,
cos x
cosx #0
< X
-n _I 0 T T 3n 2n
2 2 2
Slika 2.28: Funkcija y = tg «.
Dakle, za funkciju f(z) = tgx, osnovni period je wy = 7 i
(1) Domen: D =R\ {n/2 + kn}, k € Z,
(2) Skup vrednosti: f(D) =R,
(3) Parnost i neparnost: f(—z) = tg(—z) = i;r;((:i)) = ST — _tox = —f(x), pa je

neparna funkcija,

Nule: z =km, k € Z,

Monotonost: funkcija f(x) je samo rastuca i to za z € (—7/2 + km,7/2 + km), k € Z,

Ekstremne vrednosti: nema.

(4)
(5) Znak: f(z) >0zax € (0+km,w/2+knm), f(x)<0zaze (n/2+4kn, 7+ kn), k € Z,
(6)
(7)

Na slici 2.29 dat je trigonometrijski krug za funkciju y = tgz.

A

I \
tga

21 +a

_1 T+ ga 1 > x
{an

—tga

I y

Slika 2.29: Trigonometrijski krug za y = tgx i vrednosti funkcije u sva Cetiri kvadranta.
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Za funkciju y = atg(bx + ¢), a,b # 0, osnovni period je wy = 7/|b|. Definisana je za svako
x koje zadovoljava —m/2 +kr —c<bx <7/2+4+km —c¢,inulesuux = (kxr —¢)/b, k € Z.
Funkcija y = ctgx = 22 sin z # 0, odnosno z # k7, k € Z, data je na slici 2.30.

sinx?

y
CoS X A
y=ctgx=—f,
sin x
sinx #0
3n -n . 0 Ll m ﬁix
Y 2 2 2

Slika 2.30: Funkcija y = ctg z.
Za funkciju f(x) = ctgx, osnovni period je wy = 7, nema ekstrema i:
Domen: D =R\ {kr}, k € Z,
Skup vrednosti: f(D) =R,

Parnost i neparnost: f(—z) = ctg(—x) = —ctgx = — f(x), pa je neparna funkcija,

Znak: f(x)>0zax € (0+km, /2 +km), f(r) <0zazx € (n/2+ kn, 7+ kn), k €Z,

(1)

(2)

(3)

(4) Nule: z =n/2 4 km, k € Z,
(5)

(6) Monotonost: funkcija f(x) je samo opadajuca i to za = € (0 + km,w + kn), k € Z,
(7)

Ekstremne vrednosti: nema.

—a 21 +o
o

—ctga  —1 * ( <a 1 ctgar
i

1l v

Slika 2.31: Trigonometrijski krug za y = ctgx i vrednosti funkciju u sva Cetiri kvadranta.
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Za funkciju y = a ctg(bx+c), a,b # 0, osnovni period je wg = 7/|b|, kr—c < bx < m+kn—c
inule suz = (n/2+ km —c¢)/b, k € Z.
U tabeli 2.1 date su vrednosti trigonometrijskih funkcija za neke uglove.

Tabela 2.1: Osnovne vrednosti trigonometrijskih funkcija (7 radijana jednako je 180°).

et 0 «/6 w/4 «/3 =w/2 =w 3w/2 27
sina 0 1/2 V2/2 v3/2 1 0 -1 0
cosa 1 +3/2 V2/2 1/2 0 -1 0 1
tea 0 3/3 1 V3 o — 0 — 0

o

ctga — V3 1 V3/3 — 0 —

Ako je ugao « u prvom kvadrantu, tada su vrednosti trigonometrijskih funkcija u pre-
ostalim kvadrantima date u tabeli 2.2.

Tabela 2.2: Vrednosti trigonometrijskih funkcija u svim kvadrantima.

« T™T— T+a 2r—a 27+« —« s—a sta %—a %4—@
sin « sina —sina —sina sinaa —sina cosa cosa —cosa  —CoS«
coOSsQ@ —CoOsa —COoS« Cos @ Cos @ cosa sina —sina —sina sin «
tga —tga tga —tga tga —tga ctga —ctga ctga —ctga
ctga —ctga ctga —ctga ctga —ctgao tga —tg o tga —tg o

Nave§c¢emo sada neke trigonometrijske formule koje ¢emo koristiti u ovom udzbeniku.
e sin?a + cos?a = 1,

e sin(a £ 3) = sinacos B + sin  cos a,

e cos(a £ ) = cosaccos 8 F sinasin 3,

9 1 — cos(2a)

e sin a:f:
. 005204:1%—#8(204),

. tg(aig):%,

o ctg(o + ) = SBACBATL

ctgatctgB
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2.2.6 Ciklometrijske funkcije

Ciklometrijske funkcije su inverzne funkcije trigonometrijskih funkcija. Na primer, ako je
sina = a, —1 < a <1, tada je arcsin a = « (Cita se jarkus sinus”). Sli¢no vazi i za preostale
ciklometrijske funkcije. Na slici 2.32 dat je grafik funkcije y = arcsin z.

0/ 2 frromemereennninneeas

. |y =arcsinx

\/
=

-n/2

Slika 2.32: Funkcija y = arcsin x.
Vazi:
(1) Domen: D = [—1,1],
(2) Skup vrednosti: f(D) = [—n/2,7/2],
(3) Parnost i neparnost:

f(=z) = arcsin(—x) = arcsin(— sin(arcsin z)) = arcsin(sin(— arcsinx)) = — arcsin

= —f(=),
pa je neparna funkcija,
Nule: z =0,
Znak: f(x) > 0zax € (0,1], f(z) <0zaxz € [-1,0),
Monotonost: funkcija je rastuca za x € (—1,1),

Ekstremne vrednosti: f(z) ima minimum u x = —1, a maksimum u z = 1.
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Na slici 2.33 dat je grafik funkcije arccos x.

AT

Y = arccos x

> X

Slika 2.33: Funkcija y = arccos x.

Sada je:

Domen: D = [-1,1],
Skup vrednosti: f(D) = [0, ],
Parnost i neparnost:

f(=z) = arccos(—z) = arccos(— cos(arccos x)) = arccos(cos(m — arccos x))

= m—arccosz ¢ {f(x), —f(z)},
pa nije ni parna ni neneparna,
Nule: z =1,
Znak: f(x) > 0zax € (0,7, f(x) <0zaxel,
Monotonost: funkcija je opadajuca za x € (—1,1),

Ekstremne vrednosti: f(z) ima minimum u z = 1, a maksimum u z = —1.
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Na slici 2.34 dat je grafik funkcije arctg x.

v
=

Slika 2.34: Funkcija y = arctg x.

Vidimo da je:

Domen: D =R,

Skup vrednosti: f(D) = (—n/2,7/2),

Parnost i neparnost:

f(—z) = arctg(—x) = arctg(— tg(arctg x)) = arctg(tg(— arctg x)) = — arctgx = — f(x),
pa je neparna funkcija,

Nule: z =0,

Znak: f(x) > 0zaz € (0,+00), f(x) <0zaz € (—00,0),

Monotonost: funkcija je rastuca za x € (—o0, +00),

Ekstremne vrednosti: nema.
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Na slici 2.35 dat je grafik funkcije arcctg x.

y

_—
n/2
> X
0
Slika 2.35: Funkcija y = arcctg x.
Na kraju:

1) Domen: D =R,
2) Skup vrednosti: f(D) = (0,7),
3) Parnost i neparnost:

f(=z) = arcctg(—z) = arcctg(— ctg(arcctg z)) = arcctg(ctg(m — arcctg x))

= w—arcetgz ¢ {f(x), —f(2)},
pa nije ni parna ni neneparna,
Nule: nema,
Znak: f(x) >0 za x € (—o0,+00), f(z) <0 zaz €0,
Monotonost: funkcija je opadajuca za z € (—oo, +00),

Ekstremne vrednosti: nema.
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2.3 Hiperbolicke i area funkcije

Hiperbolicke funkcije (slika 2.36) koje ¢emo ovde navesti su hiperboli¢ki sinus (sinhz),
hiperboli¢ki kosinus (cosh z), hiperbolicki tangens (tgh ) i hiperbolicki kotangens (ctgh ).

y

A
y =sinhu{< C
1 y=+1-x" B
tgh u = tga \ 4 \/ 2
. y=+x" -1
smao
p=4
2
o F E D .
010,0) coso | ctghu=ctgo. x=coshu X

Slika 2.36: Hiperbolicke funkcije sinhz, coshz, tghz i ctghx u x — y ravni.

Posmatrajmo sliku 2.36. Trigonometrijska kruznica ima jednacinu z? + y? = 1, pa je
y = /1 — 22 u prvom kvadrantu. Hiperbola ima jednacinu 22 —y? =1, pajey = Va2 — 1, za
x > 1,y > 0. Obelezicemo povrginu krivolinijskog trougla OFC sa P = u/2 i ona je jednaka
razlici povrsina trougla ODC (Prope = % xy = % xvVx? — 1) i krivolinijskog trougla FDC
(primer 7.3.4 za a = 1). Dobija se da je

P:P(x):la:\/xz— —%(x\/aﬂ—l—ln(az—k\/aﬂ—l)) ,

2

odnosno
P(x) ln(m+\/ ):—: ln(:z:—{—\/ ):>u <x+x/m2—1).

Odavde, ako se izrazi x = z(u), tada se hiperbolicki kosinus definige kao

u —Uu
x=ux(u) = % =: cosh u.

Nakon uvrgtavanja z(u) u jednacinu hiperbole, dobija se

y=1y(u) = ———— =:sinh u.

Dakle, tako se definisu hiperboli¢ki sinus i kosinus.
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Na slici 2.37 dati su grafici funkcija y = sinhz i y = coshz.

Y

A

N

Slika 2.37: Funkcije y = sinh x i y = cosh .
Za funkciju y = sinh x vazi:
(1) Domen: D =R,
(2) Skup vrednosti: f(D) =R,

(3) Parnost i neparnost:

f(—=z) =sinh (—x) = =— = —sinh z = — f(x),

pa je neneparna,
(4) Nule: z =0,
(5) Znak: f(z) >0za x € (0,+00), f(z) <0zax € (—00,0),
(6) Monotonost: funkcija je rastuca za = € (—oo0, +00),
(7) Ekstremne vrednosti: nema.
Osobine funkcije y = cosh z su:
(1) Domen: D =R,
(2) Skup vrednosti: f(D) = [1,+00),

(3) Parnost i neparnost:

f(—=z) = cosh (—z) = = 5 = cosh x,

pa je parna,
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4

Nule: nema,

(4)
(5) Znak: f(z) >0 za x € (—00, +00),

(6) Monotonost: funkcija je rastuca za = € (0,400), a opadajuca za x € (—0o0,0),
(7) Ekstremne vrednosti: f(x) ima minimum u z = 0.

Hiperbolicki tangens i kotangens definigu se kao

sinhu e%—e™¥ coshu e*+e™
tgh u = = , ctgh u= — = .
coshu et+e ¥ sinh u ev — e~ U

Na slici 2.38 dati su grafici funkcija y = tghx i y = ctgh x.

| C ly=tehal —
0 1 2

| o
32 o 35X
_at
Slika 2.38: Funkcije y = tgh z i y = ctgh z.
Za y = tgh x vazi:
(1) Domen: D =R,
(2) Skup vrednosti: f(D)=(-1,1),
(3) Parnost i neparnost:
sinh (—z)  —sinh z
fl=a) = teh (—a) = Som =T = S — —tgh o = —f(a).

pa je neparna,

(4) Nule: z =0,

(5) Znak: f(z) >0zax € (0,+00), f(z) <0 zaz € (—o0,0)
(6) Monotonost: funkcija je rastuca za x € (—oo0, +00),

(7)

Ekstremne vrednosti: nema.
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I, na kraju, funkcija y = ctgh x ima osobine:
(1) Domen: D =R\ {0},
(2) Skup vrednosti: f(D) = (—o0,—1) U (1,+400),
(3) Parnost i neparnost:

B _cosh(—x)  coshz _ o
f(—ﬂj‘) - Ctgh (_$) - sinh (_x) - —sinh - Ctgh T = f(x)7

pa je neparna,

4

Nule: nema,

)
5) Zmak: f(x) > 0za z € (0,+00), f(x) <0 za z € (—o0,0),
6) Monotonost: funkcija je opadajuca za x € R\ {0},

)

(
(
(
(7) Ekstremne vrednosti: nema.

Neke od formula koje vaze za hiperboli¢ne funkcije su:
e cosh? z =1+ sinh? z,

e sinh (z + y) = sinh = cosh y £ sinh y cosh =z,

e cosh (z +y) = cosh x cosh y =+ sinh x sinh y,

tgh x +tgh y
tgh(zty) = ————>——
* teh (@ +y) 1+ tgh ztgh y’

1 £ ctgh xzctgh y
tgh (x £y) = :
o ctgh (£ y) ctgh x 4+ ctgh y

Area funkcije su inverzne hiperbolicke funkcije:
e area-sinus (arcsinhz),
e area-kosinus (arccosh ),

e area-tangens (arctghx) i

area-kotangens (arcctgh ).

One se Cesto javljaju pri integraljenju racionalnih funkcija. Dobile su naziv jer predsta-
vljaju povrsinu krivolinijskog trougla. Naime, kod sinh w, u je zapravo dvostruka povrsina
(area - povr§ina na latinskom) krivolinijskog trougla OFC' (slika 2.36).
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Inverzni hiperbolicki sinus definise se kao
arcsinh x = log (a: + Va2 + 1) ,
a inverzni hiperboli¢ni kosinus kao

arccosh z = log (a: + Va2 - 1) )

Na slici 2.39 dati su grafici funkcija y = arcsinh« i y = arccosh x.

y

A
3L

y =arccosh x

| | | | | | | | | |
>
10 -8 -6 —4 2 1 2 4 6 s 10 X

y = arcsinh x

-3+

Slika 2.39: Funkcije y = arcsinh z i y = arccosh z.
Za y = arcsinh x vaZi:
(1) Domen: D =R,
(2) Skup vrednosti: f(D) =R,

(3) Parnost i neparnost:

224+ 1 — a2 1
og————=log——— =
r+Vri+1 r+VarZ+1

pa je neneparna,

=1 —log<$+ $2+1):—f(ac)

(4) Nule: z =0,

(5) Znak: f(z) >0za x € (0,+00), f(z) <0 za x € (—00,0),
(6) Monotonost: funkcija je rastuca za x € (—oo0, +00),

(7)

Ekstremne vrednosti: nema.
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Ako su posmatra y = arccosh x, onda je:
Domen: D = [1,+00),
Skup vrednosti: f(D) = [0, +00),

Parnost i neparnost: domen nije simetriCan skup pa nije ni parna ni neparna funkcija,

(1)

(2)

(3)

(4) Nule: z =1,
(5) Znak: f(z) >0 za x € (1,+00),

(6) Monotonost: funkcija je rastuca za x € (1, +00),
(7) Ekstremne vrednosti: f(x) ima minimum u z = 1.

Dalje, inverzni hiperbolicki tangens i kotagens su

1. 1+= 1. z+1
arctgh:z:—i lnm, arcctghx—§ lnx_l.

Na slici 2.40 dati su grafici funkcija y = arctgh x i y = arcctgh «.

1+ y = arcctgh x

ch x

Slika 2.40: Funkcije y = arctgh « i y = arcctgh .
Za y = arctgh x vazi:
(1) Domen: D = (—1,1),
(2) Skup vrednosti: f(D) =R,

(3) Parnost i neparnost:

pa je neneparna,



76 Glava 2. Realne funkcije jedne realne promenljive

4) Nule: x =0,
6) Monotonost: funkcija je rastuca za = € (—1,1),

(4)
(5) Znak: f(z) >0zaxze€ (0,1), f(z) <0zazx e (—1,0),
(6)
(7)

Ekstremne vrednosti: nema,

a za inverzni hiperbolicki kotangens, y = arcctgh z:
(1) Domen: D = (—o0,—1) U (1, +00),
(2) Skup vrednosti: f(D) = (—o0,0) U (0, +00),
(3) Parnost i neparnost:

—z+1 11 — |
= - nN—-=—-—1n = —— In =
—x—1 2 —(x+1) 2 z+1 2 -1

f(=z)==In

pa je neparna,

Nule: nema,

Znak: f(x) > 0zaz € (1,400), f(x) <0zazx € (—o0,—1),
Monotonost: funkcija je opadajuca za x € (—oo, —1) U (1, 4+00),

Ekstremne vrednosti: nema.

2.4 Polinomi
Definicija 2.4.1 Polinom n-tog stepena, n € Ny, je funkcija P, : C — C definisana sa

P, (x) = apx" + ap12" 4 Farz +ag,an #0, (2.1)
gde su ag, a1, ..., Gp_1, Gy koeficijenti polinoma iz skupa C.

Ipak, u ovom udzbeniku, ograni¢iéemo se na polinome P, : C — R, tako da ¢e njegovi
koeficijenti biti realni brojevi. Koeficijent ag naziva se slobodan ¢lan.

Primer 2.4.2 Polinom Ps(z) = 323 — 422 + 52 — 7 je treceg stepena, az = 3, ap = —4, a; = 5
1 apg = —T.

Koli¢nik dva polinoma P, i @, u oznaci R(z) = naziva se racionalna funkcija (ako

je m > n, tada je R prava racionalna funkcija).
x? — 4z

Pri 2.4.3 Poli R(z) = —/——
rimer olinom R(z) P

je prava racionalna funkcija.

Ako racionalna funkcija nije prava (za n > m), tada se ona moze predstaviti kao zbir
polinoma stepena n — m i prave racionalne funkcije.
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4 3., .2
-2 -3 8
Primer 2.4.4 Predstaviti racionalnu funkciju R(z) = ° ° 42_?- 5 v preko zbira
x

polinoma i prave racionalna funkcije.

Resenje. Podelimo polinome Py(x) = 2 — 223 + 22 — 32 + 8 i Qq(z) = 22 + 2.

(x* — 223 + 22 — 3z + 8) : (22 + 2) = 22-22-1
x? + 222

— 23 — 22 — 3z + 8

— 223 — dx

pa je tada

4 3 2

-2 - 1
T 2 +x 3x—|—8:x2_2x_1+x+ 0'
) x2 +2

Primetimo da se polinom P, moze zapisati kao

Py(z) = (2% — 22 — 1) Qo(x) + = + 10.

Tacka zyp € C je nula polinoma P, : C — R ako je P,(xzg) = 0. Osnovni stav algebre je
da svaki polinom n-tog stepena ima ta¢no n nula u skupu kompleksnih brojeva, medu kojima
moze biti i jednakih (viSestrukih) nula. Ako nule polinoma obelezimo sa z;, i € {1,2,...,n},
tada je

P (z)=an(x —z1)(x —22) -+ (T — xp) .

Ako P, : R — R tada se njegova faktorizacija svodi na (bi¢e nam potrebna kod integraljenja
racionalnih funkcija)

Py(z) = ap(z — z1)(x — 22) -+ - - (z —2)(2® + bz +c1) (@ + b+ o) - - (22 + bsz + ¢5)
gde je [ +2s =nizasvako i € {1,2,...,s} vazi b? — 4c; < 0.

Primer 2.4.5 Polinom Ps(z) = 23+ 322 + 42 + 4 se, u skupu realnih brojeva, faktorizuje kao
Py(z) =2+ 222 +2? + 22+ 20 +4 =2z +2) +2(z +2) +2(x+2) = (z+2)(2* + 2 +2).

Za polinom 2% + x 4 2 vazi da se ne moze viSe rastaviti na proizvod polinoma prvog stepena
jer je b> —4c=1—8 = —7 < 0 (nesvodljiv je).

Kandidat za racionalnu nulu polinoma je svaki broj p/q, p € Z, q € N, za koji vazi da p
deli slobodni ¢lan ag polinoma P, iz (2.1), a g deli a,.
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Primer 2.4.6 Odrediti kandidate za racionalne nule polinoma

P(x) = 22% — 32% — 122 + 72 +6.

Resenje. Primetimo prvo da je ay = 21 ap = 6. Broj p deli ap pa vazi p € {£1,+2,+3, £6},
dok ¢ deli a4 te je ¢ € {1,2}. Dakle, kandidati za racionalne nule polinoma su

P 1 3
- € :l:l,:lzé,:lzZ,:lz3,:|:§,:|:6 .

q

Postupak kojim se proverava da li je p/q nula polinoma dat je u sledecoj teoremi.

n
Teorema 2.4.7 Neka je dat polinom P(x) = Zai z! koji delimo polinomom prvog stepena
i=0

n—1
x —zg. Tada vazi P(z) = (v — xo) Q(x) + r = (x — xp) Z bzt +r, gde je r ostatak pri tom
i=0
deljenju 1 gde su b;, i = 0,1,...,n— 1, nepoznati koeficijenti. Tada je
bn—1=an, ..., bj = bip1-To+ @it1, ..., bo = b1 -z + a1, r =bo - xo+ ag

zai=1,2,...,n—2. Vazi i: 1) P(xg) = r; 2) ako je P(xg) = 0, tada je P(x) je deljiv
polinomom x — xg 1 tacka x = xg je nula polinoma.

Kada se proveraju racionalne nule polinoma, uobicajeno je da se napravi shema, poznatija
kao Hornerova! shema, na slede¢i nacin:

an‘ Ap—1 ‘ Ap—9 ‘ ‘ ag H r H Tr = X
| bn1=an | bp—2 =bp_1- @0+ an_1 | ... | bo=b1-x0+a1 || bo-zo+ao |

Primer 2.4.8 Odrediti racionalne nule polinoma
P(x) = 22" —32% — 1222 + 72 + 6
1 rastaviti ga na Cinioce.

Resenge. U primeru 2.4.6 odredili smo kandidate za racionalne nule datog polinoma i oni su

+1, i%, 42,43, ig, +6.

Ako je zbir svih koeficijenata polinoma jednak nuli (2 —3 — 12+ 7 4+ 6 = 0), to znadi da je
21 = 1 sigurno jedna nula polinoma. Neka to bude pocetno z.
2] -3|-12| 7 |6 |r]ew=1]
|2 | -1 |-13]-6]0] | P(2) = (z — 1)(22% — 2? — 132 — 6) + 0

Preostale kandidate biramo iz skupa kandidata i nastavljamo sa shemom i posmatramo novodobi-
jene koeficijente i njih sada tretiramo kao poznate, tj. trazimo nule polinoma 223 —22—13x—6.

2| -3|-12] H r
2 | =1 —13 0
2 0

P(z) = (z — 1)(22° — 2% — 132 — 6)
‘ P(z) = (z — 1)(z + 2)(222 — 5z — 3)

Vilijam Dzordz Horner (1786-1837) - pogledati poglavlje 9.16
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Dobili smo da je druga nula zo = —2. Kako je ostalo tri koeficijenta u tablici (2,—5,3),
reficemo jednacinu

5t V25424

1
1 :>£L‘3:—§,£L‘4:3.

20 — 52 —3=0= 234 =
Sada se P(x) rastavlja kao
P(x) = 2(x = 1)(x +2)(x = 3)(z + %) = (= 1)z +2)(z - 3)(2z +1).

Hornerova shema je korisna i pri integraljenju racionalnih funkcija u sluc¢aju kada treba ime-
nilac rastaviti na ¢inioce.
2.4.1 Kvadratna funkcija
Kvadratna funkcija je polinom drugog stepena i oblika je y = ax? + bx + ¢, gde je a # 0.
Nule kvadratne funkcije su
—b =+ Vb? — 4ac

2a
pa se kvadratna funcija moze rastaviti na ¢inioce kao y = a(x — z1)(x — x2). Kanonski oblik

kvadratne funkcije je
=a x+£ 2+L6_b2
v= 2a 4a

(2.2)

1,2 =

U zavisnosti od a i od diskriminante D = b%>—4ac imamo Sest razli¢itih tipova grafika kvadratne
funkcije (slika 2.41). Teme parabole je uvek u tacki

T _i’élac—b2 ‘
2a 4a

Slika 2.41: Funkcija y = az? 4+ bx + ¢ za a # 0.
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Ako je a > 0 tada je:
(1) Domen: D =R,

(2) Skup vrednosti: f(D) = [4‘12;172,4—00);

(3) Parnost i neparnost: f(—z) = a(—z)? + b(—z) + ¢ = az? — bx + ¢ = f(z) samo ako je
b =01 tada je parna funkcija.
Ako jea > 01D >0, tada je:
4) Nule: 21 i z9 ratunamo iz (2.2) i neka je 1 < o,
5) Znak: f(x) > 0zaz € (—o0,x1) U (x2,+00), f(x) <0 zax € (x1,x2),

(4)
(5)
(6) Monotonost: funkcija je opadajuca za x € (—oo, —52), a rastuca za z € (— %, +00),
(7) Ekstremne vrednosti: u 2 = —b/2a = (x1 + x2)/2 funkcija ima minimum.

Ako jea > 01 D =0, tada je:

(4) Nule: z; = x5 ratunamo iz (2.2),

(5) Zmak: f(z) > 0zax € (—oo,x1) U (21,400), f(z) <0zax €,

(6) Monotonost: funkcija je opadajuca za x € (—oo, —52), a rastuca za = € (— %, +00),
(7) Ekstremne vrednosti: u 2 = —b/2a = x1 = x2 funkcija ima minimum.

Ako jea > 01D <0, tada je:

4) Nule: nema u skupu R,

)

5) Znak: f(xz) > 0zax € (—oo,+00), f(z) <0zax €,

6) Monotonost: funkcija je opadajuca za x € (—oo, —%), a rastuca za r € (—%, +00),
)

(
(
(
(7) Ekstremne vrednosti: u z = —b/2a funkcija ima minimum.

Primer 2.4.9 Skicirati funkciju f(z) = 42? — 3z — 1 i rastaviti je na ¢inioce u skupu R.

Resenje. Nule su 1 = —1/4, 2o = 1, a teme parabole je T'(2, —22) (slika 2.42).
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Ako je sada a < 0, tada je:
(1) Domen: D =R,

(2) Skup vrednosti: f(D) = (—o0, 4“Z;b2],

(3) Parnost i neparnost: f(—z) = a(—z)? + b(—z) + ¢ = az? — br + ¢ = f(z) samo ako je
b =01 tada je parna funkcija.
Ako jea < 01i D >0, tada je:
4) Nule: 21 i z9 ra¢unamo iz (2.2) i neka je z1 < o,
5) Znak: f(x) > 0zaz € (z1,22), f(r) <0zax € (—o0,x1) U (z2,+00),

(4)
(5)
(6) Monotonost: funkcija je opadajuca za x € (—%, +00), a rastuca za x € (—oo, —%),
(7) Ekstremne vrednosti: u 2 = —b/2a = (x1 + x2)/2 funkcija ima maksimum.

Ako jea < 01i D =0, tada je:

4) Nule: z1 = x9 ra¢unamo iz (2.2),

(4)
(5) Znak: f(z) >0zax e, f(x) <0zax € (—o0,x1)U (1, +00),

(6) Monotonost: funkcija je opadajuca za x € (—%, +00), a rastuca za x € (—oo, —%),
(7) Ekstremne vrednosti: u 2 = —b/2a = x1 = x2 funkcija ima maksimum.

Ako jea <01 D <0, tada je:

4) Nule: nema u skupu R,

(4)
(5) Znak: f(z) >0zaxz e, f(x) <0zax € (—o00,+00),

(6) Monotonost: funkcija je opadajuca za x € (—%, +00), a rastuca za x € (—oo, —%),
(7) Ekstremne vrednosti: u 2 = —b/2a funkcija ima maksimum.

Primer 2.4.10 Skicirati funkciju y = —2% + 2 + 6 i rastaviti je na ¢inoce u skupu R.

Resenge. Za funkciju y = —x? + 2 + 6, nule su 21 = —2, 29 = 3, a teme parabole je T(%, 2745)
(slika 2.43).

Slika 2.43: Funkcija y = —22 + 2+ 6 = —(z + 2)(2 — 3), T(, 22).
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> X

Slika 2.44: Funkcija y = 22 + 42 +5 = (z +2)? + 1.

Primer 2.4.11 Skicirati funkciju y = 22 + 4z + 5 i rastaviti je na ¢inoce u skupu R.

Resenje. Za funkciju y = 22 + 42 + 5, nule su kompleksni brojevi, a teme parabole je T'(—2, 1)
(slika 2.44).

Primer 2.4.12 Skicirati funkciju y = —2% — 42 — 4 i rastaviti je na ¢inoce u skupu R.

Resenje. Za funkciju y = —22 — 42 — 4, nule su 1 = x5 = —2, a teme parabole je T(—2,0)
(slika 2.45).

Slika 2.45: Funkcija y = —2% — 4z — 4 = — (v + 2)2.

Napomenimo jo§ kako se ponaSa grafik funkcije f(x) u slede¢im slu¢ajevima:

e grafik funkcije f(—x) je osno simetri¢an u odnosu na y-osu u odnosu na grafik funkcije

f(x)i

e grafik funkcije —f(x) je osno simetri¢an u odnosu na z-osu u odnosu na grafik funkcije

f(@),

e grafik funkcije f(x) + a se translira za a po y-osi u odnosu na grafik funkcije f(z) i to
ako je a > 0 ,nagore za a”, a ako je a < 0 ,nadole za a”,

e grafik funkcije f(z + a) se translira za a po x-osi u odnosu na grafik funkcije f(x) i to
ako je a > 0 ,ulevo za a”, a ako je a < 0 ,udesno za a”.
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Primer 2.4.13 Skicirati funkcije fi(z) = 22 — , fa(x) = fi(—x), f3(z) = —fi(z) i fa(z) =
fi(x) + 2 u jednom Dekartovom koordinatnom sistemu.

Resenje.

/2
o SN

Slika 2.46: Grafici funkcija f1(z) = 22— 2, fo(x) = fi(—2), f3(z) = —fi(2) i fa(z) = fi(z)+2

Primer 2.4.14 Skicirati funkcije fi(z) = 22 — 2, fa(z) = fi(z) — 2, f3(x) = fi(x + 0.5),
fa(x) = fi(z — 0.5) u jednom koordinatnom sistemu.

Resenge.

Slika 2.47: Grafici funkcija fi(z) = 22 — z, fao(z) = fi(x) — 2, f3(x) = fi(zr +0.5) i fi(z) =
f1 ($ - 0.5)
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2.5 Funkcija data u parametarskom obliku
Neka y = f(z) dok x € (a,b). U parametarskom obliku, ova funkcija bi bila data sa
z=v(t), y=0o(t), te(t1,ta), (2.3)
gde ¢, ¢ : (t1,t2) — R, uz to da je 1 monotona funkcija. Vazi ¥(t1) = a i ¢(t2) = b.

Primer 2.5.1 Zapisati u parametarskom obliku jednacinu kruznice 2 + y? = r2.

Resenge. Definisacemo z(t) = r cost i y(t) = rsint za t € [0,27]. U tabeli 2.3 date su
vrednosti za z(t) i y(t) za neko t.

Tabela 2.3: x(t) = rcost i y(t) = rsint za neke vrednosti ¢, 0 < ¢ < 2.

t 0 [ T T T 2r 31 om T
\ﬁ/g % 3 2 3 4\/§ 6\/5
T T T

x t) T2 \2[ \%[ 0 _\/g —\% ) —T

y(t 0 % 7’22 7“23 r 7’23 7’22 % 0

x(t V3 V2 _r 0 T rv/2 /3

2 2 2 2 2 2
Na slici 2.48, obeleZene su tacke iz tabele 2.3
e Ay (rcos0,rsin0) = Ai(r,0), o Ay (rcosm,rsinm) = As(—r,0),
S, 2, oDy (rc S5gr,rsin5—7r) = B, (—“/3,%>,

) (re 2
e B3 (rcos 7%,7‘sim %r) =B <—“2/§,—%) , e By (rcos 11T’T,rsin L) =By <’"‘/§,—%> ,
T

2
N A 2 ryV2 3m i 3T _rV2 V2
o (g (7’0084,7’81114 —Cl( 3=, 0% >, o () (rcos 1> T sin 4)—02 5=, 055,
oC’g(rcos%r,rsinE’T):C'3<—“2/§,—“2/§>, 0C4(rcos%7r,rsin%7r):C4 “2/5,—“2/5 ,
s T\ r rv3 2y _ _r /3
oDy (rcosg,rsms)—Dl (2, 5 >, oD (r 0S 37rsm 3)—D2 5,5 )
e D3 (T’COS%T,TSID%T):Dg <—%,—“2/§>, oDy (rcos 3,7‘Sln5§):D4 %,—“2/3 )
T T\ _ 3T\ __
e By (reosg,rsing) = Ey(0,7), o Fs (rcos ST rsin 3F) = Fy(0, —r)
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E2

Slika 2.48: Grafik funkcije x(t) = rcost, y(t) = rsint, t € [0, 27].

Primer 2.5.2 Grafik parametarski zadate funkcije z(t) = 3sint, y(t) = 2sin2¢, ¢t € [0, 27],
dat je na slici 2.49.

-
=

Slika 2.49: Grafik funkcije z(¢t) = 3sint, y(t) = 2sin2t, ¢t € [0, 27].

Primer 2.5.3 Grafik parametarski zadate funkcije
x(t) = 16sin®t, y(t) = 13cost — 5cos 2t — 2cos 3t — cos4t, t € [0,2n],

dat je na slici 2.50.
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Slika 2.50: Grafik funkcije z(t) = 16sin®¢, y(t) = 13 cost—5 cos 2t —2 cos 3t —cos 4t, t € [0, 27].

2.6 Zadaci za vezbu

1. Svaku od sledecih funkcija predstaviti u obliku zbira parne i neparne funkcije: a) g(z) =
2?2 4+3xr —2,b) h(z) =1 — a3 — 2% — 22,

2. Dokazati da je zbir dve parne funkcije, parna funkcija, i da je zbir dve neparne funkcije,
neparna funkcija.

3. Dokazati da je proizvod dve parne funkcije ili dve neparne funkcije, parna funkcija, i da
je proizvod neparne i parne funkcije, neparna funkcija.

Skicirati sledece funkcije i odrediti domen, skup vrednosti, ispitati parnost i neparnost,
odrediti nule, znak, monotonost i ekstreme (ako postoje).

4. y=—4r+8

5 y=3r+18
6. y=—5x
7. y=2
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z—1
10. y:<%> —2

11. y=4"+4+1

12. y=logppx

13. y = —logs(z —2)
14. y=|lnz|

15. y=2sinz+1

16. y:—3tga:(x—%)
17. y = —2arccosz + 5
18. y = cosh(z — 2)

19. y=2z%>—8x+38
20. y=—32®—Twx+3
21. y=—22%+8

29, y=ua>—6x+13

Odrediti racionalne nule slede¢ih polinoma i faktorisati ih nad poljem R i C.

28. P(x) = 2% + 322 — 10z — 24. (nule su: —4, —2,3)

24. P(x) =425 + 42* — 1423 — 1422 — 8x — 8. (nule su: —2,—1,2,—/2i/2,1/21i/2)
25. P(x) =2x% — 1123 + 1822 — 4z — 8. (nule su: 2-trostruka nula i —1/2)

26. P(x) =2°+2* — 2% + 2% — 2. (nule su: 0,1, -2, —i,4)

Skicirati sledec¢e parametarski zadate funkcije:

27. x(t

t—1,y{t)=t+1,teR. (pravay =z +2)

28 t) = acost, y(t) = bsint, a,b >0, a # b, t € [0,27]. (elipsa z2/a® + y?/b%> = 1)

8

t) = a(t —sint), y(t) = a(1l — cost), a > 0, t € [0,27]. (cikloida)

- x(t)
- x(t)
29. x(t)
30. x(t) = acost, y(t) = asin®t, a > 0, t € [0,27]. (astroida)






GLAVA 3

Nizovi

U ovoj glavi definisa¢emo niz, bi¢e date neke njegove osobine sa velikim brojem primera
i sve u svrhu pripreme za narednu glavu. Odredivace se tacke nagomilavanja niza, koristice
se teorema o postojanju grani¢ne vrednosti monotonog i ograni¢enog niza. Pomocu poznatih
grani¢nih vrednosti niza, bi¢e odredivane grani¢ne vrednosti zadatih nizova.

3.1 Definicija i primeri nizova

Definicija 3.1.1 Niz a je funkcija koja preslikava skup prirodnih brojeva u skup realnih bro-
jeva, odnosno

a:N—R.

Sa a(n) ili a,, obelezavamo n-ti clan (opsti élan) niza a, n € N, tako da se niz a moZe jos
zapisati 1 kao a = (an)nen-

—_— N W N

Slika 3.1: Niz ¢ : N — R.

89
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Primer 3.1.2 Najjednostavniji primer niza je niz prirodnih brojeva
1,2,3,4,5,6, ...

koji se moze zapisati i kao a, = n, n € N. Ili; recimo, niz neparnih prirodnih brojeva
1,3,5,7,9,11,...

sa opStim ¢lanom b, =2n — 1, n € N.

Primer 3.1.3 Ispisati nekoliko ¢lanova nizova definisanih opstim ¢lanom:

(i) ako je opsti ¢lan a, = 2, n € N (slike 3.2 i 3.3), tada je

) 1 1 1 1 1
ap=1,a0=—-,a3=—-,04 = —,a5 = —,06 = =, .
1 2 9 3 3 4 4 5 5 6 6
a . d. a a a a
[ 1T I6 I5 I4 I3 I2 I1
0 rrr - r 1 1
65 4 3 2
Slika 3.2: Niz a, =1, n € N.
an
A
1r ]
0.8
0.6 -
[ ]
0.4
[ ]
0.2 ° °
“l °
' ° e e o

Slika 3.3: Niz a, =1, n € N.
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(7) niz ¢iji je opsti ¢lan b, = (—1)", n € N (slike 3.4 1 3.5), oblika je

by = —1,by = 1,bs = —1,by = 1,by = —1,bg = 1,...

S
Il
_4>®
Il
S
(=)}
Il
Il
S
)
=
Il

Slika 3.4: Niz b, = (—=1)", n € N.

Slika 3.5: Niz b, = (—1)", n € N.

(73i) u slucaju da je opsti ¢lan ¢, =1+ ((—=1)" + 1)n, n € N (slike 3.6 i 3.7), tada je

Cl:1,62:5,63:1,64:9,65:1,66:13,...

|
9 13

Slika 3.6: Niz ¢, = 1+ ((—=1)" + 1)n, n € N.
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25+ [ ]

Slika 3.7: Niz ¢, = 1+ ((-1)" 4+ 1)n, n € N.

(iv) neka je opsti ¢lan d,, = n?, n € N (slike 3.8 i 3.9), onda je

dy =1,dy =4,d3 =9,d4 = 16,d5 = 25,dg = 36, ...

d  d, d, d, dg d,
L 1 1 1 1 1
1 4 9 16 25 36
Slika 3.8: Niz d,, = n?, n € N.
dn
A
144 °
1261
[ ]
1084
[ ]
90+
72+ i
[ ]
544
[
364 Y
[ ]
184 °
[ ]
e ©® \ -7
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Slika 3.9: Niz d,, = n?, n € N,
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(v) ako je opsti ¢lan e, = —n, n € N, onda je
€1 = —1,62 = —2,63 = —3,64 = —4,65 = —5,66 = —6,...
e e e, e, e e,
| | | | | J
—6 5 —4 -3 -2 -1

-

Slika 3.11: Niz e, = —n, n € N.

(vi) u slucaju da je opsti ¢lan f, = (—1)"n, n € N, niz je oblika

fl :_17f2:27f3:_37f4:47f5:_57f6:67"'

N T R

-5 -3 -1 2 4 6

Slika 3.12: Niz f, = (—=1)"n, n € N.
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S
124 )
104 °
84 °
6 °
4 °
2 L]
0 L L L L ;n
6 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-2
°
— 4+
°
—6
°
_g
°
_[0,
)
124

Slika 3.13: Niz f, = (—=1)"n, n € N.

(vii) neka je opsti ¢lan g, = (_1)n, n € N, onda je

n

1 1 1 1

1
— 1 — — = —— = — = —= = Sy
91 =—L92 93 3794 4795 5796 6’

2

g & & 86 84 8
L 1 1 L tiommity 11 1 1 J
-1 b1 o 11 1

3 5 6 4 2

Slika 3.14: Niz g, = &2 n e N.

n
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g)’l

A

1,

0.5 [ ]

°
°
b4 ° °
L Il L Il L Il L Il L Il L Il =n
012343638010312
°

_0.5,

_1F e

Slika 3.15: Niz g, = =2 n e N.

n

U naredna dva primera, definisa¢emo pojmove aritmetickog i geometrijskog niza.

Primer 3.1.4 Niz a = (an)nen je aritmeticki ako je razlika svaka dva uzastopna ¢lana niza
isti broj razli¢it od nule. Razliku obelezavamo sa

d=ay—a1=a3—ay=+=0ap —Ap_1 = ...

n-ti ¢lan niza raCuna se kao
anp=a;+ (n—1)d,n e N, (3.1)
pajeas =a; +d, a3 =a; +2d, ag = a1 + 3d,. ..
Sumu prvih n ¢lanova niza obeleZzavamo sa S, = a1 + as + - - - + a,, 1 izrac¢unavamo kao

S, = g(al +ay) (3.2)

ili kao n
Sn - 5

Broj ¢lanova niza dobija se iz formule

(2a1 + (n —1)d).

ap — aj

d

Na primer, niz 2, 6, 10, 14, 18,... je aritmeticki jer je razlika svaka dva uzastopna ¢Clana niza
d = 4. Opsti ¢lan niza bi bio, na osnovu (3.1), a, =2+ 4(n—1) =4n — 2, n > 1, pa je tako,
recimo, ag = 4-6 —2 = 22, a Sg = g(2 + 22) = 72 zbog (3.2). Niz —3, =5, =7, —9,...]e
takode aritmeticki gde je d = —2.

Korisé¢enjem sume aritmetickog niza, mozemo izracunati zbir prvih n prirodnih brojeva.
Naime, niz 1, 2,..., n,...je aritmeticki gde je d = 1. Prvi ¢lan niza je a; = 1, n-ti ¢lan je
an =1 pa iz (3.2) sledi

+1.

n =

n
Sn:1+2—|—---+n:§(1—|—n).

Sada je, recimo,
100
14244100 = 7(1—1—100) = 5050.
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Primetimo da je a, = ap—1 +didaje a, = ant1 —dzan > 21ida odatle sledi da je

Gpt+1 — An—1
Uy = ————zan>2
2 )
po Cemu je ovaj niz i dobio ime - aritmeticki, jer je svaki ¢lan niza (osim prvi) jednak aritme-
tickoj sredini susedna dva ¢lana.

Primer 3.1.5 Niz b = (b, )nen je geometrijski ako je koli¢nik svaka dva uzastopna ¢lana niza

isti broj razli¢it od nule i jedinice. Koli¢nik obelezavamo sa

by by by
by b2 b1

q

n-ti ¢lan niza se rac¢una kao
-1
b, =b1q" ",neN,

pa je, by = b1 q, bg = b1 g% ba=b1¢>,...
Sumu prvih n ¢lanova niza obeleZzavamo sa S, = by + by + - - - + b, 1 izraCunavamo kao

(3.3)

Ako izrazimo n iz (3.3), dobijamo da je broj ¢lanova niza jednak

In (14 S=4=0)

Ing

n —=

Na primer niz 2, 4, 8, 16, 32,... je geometrijski jer je koli¢nik svaka dva uzastopna ¢lana
niza ¢ = 2. Opéti ¢lan niza bi bio b, = 2-2""1 =27 n > 1, pa je tako, recimo, bg = 2° = 64,
aSg=2- % = 126. Niz 27, 9, 3, 1,...je takode aritmeticki gde je ¢ = 1/3.

Primetimo da je b, = b,—1q 1 by =bpy1/q zan > 2, pa je

by = V bn-‘rl “bn—1

za m > 2, po ¢emu je ovaj niz i dobio ime - geometrijski, jer je svaki ¢lan niza (osim prvi)
jednak geometrijskoj sredini susedna dva ¢lana (ako su ¢lanovi niza pozitivni).

Primer 3.1.6 Niz ¢ija su prva dva ¢lana hy = he = 1, a svaki sledeéi se racuna po rekurentnoj
formuli h,, = hy—_1 + hyn_2, n > 3, naziva se Fibonagijev niz! i oblika je 1, 1,2, 3, 5, 8, 13,...

!Fibonacijev niz je usko povezan sa zlatnim presekom jer koli¢nik susedna dva ¢lana Fibonagijevog niza tezi
zlatnom preseku ((1 4 +/5)/2) kako se n pove¢ava. Niz je dobio ime po italijanskom matemati¢aru Leonardu
od Pize, kasnije poznatom kao Fibonaci - pogledati poglavlje 9.3.
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3.2 Konvergencija, ogranicenost i monotonost

Definicija 3.2.1 Epsilon okolina (-okolina) realnog broja l je otvoreni interval realnih bro-
jeva (I —e,l+¢), pri éemu je € realan pozitivan broj.

Ako je e = 0.1, tada je e-okolina broja [ = 2 oblika (2 —0.1,2 4 0.1) = (1.9,2.1).
Napomena 3.2.2 Ako x € (I —e,l+¢€), to znaci da je
l—e<z<lt+ee —c<zrz-l<es|z—-I<e.

Definicija 3.2.3 Broj | je tacka nagomilavanja niza realnih brojeva a = (ap)nen ako svaka
e-okolina broja | sadrzi beskonacno mnogo ¢lanova niza a = (ap)neN-

Primer 3.2.4 Ukoliko postoje, pronaéi tacke nagomilavanja nizova iz primera 3.1.3:
Resenge.

(1) Niz ¢iji je opsti ¢lan a,, = %, n € N, ima jednu tacku nagomilavanja [ = 0 koja nije
¢lan niza. Ako je e = %, ¢lanovi niza pocevsi od apyq = ﬁ nalaze se unutar intervala

+
(0 —&,0 + €) za proizvoljno n € N.

(74) Niz ¢iji je opsti ¢lan b, = (—1)", n € N, ima dve tacke nagomilavanja, [ = —11ly =1
1 obe su clanovi niza.

(791) Niz ¢iji je opsti ¢lan ¢, = 1+ ((—1)" 4+ 1)n, n € N, ima jednu tacku nagomilavanja,
=1

(i), (v), (vi) Nizovi nemaju tacke nagomilavanja.

(_1)7L

——, n € N, ima jednu tacku nagomilavanja, [ = 0.

(vii) Niz €iji je opsti ¢lan g, =

Posebno je interesantno Sta se deSava sa ¢lanovima niza kako se n povecava, odnosno kada
n postaje veliko §to ¢emo zapisivati n — 4o00. Na primer, ¢lanovi niza pod (i) u primeru 3.1.3
se smanjuju i priblizavaju nuli kako se n povec¢ava. Broj kome se ¢lanovi niza priblizavaju
obelezi¢emo sa L, pa je u ovom slucaju L = 0. Napravimo sada jednu e-okolinu oko tacke

L = 0, recimo (0 — 0.1,0 + 0.1) gde je ¢ = 0.1. Sada vidimo da je prvih deset ¢lanova

niza van tog intervala. Taj broj obelezi¢emo sa ng, pa je ng = 10 = % = =. Pocevsi od

n = 11 > 10 = ng, preostali ¢lanovi niza jesu u tom intervalu, odnosno ﬁ, %,. .. pripadaju
intervalu (0 — 0.1,0 4+ 0.1) $to se zapisuje kao a, € (0 —0.1,0 + 0.1), n > 11. Ako sada
1

izaberemo da je € = 0.01, tada je ng = - = 100, pa Ce za sve ¢lanove niza pocevsi od n = 101

(n > ng) (ima ih, opet, beskonatno mnogo) vaziti [ — L| = 1 < nio = 0.01 = ¢, itd. Broj L
¢emo nazvati grani¢na vrednost niza. Sada sledi precizna definicija grani¢ne vrednosti niza.

M =

Definicija 3.2.5 Realan broj L je graniéna vrednost niza (an)nen ako za svako € > 0 postoji
no = no(e), tako da za svako n > ng vazi da je |a, — L| < e. Krace zapisano

(Ve > 0)(3np =ne(e))(Vn e N)(n >np=la, — L| <¢).

Ako je broj L grani¢na vrednost niza (a,)nen, tada kaZemo da je taj niz konvergentan, da
konvergira ka broju L, S§to zapisujemo

lim a, = L.
n—4o0o



98 Glava 3. Nizovi

Napomena 3.2.6 Ako je tacka nagomilavanja niza jedinstvena i konacéna, nazivamo je grani-
¢éna vrednost (limes), odnosno | = L.

Jedinstvenost grani¢ne vrednosti sledi iz definicije jer je nemoguée postojanje broja L,
tako da je L # L, a da je on druga grani¢na vrednost jer bi tada vazilo

$to je u suprotnosti sa L # L.
Niz je divergentan ako ne konvergira.

Definicija 3.2.7 Niz (ap)nen divergira ka plus beskonacno ako
(VM > 0)(Ing =no(M))(Vn € N)(n >nyg=ap, > M)

i pisemo lim a, = 4+00. Niz (ap)nen divergira ka minus beskonacno ako
n——+o0o

(VM > 0)(3Ing =no(M))(Vn € N)(n >ng=a, < —M)

1 zapisujemo nggrlw Gp = —00.

Primer 3.2.8 Ukoliko postoje, pronaéi konvergentne i divergentne nizove iz primera 3.1.3.

Resenge.

(1) Niz ay =1, a2 = 1/2, a3 = 1/3, agy = 1/4, a5 = 1/5, ag = 1/6, ..., je konvergentan i
konvergira ka 0.

(1) Niz by = =1, by =1, b3 = =1, by =1, bs = —1, bg = 1, ..., je divergentan ali ne
divergira niti ka plus, niti ka minus beskonacno.

(#i1) Nizecg =1,c0=5,c3=1,¢4=9,¢c5 =1, ¢cg = 13, ..., divergira ka plus beskonacno.
(iv) Nizdy =1,dy =4,d3 =9,dy = 16, d5 = 25, dg = 36, ..., divergira ka plus beskonac¢no.

(v) Niz ey = =1, e9 = =2, e3 = =3, e4 = —4, e5 = =5, e¢ = —6, ..., divergira ka minus
beskonacno.

(vi) Niz f1 = =1, fo =2, f3 = -3, fa =4, fs = =5, f6 = 6, ..., jeste divergentan ali ne
divergira niti ka plus, niti ka minus beskonac¢no.

(vit) Niz gy = =1, g2 =1/2, g3 =—1/3, g4 = 1/4, g5 = —1/5, g6 = 1/6, ..., je konvergentan
1 konvergira ka 0.



3.2. Konvergencija, ogranicenost 1 monotonost

99

Neke poznate grani¢ne vrednosti nizova date su u nastavku:

1
a) lim — =0, b) lim — =0,a >0,
n——+oo n! n—+oo N
lq] <1,
c) lim g=1 d) lim Ya=1,a>0,
n—>+oo n—-+o0o
oo, q>1.
an
e) lim f) lim — =0,a>0,
n—>+oo n——+oo n!
0, s<t,
) lim asns+a5_1ns_1+...+a0_ %—:, s=t,
9 e ont + bnt=1 1+ ... 1 by ) +00, s>t agh >0,
—00, s>1t, asb <O0.
n
h) lim — = +o00, a >0, k€ R.

n—+oon

Uvedimo pojmove monotonog i ogranicenog niza.

Definicija 3.2.9 Za niz (an)nen kaZemo da je

a) opadajuci, ako je an+1 < an za svaki prirodan broj n,

b) rastuci, ako je any1 > an za svako n € N,

¢) neopadajuci, ako je any1 > ay za svaki prirodan broj n,

d) nerastucéi, ako je any1 < an za svako n € N,

e) stacionaran, ako postoji M > 0, tako da je an+1 = ay za svaki prirodan broj n > M.

Niz je monoton ako je opadajuéi il rastuci.

Primer 3.2.10 Ukoliko postoje, pronacéi monotone nizove iz primera 3.1.3.

Resenge.

(i) Nizag =1>a2=1/2>a3 =1/3 > a4 =1/4 > a5 = 1/5 > as = 1/6 > ---, je

monotono opadajudi.

(i) Niz by =

(#i1) Nizecg =0,c0=4,¢3=0,¢4=8,¢5=0,¢c6 =12, ...,

(i?)) Nizdi =1<dy=4<d3=9<dy=16<ds; =25 <dg=36<"---,

rastudi.

(V) Nizeg = -1 >e = -2>e3 =-3>¢ey

monotono opadajudi.
(vi) Niz f; =

(vii) Niz g, =

1, by=1,bg=—1,by=1bs=—1,bg=1,...,

_17f2:27 f3:_37 f4:47f5:

_1792:1/27 93:_1/3794:1/47 g5 =

nije monoton.

nije monoton.

je monotono

=—-4d>e=—-5>e =—-6> -, je
=5, fe =6, ..., nije monoton.
—1/5, g6 = 1/6, ..., nije monoton.

Definicija 3.2.11 Niz (a,)nen je ogranicen ako postoji pozitivan realan broj M tako da se svi
clanovi niza nalaze u intervalu [—M, M|, odnosno ako je |a,| < M, n € N,
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Primer 3.2.12 Ukoliko postoje, pronaéi ogranicene nizove iz primera 3.1.3:
Resenje.

(1) Nizay =1, a2 =1/2,a3 =1/3, ay = 1/4, a5 = 1/5, ag = 1/6, ..., je ograniten jer vazi
lan] <1, n eN.

(4i) Nizby = —1,be =1, b3 =—1,by=1,b5 = —1,bg = 1, ..., je takode ogranicen jer vazi
b, <1,neN.

(1i), (iv), (v), (vi) Nizovi nisu ogranieni.

(vit) Niz g1 = =1, 90 =1/2, g3 =—1/3, g4 = 1/4, g5 = —1/5, g¢ = 1/6, ..., je ogranien jer
vazi |gn| < 1,n €N.

Teorema 3.2.13 Svaki konvergentan niz je ¢ ogranicen, obrnuto ne vazi.

Dokaz. Ako je niz (an)nen konvergentan, tada vazi lim, 4~ a, = L, odnosno za svako
e > 0 postoji ng, tako da za n > ng, a, € (L —e,L 4+ ¢). Ako sada izaberemo M, kao
M = max{|L| + ¢, |a1|,|az|,...,|an,|}, za sve €lanove niza vazice |a,| < M, n € N. Da
obrnuto ne vazi, dokaz su nizovi (i) i (vii) iz primera 3.1.3. O

Teorema 3.2.14 Ako je niz monoton i ogranicen, tada je konvergentan.

Dokaz. Pretpostavimo da je niz (ay)nen rastuci, tj. a, < ant+1, n € Nineka vazi |a,| < M
za svako n € N, gde je M najmanje gornje ogranic¢enje. To znaci da za svako € > 0, postoji
ng, tako da za n > ng, |a, — M| < e, §to dalje implicira da je niz konvergentan. Sli¢no se
dokazuje kada je u pitanju opadajuéi niz. O

Napomena 3.2.15 Treba primetiti da monotonost nije nuzna za konvergenciju niza. Na
primer, niz g, = (—1)"/n, n € N, konvergira ka 0, a nije monoton.

Primer 3.2.16 Neka je dat niz sa op$tim ¢lanom a, = n € N. Pokazati da niz
konvergira ka 2/3 u smislu definicije 3.2.5.

2n
3n+4>

Resenje. Pokazimo da je niz monotono rastudi, tj. da je apt+1 > an, n € N. Naime,

2(n+1) 2n

> & (2n+2)Bn+4) > 2n(3n+7) < 6n® 4+ 14n + 8 > 61> + 14n,,
S D i 3ned o @B >2nEn +7) & 6n7 4 1n 48 > 6n” + Lin

§to je tacno, pa je niz monotono rastuéi. Kako je jos

e <—_ R
3n+4 3n 3

2n 2n 2n B 2
3n+4

sledi da je ograniten (odozgo). Pokazimo da je L = 2/3 grani¢na vrednost tog niza kada
n — +oo. Sada je

n+4 3

lan — L| =

2n 2‘_

6n—2(3n+4)‘:‘ -8

<e,
3(3n + 4) 3(3n + 4) ‘ ¢
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odakle sledi da je n > (8 — 12¢)/(9¢), pa se za ng moZe uzeti ceo deo od (8 — 12¢)/(9e).
Na primer, za € = 0.1 sledi da je ngp = 7, a to znaci je prvih 7 ¢lanova niza (sedmi ¢lan je
ar = 32 = 28 van intervala (2/3 — 0.1,2/3 4 0.1) = (25, 205.)| dok su preostali ¢lanovi,

pocevsi od osmog, ag = % = %, unutar tog intervala (slike 3.16 i 3.17). Za ¢ = 0.01 imamo

da je ng = 87, a to znadi je sada prvih 87 ¢lanova niza van intervala (2/3 —0.01,2/3 + 0.01),
dok su preostali ¢lanovi, pocevsi od n = 88, unutar tog intervala.

2 2 6 1 10 6 14 4
@ = @ =7 T} 4= G0 T YT s BT % o
z_()‘l g g+0‘l
3 3 3
Slika 3.16: Niz a,, = 33—14, n € N koji tezi 2/3, ¢ = 0.1.
a, §+0.1
A
2
I 3
2
3
0.1F
| | | | | | | | | | | | >n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Slika 3.17: Niz a, = 33—14, n € N, koji tezi 2/3, ¢ = 0.1. Prvih sedam ¢lanova niza (crne

tacke) je van intervala (2/3 —0.1,2/3 4+ 0.1), a svi preostali (crvene tacke), pocevsi od osmog,
su u tom intervalu.

Primer 3.2.17 Dokazati konvergenciju niza h, = (1 + %)n, n € N, kori§¢enjem teoreme
3.2.14.

Resenje. NapiSimo prvo nekoliko ¢lanova niza.
h1 =2,hg = 2.25,hg = 2.37037, hy = 2.44141, hs = 2.48832, hg = 2.52163, . ..

Korak 1. Pokazimo da je niz hy,, n € N monotono rastu¢i, odnosno da vazi h, < h,41 ili

1 n 1 n+1
<1+—> <<1+—> .
n n+1
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Podsetimo se da je za n € N,

a no_ - n an—k k )
(a+b) 2 <k> b, (3.4)
gde je
nl=nn—-1)Mn-2)----- 3-2-1
1 <n> B n! _ nn—1)n-2)---(n—(k—1))(n—k)!
k El(n — k)! kl(n — k)!

binomni koeficijent. Tada je
N &\ e (1N = n) (1\F
14— " - = — .
k=0 k=0

1 n+1 n+1 7”L—|—1 1 k n+1
1 — 1TL—|—1—k - —
() =X () () =2

k=0

na osnovu (3.4). Za formulu (3.6) vazi

L B "i:l n+1 1 k_ " /n+1 1 k+ 1 \"*
nl N\ k n+1) &=\ k n+1 n+1

- () )

Pokazac¢emo da vazi
n k n k
Z n+1 1 > n\ (1 —h,
k n+1 k n
k=0 k=0

za svako n € N tako Sto ¢emo dokazati

(GO 67

za svako k = 0,1,2,...,n. Ako uprostimo izraz (3.7) imacemo da treba dokazati

+

(n+1)! 1 - n! 1
Eln+1-k)! (n+1)F = kl(n—Fk)! nk’

odnosno
(n+ 1)n! 1 n! 1

M1k =k m+F = M=k nF’
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a nakon skracivanja
n+1 1 1
. >
n+l—k (n+1)F = nk
Mi éemo pokazati da za k=0,1,2,...,n vazi
1 1)k 1\"
n + 2(n—l—) _(n+ ‘ (3.8)
n+1-—k nk n
Prethodni izraz (3.8) moze se zapisati i kao
n+1l n+1-1 n—l—l—(k:—l)>n—|—1 n+1 n+1
n+l1—-1 n+1-2 "7 n+1—k n n 0 n
k-puta

Dovoljno je da pokazemo da je svaki ¢inilac sa leve strane prethodne nejednakosti, vedci ili

1
nt , odnosno da je

jednak
1—(i—1 1
n—+ (z‘ )zn—l— (3.9)
n+1—1 n
zat=1,2,...,k, ato je tatno zbog
1—(i—1 1—i+1 1 1 1
ESES(EL) IR RS RS PP RS S5
n+1—1 n+1—1 n+1—1 n n
1 1 o : -
- > Zakljucujemo da je posmatrani niz

jerjel—i<O0Opajen+l—t1<n= ———>2> —
) n+l—7 " n
monotono rastuci.

Korak 2. Pokaza¢emo sada ograni¢enost. Jasno je da je

1 n
hy, = <1+E> >(1+0)"=1.

Sa gornje strane vazi, na osnovu (3.5),
“nn-1)(n-2)---(n—k+1) 1

() = M6 -2 : 7

k=0

no L n n

n 1 1 1

k=0 k=0 k=2
o, 1 ). L 1
= +ﬁ+§+1+ +—'< +§+22+23+”+2n—1

n—ll 0o n 1 1_l
_ i i - 2"
S0 O; SIID SNSRI (R =y
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n
1
Ovde smo koristili da je oF suma n ¢lanova geometrijskog niza ok k€ Nidaje
k=1
“+o0o n
1 . 1
> gr =, tm Yo
k=1 k=1

Posto smo u dva koraka pokazali da je niz h,, n € N, ogranifen i monoton, sledi da je
konvegentan. Njegova granica® je broj e, odnosno vazi (slike 3.18 i 3.19)

lim (1 + l) =e. (3.10)
n—-+4oo n
hl h2 h} h4h5h6
L | | I I I W WA T J
1 2 2.25 e 3

Slika 3.18: Niz h,, = (1+ )", n e N.

1.5 I I I I I I I I I I I I » 71

Slika 3.19: Niz h,, = (1+ )", n e N.

2Broj e ~ 2.71828182845904523536 je jedna od najznacajnijih matematickih konstanti, poznata jo§ i kao
Ojlerov broj. Prvi put se pojavio 1618. godine u logaritamskim tablicama (nakon otkri¢a logaritama), ali mu
tada nije pridavan narocit znacaj. Njegov smisao, kako u matematici, tako i u drugim nau¢nim oblastima, bice
otkriven znatno kasnije.
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3.2.1 Kosijevi nizovi
Sada ¢emo navesti vazan uslov za konvergenciju niza, odnosno uslov koji je i potreban i

dovoljan za konvergenciju. Pre toga, uvedimo slede¢u definiciju.

Definicija 3.2.18 Niz (an)nen je Kosijev® ako vaZi
(Ve > 0)(Inp € N)(Vn,p € N)(n > ng = |antp — an| <¢). (3.11)

Primer 3.2.19 Pokazati da je niz

11 1
tn=1+5+5+ 45, neN

Kosijev.

Resenje. Prvo treba da ocenimo sledecu razliku

1 1 1
|an+p — an grp o T T gt
1] 1 1

- on+1 | 9p—1 + 2p—2 +oee @

_Lley 11 1
- 1 1 1 1

gl 71 Tondl 1T T on

1
Sada, ako za ¢ izaberemo tako da je on < g, tada je

1 1 1 1 —Ine
2—n<6:>2”> = logy 2" >log2—:>n>log2—: o

nakon promene baze. Ako ng izaberemo tako da je

ng = —Ine +1
07 | 2 ’

dobijamo da je posmatrani niz Kosijev ([x] je ceo deo od z).

Teorema 3.2.20 Potreban i dovoljan uslov da niz (an)nen u skupu R konvergira je da je on
Kosijev.

Primer 3.2.21 Ispitati da li niz

30gisten Luj Kosi (1789-1857) - pogledati poglavlje 9.17
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konvergira.

Resenge. Ocenimo razliku

a ol nirf) cos k! En: cos k! Z cos k!
kzok(k:+1) kZOk(k:Jrl) 5 1k‘(k:—|—1)
< o | cos k! Ly 1 B - k+1-k
- k:n+1k(k+1)—k kE(k+1) L5 1k:(l<:+1)
B "i’ (1 1 >_ 1 L1
Wo kK k+1 n+l n4+p+1 n+l
1
Ako za € izaberemo tako da je < g, tada je
n+1

1 1
<€:>n+1>g:>n>g—l.

et ).

Sto implicira da je posmatrani niz KoSijev, a time i konvergentan.

n+1

Dalje, ng biramo tako da je

Primer 3.2.22 Ispitati da li niz

1
ap = 2 n €N,
k=1
konvergira.
Resenje. Sada je
n+p1 n 1 n+p 1 n+p 1
ey =l = X 5> m =t X B
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1
= ! + ! + ot !
 (n+1)2 0 (n+2)? (n+ p)?
< ! + ! + -t !
~ nn+1) (n+1)(n+2) (n+p—1)(n+p)
1 1 1 1 1 1
- _ _ + _ 4+ .+ _
n n+l1l n4+1l n+2 n+p—1 n+p
1 1
= —— <—<e,
n n+p n

1
te za ng biramo ng = [—} + 1, tako da je posmatrani niz Kosijev, a time i konvergentan.
€
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Primer 3.2.23 Ispitati da li niz

, neN,

e

konvergira.

Resenge. Pretpostavicemo da dati niz nije KoSijev, a to znaci da treba dokazati
(Fe > 0)(Vno € N)(3n,p € N)(n > ng A |apntp — an| > €).

Neka je e = 1/3. Tada je

IR | Py (aras]

anp—anl = DT 7= 2 %= 2 %
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1
1 1 1

n+1 n—|—2+“'+n—|—p

1 1 1
= + + -+
n+p n+p n-+p
p sabiraka
_ p
n+p’

Ako postavimo da je p = n, dobijamo

1
’a2n_an’2 o = 5. — 3
n+n 2n 2

za svako n € N, tako da niz nije KoSijev, pa nije ni konvergentan.

3.2.2 Osobine konvergentnih nizova

Ako su nizovi (an)nen 1 (bn)nen konvergentni i ako je limy, 4 o0 ay = L1 limy, 100 by = P,
tada vazi:

o lim a=a,aceR
n——+0o0o

Primer 3.2.24 Ilim 1=1

n——+o0o

o lim (a-ap)=a- lim a,=a -L,aeR
n—-+0o0o n—-+o0o

Primer 3.2.25 Koristedi primer 3.2.16, imamo da je

I 3 2n 3 . 2n
11m . f— . 11m =
n—+oo  3n—+4 n—+oo 3n + 4

3 2—2
3 =2
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lim (ap, £b,)= lim a, =+ lim b,=L+P
n—r+00 n—+00 n—+00
3.2.16, sledi da je

Primer 3.2.26 Koriste¢i poznatu grani¢nu vrednost datu pod b) i g), kao i primer

—3n? 4+ 2n 2n

n ) I —3n?+2n It 2n
m = im —s— im
n—+oo' 5n? +3 3n+4 n—+oo  5n? + 3 n—-+oo 3n + 4
n?(=3+2 2
= lim 7( 3") + —
notoo n? (54 %) 3
i —3+%+2 3.2 1
= im — =4 - =—.
n—4oo § 4 5’5 3 5 3 15
e lim (a,-b,)= lim a,- lim b,=L-P
n—-+oo n——+o0o n—-+o00
Primer 3.2.27 Koristeéi poznatu grani¢nu vrednost datu pod g) i primer 3.2.26, sledi
da je
-3n2+2n  3n . =3n?42n 3n 3 3 3
m . )= lm ————— lim ———=—-—2)=—.
n—too’ Hn2+3  —3n+1" notoo HNZ 43 notoo —3n+1 5 3 5
. Gnp, limy, s { o0 ap L
* A T Tty P LT

Primer 3.2.28 Koriste¢i poznatu grani¢nu vrednost datu pod g) i primer 3.2.26, sledi
da je

—3n242n

: —3n242n 3
i o8 limpi00 o5 -5 3
4n - : 4n -4 :
oo 5n+3 hm"_H'OO 5n+3 5 4
[ ]

nll}g_loo(an) =( lim a,)"=L"meN

Primer 3.2.29 Koriste¢i poznatu grani¢nu vrednost datu pod g) i primer 3.2.28, sledi
da je

_ dn \2 _ dn \? 4\?% 16
lim = lim ==
n—+oo \ bn + 3 n—+oo bn + 3

5) " 25°

e lim

m1/an: m hm ap = %,mGN,an>0,n€N
n——+o0o \/ n——+0o0o

Primer 3.2.30 Koriste¢i poznatu grani¢nu vrednost datu pod b), sledi da je

lim i’/ —8n3 = 2/ lim 8n?
n—too \ 273 +2n2 —2  \/nS+00 n3 (

rr2-%) Voo
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e Nekaje lim a, =K 1i lim b, =L, ineka je postoji ng € N, tako da za svako n € N,
n——+0o00 n—-+o0o

za koje je n > ng, vazi a, < b,, tada jei K < L.

Primer 3.2.31 Posmatrajmo nizove (an)neny = 1+ 1/n1 (by)neny = 2 + 1/n. Jasno je
da je za svako n > 1 tacno anzl—i-% <2+%:bn, pa je tada i

1 1
lim a, = lim <1+—>:1<2: lim <2+—>: lim b, .
n

n—-4o0o n—-4o0o n—-4o0o n n—-4o0o

e Neka je lim a,=Li lim b, = L,ineka je postoji ng € N, tako da za svako n € N,
n—-+o0o n—-4o0o

za koje je n > ng, vazi a, < ¢, < by, tada jei lim ¢, = L.
n—+oo

Primer 3.2.32 Koristec¢i primer 3.2.17, pokazati da je

Jim (1 - l>n _ é (3.12)

n—-4oo n

Resenje. Jasno je da je niz i, = (1 — %)n, n € N, ogranicen jer je

0< (1 — l) <1.
n
Napisimo nekoliko ¢lanova niza iy, n € N:
i1 = 0,92 = 0.25,43 = 0.296296, 14 = 0.316406, 15 = 0.32768, i = 0.334898, ...

Da bi niz bio konvergentan, pokazimo da je jo§ i monoton, odnosno da je monotono
rastuc¢i. Naime,

n

(-3 (-2 _<1—%>_ !
n+l T \" 1) \1- 1 1_ 1

(-a)™ (7)) (-a) Ve s

n=IN\Tg _<n2_1>" n+1 (3.13)
ari)  wr n? n

I
7N\
—
|
3N|,_.
N——

3

7 N
—_
_l_

S

N——

( e
(
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pokazacemo da za svako k > 2, vazi

n 1 n 1 0
ok — 1) n2@k—1)  \ 9k ) n2(2k) > U,

1\" 1 n\ 1
(L) <r () a1

pa ce slediti da je

Naime,

no\_L _(n\1 _ n! m_ a1
2k — 1) nt=2  \2k)n% — (2k—1)(n— 2k —1))! n%  (2k)!(n — 2k)! nik

B n! n? 1
o2k - Dl(n—2k)! \n—(2k—-1) 2k/)°
Izraz u zagradi je vecéi od nule jer je

n-@k-1) _n _ 1 4,1, n’ = n’ _ Loy
2k n? 2kn?  2kn 2k " n—(02k—-1) " n—-(2k—-1) 2k ’

Vratimo se sada na izraz (3.13) iz kog sledi, na osnovu (3.15),

L (8 ()

(ol . (3.16)
- n  2n? 2n3 n
_ 14 1 1 1 n 1 n 1 1 1
- n n?2 2n2  2n3  2n3  2nt
1 1
|
o2n?2  2nt

S§to znadi da je niz i, n € N monotono rastu¢i. Sada ¢emo pokazati da vazi (3.12). Neka

je
1 n
lim <1 — —> =b,
n—-+o0o n
odakle sledi da je

1\" 1\" 1\"
lim <1 — —> <1 + —) = lim <1 — —2> =be,
n—-+oo n n n—-+oo n

na osnovu primera 3.2.17. Pokazimo da je be = 1 odakle ¢e slediti da je b = 1/e.
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Posmatrajmo sada niz

za svako n € N. Kako je

1 1 1 1\"
0< 5<1=0>-=>-1=1>1-—-5>0=1>(1-—] >0
n n n n

1\"

za svako n € N. Sa druge strane, koristeci (3.14),

oot () = (O (- (3
- (G G)w) (0

<

pa je

(e
()

Sl

jer je za svako k € N, tacno

n 1 n 1 0
2k ) n22k  \ 2k + 1) n2@k+1) ”

Sto ¢emo sada dokazati. Naime,

ny\ 1 n 1 B n! 1
2k )tk \2k 4+ 1) nt+2 (2k)!(n — 2k)! ntk

n! 1
2k + D)(n — (2k +1))! nk.n2

B n! 1 1
R (2k)!(n — (2k + 1))! <n — 2k (2k+1) n2> '

Izraz u zagradi je veéi od nule jer je

n — 2k < n B 1 <1 = 1 < 1
(2k+1)n2 ~ (2k+1)n2  (2k+1)n (2k+1)n2 "~ n—2k

1 1

n—2k (2k+1)n2 >0

=

Dakle, pokazali smo da za svako n € N vazi

1
O<e, < —
n



112 Glava 3. Nizovi

odakle sledi da kada n — +o0o mora vaZiti

lim ¢, = lim (1— <1—i2> > =0
n—-+4oo n—-+4oo n

jer je limg, 4 oo % = 0, a to dalje povlaci da je

1 n
lim (1 - —2> =1
n—-+4oo n

Sto je i trebalo pokazati.

Primer 3.2.33 Odrediti

lim .
n—+oo \ n + 2

Resengje. Koristeci (3.12) imacemo da je

) n—3\" ) n—3 " . 5 \"
lim = lim (1+ —1 = lim (1-—
n—+oco \ n + 2 n——+00 n-+2 n——+00 n+ 2

1 n 1 Tn+2"
= lim 1——= = lim 1——
n—+00 "T"'Q n—+00 "TH

Primer 3.2.34 Odrediti

6 n
nllg-loo <1+ 2n+1> '

Resenje. Koris¢enjem (3.10) dobijamo

6 n 1 n 1 6 2nt1 "t
nll)gr_loo <1 * 2n + 1> B NEIEOO <1 + —2”+1> - ngr—ir-loo (1 + 2ntl
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3.3 Zadaci za vezbu

Odrediti tacke nagomilavanja (ako postoje), ispitati ograni¢enost, monotonost i konver-

genciju slede¢ih nizova koji su dati opstim ¢lanom:

1
1. ap=—,n€eN
n
_1)n
n
n nmw
3. cn:1+n+1-cos7,n€N.

4o dy=1+2-(=1)" neN.

Ispitati da li su nizovi sa slede¢im opstim ¢lanovima Kosijevi:

11 1 .
5. an=1+g+g5+ +5o, nEN. (jeste)

3 32
6 b sin1+sin2+ n sinn EN. (jeste)
; =+ — -+ ——— n . (jeste
"T1.2 23 nn+1)’ ]
cos1l! cos?2! cosn! .
7. cp= 1 + 52 +-+ 2 , n € N. (jeste)
1 1 1
8 dy,=-4+—=+4+-+—, n€N. (njj
=it sttt (nije)

Odrediti sledece granicne vrednosti:

2nt 21
9. L= lim -~ +3n . (L=1)
nstoo MP4n-+4
54 2n? +4
10, L= lim TS (o o)
n——+00 n2 — 2
2
11. L= lim w (L =0)
n——+o00 n° +9
2 4
12. L= nt (L = +00)

lim ———.
n—+oo /2019 — n

. 1 1 1
5.1 i (g gt ) (02

) 2n+1 _|_3n+1
Mo L=l g (L=9)

5. L= lim (n—\/n2—3n—4>.(L:3)

n—-4o0o

6 L— m (1) (L =1/e%)
' " notoo \ 2n+ 3 ’ N
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2 5n—1
2 3
ns+too \ n24+n+1

18. Funkcija un, n € N uzima vrednosti:

1 1 1 1 1 1

Z,U2:Z+1—0,,UTL:31+1+32+1++3n+1,

Uy =

Dokazati da u, tezi nekoj grani¢noj vrednosti kada n — co.

19. Dokazati da niz
S P
3141 3242 3" +n

ima grani¢nu vrednost kada n — oo.

Gn

20. Dokazati da niz brojeva

u;y =6, ug = V06 +up, ..., Uy =6+ Up_1,...

tezi odredenoj vrednosti L i nac¢i tu vrednost. (L = 3)
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Grani¢na vrednost funkcije

Grani¢na vrednost funkcije je fundamentalna oblast na kojoj se zasnivaju diferencijalni i
integralni rac¢un. U ovoj glavi definisa¢emo grani¢nu vrednost funkcije, dati njene osobine i
uvesti pojam neprekidne funkcije. Cinjenica da ,lim” i, f” komutiraju je najsuptilnije svojstvo
koje se koristi kod neprekidnih funkcija.

4.1 Definicija

Cesto je potrebno znati vrednost funkcije f kada se x priblizava nekoj tacki xg pri ¢emu
u toj tacki funkcija ne mora biti definisana. Defini§imo prvo tacku nagomilavanja skupa.

Definicija 4.1.1 Tacka ¢ je tacka nagomilavanja skupa A C R ako za svako € > 0 interval
(xo —e,x0+¢€) sadrzi bar jedan element iz skupa A razlicit od xo. Tacka xo ne mora pripadati
skupu A.

Primer 4.1.2 Navedimo sada primere za taCke nagomilavanja nekih skupova.

e Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...} nema tatku nagomilavanja jer se u intervalu
(n —0.5,n + 0.5) ne nalazi ni jedan prirodni broj razli¢it od n dok n € N. Sli¢no vaZi i
za skup celih brojeva.

e Svaka taCka skupa racionalnih brojeva Q = {§| pEL,qE N} je i tacka nagomilavanja

skupa jer se u svakoj okolini (% — ¢, g + 6) nalazi bar jo§ jedan racionalan broj. Do

tog broja moze se do¢i na slede¢i nacin. Ako je € > 1, tada racionalan broj % + % €

<§ — &, g +€>. Ako je 0 < € < 1, tada sigurno postoji n € N za koje vazi 107" < e.

Tada racionalan broj £ + i € (% —& b+ E).

e Svaka tacka skupa realnih brojeva je i tacka nagomilavanja toga skupa jer se u svakoj
okolini realnog broja a nalazi beskona¢no mnogo realnih brojeva razli¢itih od a.

115
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e Skup {%\ n e N} = {1, %, %, . } ima jednu tacku nagomilavanja, nulu, i ona ne pripada
datom skupu.

Sada sledi definicija grani¢ne vrednosti funkcije! u tacki x.

Definicija 4.1.3 Neka funkcija f preslikava svoj domen D u skup realnih brojeva R, odnosno
f:D = R ineka je xg tacka nagomilavanja skupa D. Broj L je graniéna vrednost funkcije f
u tacks xg ako

(Ve >0)(30 =6d(e,29) >0)(Vx € D)(0 < |z — x| <= |f(x) — L| <e)
1 piSemo

lim f(z)=1L.

T—x0
Podsetimo se 0 < |x — z¢| znadi da je © # xg i
|t —zp| <d& —d<zx—p<dSr—0<x<zyt+ds e (xg—0,20+0),
paje x € (xg — d,20 +0) \ {zo}. Dalje,
lf(x) —Ll<ee —-e<fr)-L<esL-c< fr)<L+es f(r)e(L—eL+e).

Dakle, drugim re€ima, iz definicije 4.1.3 sledi da ¢e broj L biti grani¢na vrednost funkcije f
u tacki xg ako za proizvoljni interval oko L uvek mozemo izabrati interval oko zy tako da se
ceo interval oko x (bez tacke zg) preslikava u interval oko L (slika 4.1).

Y
A

L+e y=[(x)
S (x+38) 1
Lt

f(xo _6) T
L—g+

> X

0 X, =8 X, X,+8

Slika 4.1: Broj L je grani¢na vrednost funkcije f kada x tezi xg.

1Kosi je prvi koristio grani¢ne vrednosti u dokazima u svojoj knjizi iz 1821. godine, medutim kako je on
dao samo verbalnu definiciju limesa, formalna definicija grani¢ne vrednosti u ,epsilon-delta” formi, obi¢no se
pripisuje VajerStrasu - pogledati poglavlje 9.21).
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Primer 4.1.4 Po definiciji dokazati da je
lim (2% 4+ 24+ 1) = 3.
z—1

Resenje. Kako x — 1 koristicemo da je 0 < [z —1| < J, odnosno 1 —d <z <1+4+dix # 1L
Zadatak je da se odredi ¢ koje zavisi od unapred zadatog € tako da vazi

(2 +2+1)-3| <e.

Naime,
|(x2+:17+1) -3 = |s* 432

= |z —-1)(z+2)|
= o1l +2
< 0(6+3).
Ako sada stavimo da je 6(6 + 3) = ¢, tada refavajuci kvadratnu jednacinu 62 + 36 — e = 0 po

6 > 0, dobijamo da je
34914
S

¢ime je dokazana tvrdnja. Na primer, za ¢ = 0.1, § = 0.03297 (slika 4.2), dok je za ¢ = 0.01,
6 = 0.00333.

]

y

A Jli f(x) 2 1
. 2 f(x)=x"+x+
34l f(x)=x"+x+1 4
\ 3 -
3.2 \—j
3+0.1 /
3F | : : >
/ 2 1 o 1 m X
3-0.1 /
2.8 ]
2.6 ‘ | | ‘ - x'
0.6 0.8/ / 1 ‘\ 1.2 o

1-0.03297 1+0.03297

Slika 4.2: Primena definicije 4.1.3 za odredivanje grani¢ne vrednosti funkcije f(z) = 22 +2+1
kada z tezi 1 za e = 0.1 i § = =2E¥9H4 = 0,03297.
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Definisimo sada levu i desnu grani¢nu vrednost u tacki xy potrebnu za ispitivanje nepreki-
dnosti funkcije u tacki, za trazenje izvoda u tacki, itd.

Definicija 4.1.5 Neka funkcija f preslikava svoj domen D u skup realnih brojeva R, odnosno
f D — R ¢ neka je xo tacka nagomilavanja skupa D. Broj Ly je leva grani¢na vrednost
funkcije f u tacki xy (slika 4.3 a)) ako
(Ve >0)(30 =d(e,x0) > 0)(Vzx € D)(x € (g — d,x0) = |f(x) — L| < ¢)
1 pisemo
lim f(x)=1L;.
T—=T)

Sli¢no, broj Ly je desna granicna vrednost funkcije f u tacki xo (slika 4.3 b)) ako
(Ve >0)(30 =d(e,29) >0)(Vx € D)(z € (xg,x0+0) = |f(z) — L| < ¢)

1 piSemo
lim f(x)= Ls.
x—mg
Yy y y y

a) b)

Slika 4.3: Leva i desna grani¢na vrednost funkcije u tacki x¢ u smislu definicije 4.1.5.

Ako postoje, leva i desna grani¢na vrednost ne moraju biti jednake. U slu¢aju da su
jednake (L; = Lg), tada kazemo da funkcija f ima grani¢nu vrednost u tacki xg i vazi

lim f(z)= lim+ f(z) = xllgcl f(z)=1L.

ZC—)Z‘O Z‘—)CCO

Definigimo sada grani¢nu vrednost funkcije u 400 i —oo jer éemo ih koristiti kod ispitivanja
horizontalnih asimptota.

Definicija 4.1.6 Neka funkcija f : D — R i neka (a,+00) € D za neko a € R. Broj L je
granicéna vrednost funkcije f u +00 ako (slika 4.4 a))

(Ve>0)3N >0)(Vzx € (a,+00))(z > N = |f(z) — L| < ¢)
1 pisemo
A IV = E
Slicno, ako je (—oo,a) C D, tada je broj L je granicna vrednost funkcije f u —oo ako (slika
4-40))
(Ve >0)(AN > 0)(Vz € (—0,a))(x < —N = |f(z) — L| < ¢)
1 pisemo

lim f(z)=1L.

T—r—00
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a) b)

Slika 4.4: Grani¢na vrednost funkcije kada x — +oo.

Za funkciju koja ima grani¢nu vrednost L u tacki xg kaZzemo da konvergira ka L kada z
tezi xp, a suprotnom, divergira. Naime,

Definicija 4.1.7 Neka funkcija f : D — R i neka (x9,b) € D za neko b > xg. Funkcija f
tezi ka 400 ako (slika 4.5 a))

(VM > 0)(30 > 0)(Vz € (20,b))(z € (0,0 +6) = f(z) > M)

1 pisemo

lim f(z)=+o0.
Iﬁl‘a’

Slicno, f tezi ka —oo ako (slika 4.5 D))

(VM >0)(36 > 0)(Vx € (x,b))(x € (g, 20+ 0) = f(x) < —M)

1 pisemo
lim f(z) = —o0.
I—)Z'g
Y Y
A A
5 = > X 5 % > X
a) b)

Slika 4.5: Funkcija tezi ka 400 (a)) i ka —oo (b)) kada x tezi zo sa desne strane.



120 Glava 4. Graniéna vrednost funkcije

Definicija 4.1.8 Neka funkcija f : D — R i neka (a,x0) € D za neko a < xg. Funkcija f
tezi ka +o0o ako (slika 4.6 a))

(VM >0)(36 > 0)(Vz € (a,z9))(z € (xg — d,20) = f(x) > M)
1 piSemo

lim f(z) =+4o0.

(E—)ZBO

Slicno, f teZi ka —oo ako (slika 4.6 D))

(VM >0)(36 > 0)(Vzx € (a,z0))(x € (xo — §,x0) = f(z) < —M)

1 piSemo
lim f(xz)=—o0.
=T
y y
A A
%l — X 5l — X
Xo Xo

a) b)

Slika 4.6: Funkcija tezi u +oo (a)) i u —oo (b)) kada z tezi xg sa leve strane.
Definicije 4.1.7 i 4.1.8 koristimo pri ispitivanju vertikalnih asimptota funkcije o kojima ce
kasnije biti re¢i (poglavlje 4.3).
4.2 Neke vazne grani¢ne vrednosti i njene osobine

Posmatrajmo funkciju f(z) = 1 nad njenim domenom D =R\ {0} = (—o0,0) U (0, +00)
(slika 4.7). Zaklju¢ujemo sledece

lim —=0", lim —=0", lim —=-00, lim — =400,
T—+00 T T——00 I z—=0— T z—0+t T

§to se moze uopstiti kao
) a
lim — =0, aeR, a>0 (4.1)

r—+oo %
i
lim =Foo, a € R™, lim =400, a €RT.
+
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f =+

_ f—0"
>t a— = X
Ox_)0+ X —> +00

Slika 4.7: Funkcija f(z) = % i njeno ponaganje kada x — o0 i 2 — 0%,

Jasno je i da vazi
lim z%=+o00, a>0. (4.2)

T—+00

Navedimo i ostale poznate grani¢ne vrednosti:

. A ™ + Q1™ 4+ ap a() ) M,
° hlf T — = . , m=n,
voEee bp@t 4 Ona2 e tho +o0ili —0c0 , m>n,
i In(1 r—1
o lim 327 o lim 20D o
z—=0 X z—0 X z—0 x
1\* 1\* 1 1
e lim <1+—> =e, o lim (1——) =—, elim(l+z)r =e,
r—+oo x r—+oo x e z—0
1
olim(l—x)iz—
z—0 e

Navedimo sada osobine grani¢nih vrednosti. Neka f, g i h preslikavaju svoj domen D

u skup realnih brojeva i neka je xg tacka nagomilavanja domena. Pretpostavimo da postoje
sledec¢e grani¢ne vrednosti:

lim f(z)=Li lim g(z) =K.

T—TQ T—T0
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Tada vazi:

(ol) lim (¢- f(z)) =c- lim f(z)=c-L,cER,

T—xT0 T—x0

(02) lim (f(z) £ g(z)) = lim f(x)+£ lim g(x) =L+ K,

T—IT0 T—IT0 T—T0
(03) [lim (f(z) - g(z)) = lim f(z)- lim g(z) =L-K,

f@) A @)

. L
(04) Jim o) T 0 =0 K#0,
lim g(x)
(05) Jlim (£(x))" = (xlij; f(@)““ = ¥,

(06) ako za svako x € D\ {zo} vazi f(z) < g(x), tada jei L < K,

(o7) ako je limy_,4, g(z) = L i ako za svako x € D\ {zo} vazi f(z) < h(z) < g(x), tada je i
limg_yq, h(z) = L.

Analogno vazi i kada je g = +o0. .
Dokazimo sada, geometrijski, da funkcija f(z) = *2% (slika 4.8) tezi jedinici kada x tezi
nuli.

-

0.5+

/N /N - x

3n 2\/15 0 TCV& 3}\/ >

sin x

Slika 4.8: Funkcija f(z) =

i njeno ponasanje kada x — 0.

Primetimo prvo da je posmatrana funkcija parna jer vazi

_sin(—z) —sinz sinz

f(=x) = f(z),

—x —x x
Sto implicira da je funkcija simetri¢na u odnosu na y-osu i da je dovoljno posmatrati slucaj
kada x — 0%. Pretpostavicemo da z € (0, F) i iskoristiti to kasnije u dokazu. Sa slike (4.9)
sledi da je povrsina trougla AABC (oznaimo je sa Pa apc) manja od povrsine kruznog isecka

ABC (Pgiapc), a ona manja od povrsine trougla AABD (Paapp)-
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Y

A
tg x D

g1
. C
sin x

X
oK C" B[l > X

Slika 4.9: Trigonometrijski krug za ugao x.

Izratunajmo sada te povrine imajuci u vidu da je (pogledati poglavlje 2.2.5)

ICC'| = sinz, |BD|=tge = v | |AB|=|AC|=1.
cos T
Dakle,
p __|ABJ|CC'|  1-sinz  sinx
ANABC = 2 - 2 - 9
T r oz
Puape = |ACPr- L —1. 22
viapc = |AC| w o 5 = 3
i
P |AB||BD| 1-tgxz  sinx
NABD = = =

2 2 2cosz
Sada imamo

sin x x sin x 2
Prape < Priape < PaaBp = << —
2 2 2cosx sin x

T 1
= 1< = <
sinx  cosx
sinx
= 1> > CcoS T .
T

Ovde smo koristili da je, na osnovu pretpostavke za x, sinz > 01i cosz > 0. Ako pustimo
sada da x — 0" imacemo

. . sinx . . sinx . sinx
lim 1> lim > lim cosx=1> lim — >cos0=1> lim >1,
r—0+ z—0+ X r—0+ z—0+ X z—0+ X

pa je jasno da mora, na osnovu osobine (07), vaziti i

sinzx

lim
z—0+ X

=1.
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Zbog parnosti funkcije f(z) = sinz/x vazice i

sinx

lim =1,
r—0- X
§to nas dovodi do
lim Sin & =1.
z—0 X
Na slici 4.10 prikazana je funkcija f(z) = w kada r — 0~ ix — 0T,
y

In(x+1

,_ InGe+D)

X

In(x 4 1)

Slika 4.10: Funkcija f(z) = i njeno ponasanje kada x — 0.

Dokaz da je lim, g exT_l = 1 bi¢e dat u primeru 5.3.2 (poglavlje 5.3). Na slici 4.11
prikazana je funkcija f(z) = (1 + %)x i njeno ponasanje kada x — Foc.

T

Slika 4.11: Funkcija f(z) = (1 4 1/2)" i njeno ponaSanje kada x — +oo.
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Primer 4.2.1 Koristeéi vazne granicne vrednosti i osobine odrediti:

(@) 222 — 3z (i) Ti —2x +4 (i) i 234+ +2

Y i x? 44 W e 3 +x—3 A 222 — 5
.\, sin3x . In(1+2)—In2 N, et —e"

() ilg% sin 4x ) i1—>ml 2?2 —1 (vi) 9113%) x

(vii) 1 2 +3\" (viii) 1 x—3\" (i) lim (1 + sinz)?
vig) m | —5—— vigi) lim | — ix) lim sin x
1
1 — 3 — z2—4
(@) lim (1~ (& - 8))
Resenge.
(7) Koristec¢i osobine (04) i (02) i formulu (4.1) imac¢emo
3
lim <2 - —)
2 3 3
lim 72$2 —sr lim — &) (2-5) = lim 275 — e °
T—r—+00 xT
2— lim 3 2.0
o T—>+oo r - —9
= = =
14 tim — 1O
T—+00 T
(#) Koris¢enjem osobina (04) i (02) i formulu (4.1) dobijamo
lim —2x+4 lim :17(—24—%) ~ lim —2+% _
zo+oo 3+ — 3 _x—>+oo$(gj2-|-1—%) _:c—>+oog;2—|-1—% o
(#i1) Koristeci osobine (04) i (02) i formulu (4.1) imac¢emo
lim a:3+a:+2_ lim m2(m+%+fg)_ lim x—i—%—kfg —00
z——00 212 -5 z——00 2 (2 — %) R rere — % ’
x x
(iv) Koristicemo da je lim,_,o #2£ = 1 i osobinu (o1):
. . 3 Jiy S 3z
g S03T SIEST . 3y s e300 T 3e 313
xli)l%)sin4x_x%sin4m.4x_xli)l%)sin4x‘4_ smdr 4.1 4°
4z 4z 4 lim
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In(1+42x)
z

(v) Koristicemo lim,_, = 1 i osobine logaritamske funkcije.

In(l1+z)—1n2 . In(l142z)—In2

I =3 = ey tTrolmesttl
_ limln(1+(t+1))_ln2:limln(2+t)_ln2
t=0  t((t+1)+1) t=0  t(t+2)

In2t Im(1+%4)  In(1+1)

tgr(l)t(t—i—2) ~ 150 t(t+2) _t%%.z.(t+2)

oy In(1+1%) 1
— 5o 2 (t+2)

In(1+%) 1 1 1

2-(0+2) 4

N[+

= lim 7 - lim =
t—0 3 t—=02- (t+2)

(vi) Koristicemo da je lim,_,o £ = 1 i osobinu (o1):

r _ - e~ 6296_1 Qe e2x_1
i € Y 2 (D)
z—0 X z—0 €T z—0 2z
2x
—1
- lim(Ze_x-e >:2e0-1:2-1-1:2.
z—0 2x

(vi1) Datu grani¢nu vrednost ¢emo svesti na limg,_, 4o (1 + %)x = e, a koristi¢cemo osobine
(02), (04) i (05) i formulu (4.1).

. 2 4+3\" . 22 +3 v . 22 +3—a22+2z\"
lim = lim (1+ —1)] = lim (1+
r—+oo \ 2 — 21 T—400 T2 — 2 T—+00 2 — 21

12 —2x  2x+3

1 2z+3 z2_2¢ x
= lim (14—
T—+00 z?—2x
2x+3
2m2+3x
12*21 222z
1 2x+3
= lim | [14+—0—
T—+00 z2—2x
2x+3
. 2 1
122 ;231 hmz"“'oo %
1 T
= lim |14+ = =e?,
z——+00 z2—2x
2x+3
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jer je u eksponentu

8w

24
= lim

) r—4oco ] — =2

SN

... Y , . . T e . .
(vi7i) Datu grani¢nu vrednost ¢emo svesti na lim,_, 1 oo (1 — %) = % uz koriS¢enje osobine

(05).
z—3\" 3\" 1) %% AN
lim ( > = lim (1——) = lim <1—;> = lim ((1—;) > ==.
T—r—+00 €T T—r—+00 xT T——+00 3 T—r—+00 3 e
(iz) Koristi¢emo da je lim,_,o(1 + x)% = e i lim,_,0 %2% = 1 kao i osobine (01) i (05).
) R vl ogina2 o L2
lim (1 +sinz)z = lim (1 + sinz)sne®"*% = lim <(1 + smx)sinw> =et =e€".
z—0 x—0 z—0
(z) Koristicemo da je limy_,o(1 — az)% =1 i osobinu (05).
1 1
i (3 —8))=Z1 = | —(z — 2 @=2)@+)
il_)rré (1—(2° —28)) m112n_1>0 (1—(z—2)(2" + 2z +4))

= {t=x—-2=z=t+2}

1
= lim (1 —#((t + 2)* + 2(t + 2) + 4)) @27

t—0
1
= lim (1 — t(t* + 6t 4 12)) 7D
t—0

1 t246t412

= lim (1 — t(t2 + 6t + 12)) t(t216t12)  t+4
t—0

t246t+12
T+4

I S
= lim <(1 - t(t2 + 6t + 12)) t(t2+6t+12)>

t—0

02460412
_ 1 0+4 _ i
- (93
4.3 Asimptote grafika funkcije

Grafik funkcije moze imati horizontalnu, vertikalnu i kosu asimptotu.

Definicija 4.3.1 Grafik funkcije f ima horizontalnu asimptotu y = n ako vazi bar jedan od
sledeca dva uslova (slika 4.4, n=1L):
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Definicija 4.3.2 Grafik funkcije f ima vertikalnu asimptotu x = xg u tacki o ako vazi bar
jedan od sledeéa cetiri uslova:

lim f(z) = —o0 (slika 4.6 b)), lim f(z)= +oo (slika 4.6 a)),

T—=T T—=T
lim f(x) = —oo (slika 4.5b)), lim f(x) = +oo (slika 4.5 a)).

Vertikalne asimptote se traze u rubnim tackama domena funkcije ili u tackama prekida. Ako
su u pitanju intervali (a,b), [a,b), (a,b] i [a,b], rubne tacke su a i b. Ako su pitanju intervali
(—o00,b) i (—o0,b], rubna tacka je b. Analogno, za intervale (a,+00) i [a,+00), rubna tacka je
a.

Definicija 4.3.3 Grafik funkcije f ima kosu asimptotu y = kx +n, ako se brojevi k € R\ {0}
1 n € R mogu odrediti na sledeci nacin:

k= lim M, n= lim (f(z)—kx) (slika 4.12 a))

r——00 I T——00
k= xll)grloo — "= xll)grloo(f(x) —kx) (slika 4.120)).

y y y Y
g a) b)

Slika 4.12: Kosa asimptota grafika funkcije.

Dakle, asimptote funkcije opisuju ponaSanje funkcije u okolini neke tacke ili u £oo.

Napomena 4.3.4 Ako se traZe asimptote racionalne funkcije f(z) = g’:g)), gde je Py, (x) =

am®™ + a1 @™z A+ a0, A # 00 Qu(x) = bpa™ + by 12" 4 -+ b + by,
b, #0. Tada

e ako je m < n, onda postoji horizontalna asimptota kada * — £oo 1 to y = 0 ako je
m<niy=ay,/b, ako je m =n,

e ako je m =n+ 1, onda postoji kosa asimptota kada x — +o0,
e ako je m > n+ 1, onda ne postoje ni horizontalna ni kosa asimptota,
e ako postoji xg za koje je Qn(xo) = 0, onda treba traZiti vertikalnu asimptotu u x = xg.

Napomena 4.3.5 Ako grafik funkcije ima horizontalnu asimptotu kada x — +oo (ili v —
—0), tada nema kosu asimptotu kada r — +o0o (ili © — —o0) i obrnuto. U suprotnom, za
jedno xo imali bismo dva razlicita f(xo) pa f ne bi bila funkcija (slika 4.13 a)). Ipak, funkcija
moZe imati kosu asimptotu kada, recimo, x — 400, a horizontalnu kada © — —oo (slika 4.13
b)) i obrnuto.
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Y Y
A A
/
X, —» X X, > X
a) b)

Slika 4.13: a) Funkcija ne moze imati i kosu i horizontalnu kada x — +o0 (ili x — —o0). b)
Funkcija moZe imati istovremeno i horizontalnu asimptotu kada z — —oo (z — +00) i kosu
asimptotu kada x — 400 (z — —00).

Primer 4.3.6 Odrediti asimptote slede¢ih funkcija:

2 3 2
¢ —x . >+ 2z° =5
(1) f(z) = Bl (@) f(z) = 21 (i11) f(z) = 322 44
Resenge.
(i) Odredimo prvo domen za datu funkciju: 22> +1#4A0= 23 # -1 =2 # -1 =D =

R\ {—1}. Potrazimo sada vertikalnu asimptotu u tacki x = —1.

. x?—x

lim ——— = -

rz——1" x3 +1 N
jer je brojilac jednak (—1)2 — (—1) = 2, a za imenilac vazi
T 1" =r<-1=223<(-1)P=-1=2*4+1<0,

x x

. U . - ” . el .
pa je koli¢nik T3 —7 legativan Sto znaci da ta grani¢na vrednost mora reziti ka —oo. Dalje,

. e
lim ——— =t
z——1+t x° +1

jer za imenilac vazi
r——-1T=zr>-1=2>-1=22+1>0,

pa je koli¢nik f;—:f pozitivan, a tada sledi da grani¢na vrednost mora reziti ka +o0o. Zakljucu-
jemo da je prava z = —1 vertikalna asimptota grafika funkcije. Na osnovu napomene 4.3.4,
potrazimo jo$ i horizontalnu asimptotu. Imamo da je

TS (e B

im = lim ——3+= lim 1
z—too 23 + 1 z—=Foo 2 (x + 5) z—+too 4 =

=0,

Sto znaci da je prava y = 0 horizontalna asimptota kada x — 4oc0.
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(i4) Vidimo da iz 22 — 1 # 0 sledi  # +1, pa je domen D = R\ {—1,1}. Odredimo odmah
vertikalne asimptote:

I x3+:17 T x3+x n i x3+:17 . :173+:17 n
im ————=- im ——— =4 im = —00 im = +00.
r——1— 2 -1 ’ z——11 2 -1 ’ r—1— 2 —1 ’ r—1t x2—1
te su prave x = —1 i = 1 vertikalne asimptote. Sada traZzimo kosu asimptotu y = kx + n,
k #0.
3
@) e 2t () 14
k= lim ——~ = lim = lim = lim — Ty = lim 1:1
rz—+oo I r—too I rz—too xr° — x r—+00 333 (1 — ?) r—too ] — =z
Potrazimo sada i n. Naime,
3 3 3
x° +x »+r—z’+x 2x
= 1 —kz)= li — = 1 = 1i =
n x—l>1:|1:100(f(x) x) x—1>I:Eoo <.’1}2 — 1 x) m—1>I:|I:loo .’1}2 — 1 m—1>I:|I:loo .’1}2 — 1 07

§to znaci da je y = = kosa asimptota kada x — £o0.

(iii) Kako je 3x2+4 > 0 za svaki realan broj z, to zna¢i da posmatrana neprekidna funkcija
nad svojim domenom nema vertikalnu asimptotu. Na osnovu napomene 4.3.4, potrazimo
horizontalnu asimptotu.

222 — 5 2 (2-5 o2=5 2
1m —F— = 1m = hm = —
z—+oo 312 +4 x5t g2 ( 4 :?45) P ;45 3

Dakle, jedina asimptota je prava y = % kada x — +o0.

4.4 Neprekidnost funkcije

2 <
Posmatrajmo funkcije f(x) = 22 (slika 4.14 a)) i g(z) = { :v3 ’ i - g’ (slika 4.14 b)) kao

i njihove vrednosti u okolini tacke x = 2.

Yy Yy
A A
f(x)=x> x*,x<2,
g(x)= 3
al- ,X>2.
3 f———
0 * 0 2 > X
a) b)

Slika 4.14: Neprekidna funkcija f i prekidna funkcija g u tacki x = 2.
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Jasno je da je f(2) = ¢g(2) = 4. Tada je

f(z) glw) |z=2 [f(x) - )] lg(x) —9(2)|
r=21 441 301 0.41 1
=201  4.0401 3001 0.0401 1
x=2.001  4.004001 3 0.001 0.004001 1
x =2.0001 4.00040001 3  0.0001 0.00040001 1

pa se zakljucuje da ,maloj” promeni promenljive x odgovara ,mala”’ promena funkcije f(x) dok
za funkciju g(z) to ne vazi jer je |g(x) — g(2)| = 1 za svako z > 2. Intuitivno, f je neprekidna,
a g prekidna u tacki ¢ = 2.

Definicija 4.4.1 Funkcija f: D — R je neprekidna u tacki xo € D ako (slika 4.15)
(Ve >0)(30 =d(e,z9) >0)(Vx € D)(|z —xo| <6 = |f(z) — f(z0)] < e). (4.3)

S(x)+e Yy :f(x)
S(x,+8)
Sxo) T
S(x,=8)
J(x) =&

> X

0 Xo—0 X, X,+0

Slika 4.15: Neprekidna funkcija f u tacki zg.

Funkcija je neprekidna nad nekim skupom ako je neprekidna u svakoj tacki tog skupa.
Funkcija f : D — R je prekidna u tacki g € D ako nije neprekidna u toj tacki.

Funkcija f : D — R je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] C D ako je neprekidna
na otvorenom intervalu (a,b) i ako vazi

lim f(z)=f(a) i lm f(z) = f(b).

z—a™t z—b~
Primer 4.4.2 Daé¢emo primere neprekidnih i prekidnih funkcija.

e Funkcija s(z) = x je neprekidna nad celim skupom R. Naime, uzmimo proizvoljno € > 0
i 2o € R za koje vazi |x — x| < J. Tada je

|s(x) — s(zo)| = |z —xo| <d=€.

Dakle, za proizvoljno € > 0 i zy € R, ako je § = ¢, funkcija s(z) = z je neprekidna nad
celim skupom R.
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e Funkcija f(x) = 22 je neprekidna nad celim skupom R &to se dokazuje na sledec¢i nacin.
Uzmimo proizvoljno € > 01 zg € R za koje vazi |z — xo| < §. Tada je

|f (@)= f(wo)| = |2*~af| = [w—wo|lz+wo| < dlz-+ao| = d|lr—z0+2z0| < 5(|x—0|+2]0]).

Sada je jasno da je 6(|z — zo| + 2|xo|) < 0( + 2|xo|), pa neka je 6(d + 2|xg|) = e. Tada

je
6% 4+ 2|zold —e =0= 0 = —|wo| + /23 +¢. (4.4)

Dakle, za proizvoljno ¢ > 01 zp € R, ako § izaberemo kao u (4.4), uvek ce vaziti (4.3),
$to znadi da je f(x) = 22 neprekidna nad celim skupom R.

22, <2,
3, x>2,
pokazuje da je neprekidna za x # 2. Pokaza¢emo da funkcija g(z) ima prekid u xzyp = 2
tako 8to ¢emo negirati (4.3). Naime, treba pokazati sledece

e Ispitajmo sada neprekidnost funkcije g(z) = { u tacki zg = 2. Lako se

(e > 0)(Vo =d(g,20) > 0)(Fx € D)(|lx — zo| < I A |g(x) — g(zo)| > €).

Zaec=1/2ix=240/2vazi |z —zo| =|2+/2—2| < d1il|g(x)—g(zo)| = |9(2+/2) —
g(2)] =13 —4] =1 > 1/2. Dakle, g(z) ima prekid u z¢p = 2 (slika 4.16).

Y
A
45—l 50
4
35—
3
\ x,x<2,
2(x) g(x)= a2
X = 2+§
2
0 /\ PAUAN - X
Xo 248

Slika 4.16: Funkcija g(z) ima prekid u tacki z¢ = 2.

A ako f: D — R i ako je xp tacka nagomilavanja skupa D, tada je f neprekidna u x = xg
ako i samo ako vazi

lim f(z)= f(zo) (4.5)

T—rT0

Sto sledi direktno iz definicije grani¢ne vrednosti 4.1.3 za L = f(zg). VaZi i:

e ako su f(z) i g(z) neprekidne u tacki z = ¢ tada su u tacki x = x( neprekidne
i funkcije f(z) + g(x), f(z) - g(x), f(x)/g(x), g(xo) # 0, kao i kompozicija funkcija
(fog)(x) = flg(x)).

e elementarne funkcije su neprekidne nad svojim domenom.
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Cesto se koriste sledeca dva tvrdenja.

Tvrdenje 4.4.3 Neka je a,b € R i a < b. Neprekidna funkcija f : D — R na zatvorenom
intervalu [a,b] C D dostiZe svoj minimum i maksimum (slika 4.17).

y
A

S inax \

f min

» X

min max

Slika 4.17: Ilustracija tvrdenja 4.4.3.

To znali da postoje tatke Tmin, Tmax € [@, b] u kojima funkcija f(x), = € [a,b], dostize svoj
minimum fiin = f(Tmin) 1 maksimum fiax = f(Zmax). Takode, kod diferencijalnog racuna,
pri dokazu Rolove teoreme koristi se tvrdenje 4.4.3.

Tvrdenje 4.4.4 Ako je f(x) neprekidna na [a,b] i f(a) # f(b), tada funkcija f(x) uzima sve
vrednosti na intervalu [a,b] (slika 4.18).

y Y
A A
f(b)
f(a)
fla} a o =
i =X 1 (b)
a) b)

Slika 4.18: Ilustracija tvrdenja 4.4.4.

Dakle, ako je f(a) < ¢ < f(b) ili f(b) < ¢ < f(a), tada postoji a € (a,b) tako da je
f(a) = c¢. Ako je jos f(a) f(b) < 0, tvrdenje 4.4.4 nam govori u postojanju bar jedne tacke
a € (a,b) za koju vazi da je f(a) = 0 (slika 4.18 b)). Ovo tvrdenje ¢emo koristiti i kod
integralnog racuna, a koristi se i pri pribliznom refavanju jednacina f(x) = 0 kod metode
polovljenja koja ¢e ukratko biti objasnjena uz jedan primer.



134 Glava 4. Graniéna vrednost funkcije

Metoda polovljenja

Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija nad svojim domenom i neka je f(a)- f(b) < 0.
. a+b
Ako je f

= 0, tada je nadena nula funkcije. Ako nije, posmatra¢emo intervale

b b b b
[a’ a—; ] i [a;— ,b]- Ako je f(a)- f <a—2k > < 0, tada ¢emo interval [a, %} obeleziti

a+b

5 ,b|. Primetimo da je duzina intervala [aq,b]

kao [a1,b1]. U suprotnom [ai,b;] =

b—a . . a1 + b
Sada izra¢unamo )

2

= 0, to je trazena nula funkcije. U suprotnom, formiramo intervale

jednaka polovini duZzine intervala [a,b], pa je by — a1 =

Ako je f (al—;bl

ar+01|. a1 +0b;
ay, 2 1 2

,bl] Akoje f(ar)- f <C”T+b1> <0, tada je [a, bo] = [al,

a; + by
2

ai + by
2 )

a ako nije, [ag,bo] = ,b1|. Opet je duzina intervala [ag, bs] jednaka polovini duZzine

b1 —a b—a
intervala [aq,b1], pa je by — ay = ! 5 1 = 57 Ako nastavimo ovaj algoritam, vazice
b—a
[a,b] D [a1,b1] D [ag,be] D ... 1 b, —a, = 5 Ako pustimo da n tezi plus beskona¢nosti,

tada ¢e vaziti

b—a
li n — Un) = li

=0. (4.6)
Jasno jedajea; <as <ag <...iby > by > b3 > ..., pajeniz (ap)ne my monotono neopada-
juci, a niz (by)ne my monotono nerastuci, a oba niza su ograni¢ena. Dakle, konvergiraju, a
zbog (4.6) vazice i

lim a,=¢(= lim b,. (4.7)

n——+00 n—-+0o00
Pokazacemo da je f(£) = 0. Naime, za svako n € N vazi f(ay) - f(b,) <0, a to dalje znaéi da
je

lim (f(an) - f(ba)) 0= (f(£) f(£) 0= (f(£)*<0= f()=0.

n—-4o0o
b—a
2 ?

b—a .
Dakle, za svako n € N, [€ — a,,| < ——, §to nam pomaZe da za neko € > 0, odredimo ny € N,
2'I’L

b
U prvom koraku, vazi¢e [£ —aq| < by —aj = 7a. U drugom, |{ —ag| < by —az = itd.

tako da je, recimo,
€ —an| <e, n>no.

Primer 4.4.5 Odrediti nulu funkcije f(r) = 22 — 2 na intervalu [1,2] kori§¢enjem metode
polovljenja, ako je ¢ = 0.01.

Resenje. Neka je ag =a =11 by =b = 2. Odredicemo ng € N tako da za svako n > ngy vazi

boa _b-a 20 1  gm b >lnb;_a
- n
2n T 2no b—a = € 0 In2
Tada je
In2=1  1n100
0.01
= =664 =>n0=17.
o > In2 In2 1o
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n an_ (an +bp)/2 bn ’% — V2] flan) f(anT—H)") f(bn)
0 1 1.5 2 0.08579 -1 0.25 2
1 1 1.25 1.5 0.16421 -1 —0.4375 0.25
2 1.25 1.375 1.5 0.03921  —0.4375 —0.10938 0.25
3 1.375 1.4375 1.5 0.02329 —0.10938  0.06641 0.25
4 1.375 1.40625  1.4375 0.00796 —0.10938 —0.02246 0.06641
5 1.40625 1.42188  1.4375 0.00766 —0.02246  0.02173 0.06641
6 1.40625 1.41406 1.42188 0.00015 —0.02246 —0.00043 0.02173
7 1.41406 1.41797 1.42188 0.00376 —0.00043  0.01064 0.02173

Dakle, priblizno reSenje je x = 1.41797.

1
Primer 4.4.6 Resiti jednatinu tgz = — ako x € [7/4,7/3], za ¢ = 0.0001.
T

Resenje. Napomenimo da se traZena jednacina ne moze eksplicitno reSiti, pa se mora pokusati

1
numeric¢kim aparatima do¢i do reSenja. Odredimo f(x) =tgz — —. Sada je
x

™ ™

np > oowr _ 13 10000y ap
In2 In 2
i
n an  (an +bn)/2 bn flan) f(anT—H)") f(bn)
0 0.78540 0.91630 1.04720 —0.27324  0.21188 0.77712
1 0.78540 0.85085 0.91630 —0.27324 —0.03501 0.21188
2 0.85085 0.88357 0.91630 —0.03502  0.08674 0.21188
3 0.85085 0.86721 0.88357 —0.03502  0.02552 0.08674
4 0.85085 0.85903 0.86721 —0.03502 —0.00483 0.02552
11 0.86031 0.86037 0.86044 —0.00010  0.00014 0.00038
12 0.86031 0.86034 0.86037 —0.00010  0.00002 0.00014

Dakle, priblizno resenje je x = 0.86034.

4.4.1 Vrste prekida funkcije

Ako je funkcija prekidna, tada moze imati tri vrste prekida: prividan (otklonjiv) prekid,
prekid prve i prekid druge vrste.

Definicija 4.4.7 Funkcija f(x) ima:

e otklongiv prekid ako postogi limg_,, f(x) = L i L # f(x0),

e prekid prve vrste ako postoje limx_ma flx) =1L z'limx_)xg f(x) = Lo i vazi Ly # Lo,

o prekid druge vrste ako nije ni otklonjiv ni prekid prve vrste.

Primer 4.4.8 Sada ¢e biti dati primeri za sve tri vrste prekida.
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e Neka je
24+ 22 -8
_ 2
f($) — T —2 y X 7£ ’
9, r=2.
Potrazimo sada grani¢nu vrednost u tacki x = 2.
22 +20-8 . (x4+4)(z—-2) . x+4
by — =T sl =67#5=7().
Dakle, ova funkcija ima prividan (otklonjiv) prekid. Otklonio bi se tako Sto bi se za
x = 2, vrednost funkcije predefinisala na f(2) = 6.
e Funkcija
() = 22, <2,
g\r) = 3, x>2,
ima prekid prve vrste u tacki x = 2 jer je
lim f(z)=4#3= lim f(z).
T2~ z—2+1
e Funkcija
1
_ 0 T 75 07
h(x)—{ 1, =0,
ima prekid druge vrste jer je lim,_,o- f(z) = —oc0 i lim,_,5+ f(x) = +00. Primetimo da
ova funkcija, iako je definisana na celom skupu realnih brojeva, ima vertikalnu asimptotu
z = 0.
4.5 Zadaci za vezbu
1. Neka jey = 22. Kada z — 2, tada y — 4. Koliko mora biti § da bi iz |z — 2| < § sledilo
ly — 4] < e =10.0017 (6 < 0.00025)
2. Neka je y = % Kada z — 2, tada y — % Koliko mora biti § da bi iz |z — 2| < §

sledilo [y — 2| <e=0.17 (6 <2—V3)

Odrediti sledece granicne vrednosti:

3.

. 33+ 22 +5
L=t o —mrg F=32)

20 + Va2 +3

L= lim ——— (L=1/2
z——00 5z 4 /xt + 22 ( /2)
2 42
I iy SE AT (L =0)

z>+too 23 —3x 43

o drt4 22+ +1
b=t sy L=+

L= lim <x—\/x2—4a;>. (L=2)

T—400
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3 2
H+rt+z+1
. L=1 . ji
8 i1 78 1 722 + 11z + 5 (ne postoji)

Lo T (L=2
z—4 $2—2l‘—8 ( )

3x% — 322 + 2si 86
10. L= 1lim o — ST FESMTEEL )
t—0 3x° 4+ sin®x + 4dx — Tx8

In(1 + sinx)

11. L=lim (L=1)
z—0 €T
VIt I1-+3z—1
12. L = lim (L =—-v2/V5
VItor—
15 L=1lim Y225 p s
x—4 \/__\/5
V3 ¥ 22— /2
1 L= 1tim Y3TE VI g
r—3 3—=x
T—tgz — IT¢
15, i VI VITET
T—T sin 2z
1—
16. lim — =% (L =0)
z—0 x
17. L= lim . (L =4o0)

=3+ —3

18, L= lim <\/(—x)5+ln(1+x)>. (L =0)

z—0~

1
19. L= lim - (L=1)
z—=0" 1 4 ez

1
20. L= lim -
z—=0" 1 4 e =

Odrediti asimptote slede¢ih funkcija:

2?2 —b5x+7
L
3
T
22. f(x)= T
T

24. Dokazati da jednacina 23 — 6x + 3 = 0 ima na intervalu (1/2,1) jedan realan koren ;.
Izra¢unati priblizno taj koren. (z1 &~ 0.52)

25. Dokazati da jednacina 2% — 3z — 1 = 0 ima na intervalu (1,2) bar jedan realan koren ;.
Izra¢unati priblizno taj koren. (z7 &~ 1.39)
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26. Odrediti parametar \ tako da funkcija y = bude neprekidna za svako z € R. (A = 2)
—%, z <0,
1, 0<z<1,
27. Odrediti vrste prekida funkcije y = z, 1<x<2,
3, 2<x<3,
2909022__31908, x> 3.
(z+1e " z<0,
28. Pokazati da za x € [—2,2] funkcija y = 0, x =0, uzima sve vrednosti
z+1, x>0,
izmedu f(—2) 1 f(2) iako je prekidna (u kojoj tacki?).
1—2% z<0,
29. Data je funkcija y = a, x =0, Kolika treba da je konstanta a da bi funkcija
142, >0.
bila neprekidna za = = 07 Nacrtati grafik funkcije. (a = 1)
1
30. Funkcija f(z) = arctg | nije definisana za x = 1. Moze li se odrediti f(1) da bi

T —
funkcija za = 1 bila neprekidna?



GLAVA D

lzvod funkcije

Izvod funkcije je jedan od najvaznijih pojmova u matematici zbog veoma Siroke primene.
Pojam izvoda nastao je iz problema tangente krive linije (prou¢avao ga je Lajbnic!) i problema
brzine kretanja (prouc¢avao ga je Njutn?). Oba problema su proucavana nezavisno gotovo u
istom vremenskom periodu. Ideja je da se tangenta linija shvati kao grani¢na linija ka kojoj
tezi secica krive, kada se jedna od prese¢nih tacaka na krivoj priblizava drugoj presecnoj tacki.
Osnovni problem na koji su prethodnici Lajbnica nailazili, kada su pokuSavali da reSe problem
tangente, lezao je u radu sa beskrajno malim veli¢inama. Lajbnicu je poglo za rukom da resi
problem tangente uvodeéi pojam izvoda, odnosno diferencijala. Njutn se bavio problemom
brzine koji ga je doveo do pojma izvoda funkcije. ReSavao je problem pronalaZenja brzine
kretanja u datom vremenskom trenutku kada je predeni put poznat kao funkcija vremena.
Kao tipi¢an primer, Njutn je uzeo put pokretne tacke i doao do pojma izvoda, posmatrajuci
problem kretanja, §to je odigralo znacajnu ulogu u razvoju mehanike tokom XVII i XVIII
veka. Na primer, tri razli¢ite vrste kretanja date su na slici 5.1.

X X X

x(1) x(?)
x(1)

a) b)

Slika 5.1: Tri razlicite vrste kretanja duz krive x(t) koja je funkcija od vremena ¢: a) kon-
stantna brzina (prvi izvod je konstantan), b) konstantno ubrzanje (drugi izvod je konstantan),
c¢) promenljivi su i brzina i ubrzanje.

'Gotfrid Vilhelm Lajbnic (1646-1716) - pogledati poglavlje 9.8
Isak Njutn (1642-1727) - pogledati poglavlje 9.7

139
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5.1 Definicija prvog izvoda funkcije

Posmatrajmo funkciju kao na slici 5.2. Srednja brzina kretanja od tacke (xq, f(x¢)) do
tacke (xo + h, f(xo+ h)), h >0 je

fleo +h) = flzo) _ flwo+h) — flzo)

To+ h — xg h

y=f(x)

0 X, X, +h

Slika 5.2: Tacka (zg, f(x0)) se krece putanjom koju opisuje funkcija f(x) do tacke (zo +
h, f(xo + h)), h > 0.

Ako pustimo da A — 0 dobijamo trenutnu brzinu u tacki z¢ koja je jednaka

lim f(xo+h) — f(xo) .
h—0 h

Tako dolazimo do pojma prvog izvoda funkcije u tacki xo.

Definicija 5.1.1 Neka funkcija f : (a,b) — R i neka xg € (a,b). Prviizvod funkcije f u tacki

o je

f(@o + 1) — f(o)
h

f(zo) = fllli}% (5.1)

pod uslovom da navedena granicna vrednost postoji.

Ako funkcija ima prvi izvod u tacki x = xg, tada se kaze da je diferencijabilna u toj tacki.
Funkcija je diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b) ako je diferencijabilna u svakoj tacki
tog intervala. Funkcija je diferencijabilna na zatvorenom intervalu [a, b] ako je diferencijabilna
na otvorenom intervalu (a,b) i ako postoji desni izvod u tacki a, odnosno,

i Fat )~ fla)

h—0+ h

i levi izvod u tacki b, odnosno,




5.1. Definicija prvog izvoda funkcije 141

Definisa¢emo sada levi i desni izvod u proizvoljnoj tacki x = xg.
Definicija 5.1.2 Levi izvod funkcije f u tacki x = xq je

f(z9) = Tim LEFR) = f(@0)

h—0— h

Analogno, desni izvod funkcije f u tacki x = xq je

£l (o) = hli>n()1+ flzg + h})l — f(0) |

Ako su levi i desni izvodi jednaki, odnosno ako je f' (zo) = f'(z0), tada kaZemo da je to i
proi 1zvod funkcije u tacki x = xg. U suprotnom, kaZemo da prvi izvod ne postoji.

Tablica izvoda elementarnih funkcija
Sada ce biti dati izvodi elementarnih funkcija koji se mogu dobiti korig¢enjem (5.1).
c) =0, c je konstanta;

") =na" ' neN, zeR\ {0}

. , 1 7r .
(i6) (tgz) _m,:peR\{EJrlm, keZ},

[S18 0 i

1
(i7) (ctgz) = ———, z e R\ {km, k € Z};
(i8) (a*) =a" Ina,a>0,a# 1,z €R;
[9) () = e

1
(i10) (log, x)" = T %> 0,a#1,x>0;

1
(i11) (Inz) = T 0;

1
(i12) (arcsinz) = ——, |2 < 1;
V1—2?
—1
(i13) (arccosz) = Vi-z2' lz| < 1,
(114) (arctg:n), = m, xT € R,
i15) (arcctg z) = —1 eR
( g

N 1+x2’x
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Pokazacemo da je (z3)" = 322. Neka je f(x) = 2°. Tada je

_ 3_ .3 3 2 2 3.3
fz) = lim f(x+h) f(ac):h]m (x+h)’—x i © +3z°h + 3zh® + h° —x
h—0 h h—0 h h—0 h
3x2h + 3xh? + h3 . h(3z% + 3zh + h?) 322+ 3xh + h? 9
= lim = lim = lim = 3x”“.
h—0 h h—0 h h—0 1

Pokazimo da je (sinz)’ = cosz. Uzmimo da je f(z) = sinzx.

, . sin(z +h) —sinzx . sinxzcosh +sinhcosx — sinx
fl(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h

. —(1—cosh)sinz+sinhcosz . —2sin’*2sinz +sinhcosz
= lim = lim

h—0 h h—0 h

~ sin? % sin x . sinhcoszx
= —lim —5—— + lim ————
h—0 5 h—0 h

sin h
h

(Sl

) ) % sin2
= —sinz lim 5
h—0 (ﬁ)
2

+ cosx lim
h—0

= —sinz-(0-1)+cosz-1=cosx.

int
Ovde smo koristili da je }in& —SI? =1lidajel—cosa = 2sin?(a/2).
—

Pokazacemo jo$ da je (Inz) = %, x > 0. Neka je f(z) = Inz, tada je

. In(@+h)—lnz  InZh ln(l—i—ﬁ) _ In(1+2)

(@) o0 h ho h o0 h 0 $%
1 In(1+2) 1
= —lim n(h+w) —.
T h—0 n €T
In(1+1)

Ovde smo koristili da je lim =1
t—0

t
Vazna osobina svake diferencijabilne funkcije u tacki z = zg je da je ona i neprekidna u
toj tacki. Naime, ako je funkcija diferencijablina u z = x, tada je

iy o S (@o+ ) — f(xo)
f(zo) = lim Y

h—0

)
a treba da pokazemo da vazi neprekidnost u x = xg, odnosno

lim f(z) = f(zo) & lim f(wo+z—m0)= f(z0) & lim f(zo+h) = f(z0),

T—x0 r—x0—0

kada uvedemo smenu z — xg = h. Naime,

h) —
tim (7o + ) — f(a0)) = lim FEOEP 2T 3 iy pian =0,
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Obrnuto ne mora da vazi, odnosno pronaci ¢emo funkciju koja je neprekidna u tacki x = xg,
a nije diferencijablina u toj tacki. Pokazactemo da je funkcija

z, x>0,
—x, x <0,

) = el = {
neprekidna u z = 0, a da nije diferencijabilna (slika 5.3).

y
A

f(x)=—x,x<0| f(x)=x,x>0

» X

0l f(0)=0

Slika 5.3: Grafik funkcije f(z) = |z|.
Potrazimo levu i desnu grani¢nu vrednost u tacki « = 0.

lim f(z)= lim (—z) =0, li%l+f(x): lim z=0.

z—0— z—0— z—0t

Dobijeno je da je lim,_,o- f(z) = lim,_,o+ f(z) = 0 = f(0) ¢ime je pokazana neprekidnost u
tacki x = 0. Proverimo sada i diferencijabilnost u istoj tacki. Vazi

04+ h)— f(O h) — f(0 —h—0
g0 = i TEEETO — i T i 28— i (1) =1
i
by e JO+FR)—fO) o f(W)—f0O) . h—0 .
£ = i T s Ty S s =

Zbog f'(0) # f1.(0), jasno je da prvi izvod u tacki = 0 ne postoji pa posmatrana funkcija
nije diferencijabilna u toj tacki.
5.2 Diferencijal funkcije

Neka je funkcija f diferencijabilna na intervalu (a,b). Neka x,x + h € (a,b). Tada vazi

o)t LEE D) = I

h—0 r+h—x

Sa z + h —x = h = Az obelezicemo prirataj argumenta, a neka je Ay = f(x + h) — f(x)
prirastaj funkcije. Sada je

. Ay . Ay . Ay— fl(z)Az
/ ! —
fl(x) = A19161@10 Ay & Alglcm0 <—x f (:E)) =0 Alglcmo . = 0.
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Odavde sledi da je
Ay — f(z)Az = p(Az)Az,

gde je lim ¢(Azx) = 0. Dakle,
Az—0

Ay = fl(z)Az + p(Ax)Ar = Ay ~ f'(x)Ax,

kada Az — 0, odnosno, prirastaj funkcije y = f(z) u tacki x priblizno je jednak f’'(z)Axz
(videti primer 5.2.1 i tabelu 5.1) ili
Ay
! ~ <
Primer 5.2.1 Odrediti prirastaj funkcije y = 22 za Az € {0.1,0.01,0.001,0.0001} u tacki
x =11 uporediti Ay/Az sa f'(z).

Resenje. Jasno je da je f'(x) = 2z i da je f'(1) = 2. Pogledati tabelu 5.1.

Tabela 5.1: Prirataj funkcije y = 22 u tacki z = 1 za Az € {0.1,0.01,0.001,0.0001}, Ay/Az
i f'(x).

v Az Ay=(z+Ar)? -2 Ay/Az  f'(x)
1 0.1 0.21 2.1 2
1 0.01 0.0201 2.01 2
1 0.001 0.002001 2.001 2
1 0.0001 0.00020001 2.0001 2

Ovim dolazimo do definicije diferencijala funkcije.

Definicija 5.2.2 Neka je f diferencijabilna funkcija i neka je sa dr = Ax obeleZen priraStaj
argumenta (odnosno diferencijal argumenta). Diferencijal funkcije y = f(z) je dy = f'(x) dz.

Na slici 5.4, dy jednako je rastojanju izmedu tacaka D i C, dok je prirastaj funkcije Ay
jednak rastojanju izmedu tacaka A i C.

Primer 5.2.3 Odrediti diferencijal funkcije y = sinz + 2°.
Resenje. Kako je f(x) = sinz +2° i kako je f/(x) = cosz +5z*, tada je dy = (cos x + 52*) dz.

5.3 Geometrijska interpretacija prvog izvoda

Da bismo objasnili geometrijsko tumadcenje prvog izvoda, posmatrajmo funkciju f kao na
slici 5.4.
Neka je h > 0 (analogno se tumadi i za h < 0) i na z-osi nanesimo x i x4+ h. Time su odredeni
f(z) 1 f(x + h). Prirastaj argumenta obelezi¢emo sa Ax = (x + h) — x = h, a priradtaj
funkcije sa Ay = f(x + h) — f(z). Tatka A na slici 5.4 ima koordinate A(x + h, f(z + h)),
tacka B(z, f(x)), a C(z+h, f(z)). U trouglu AABC ugao ZABC obelezi¢cemo sa «. Tada je

t a——|AC|—&
YT 1BC| T A
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Y ¥D
A

dy
S(x+h) y=f(x)

Ay=f(x+h)-f(x)
B o

S ) [ C
Ax=x+h—-x=h=dx
N/ B
0 X xX+h > X

Slika 5.4: Geometrijsko tumacenje prvog izvoda.

Kada h = Az — 0, tada se tacka A krece po grafiku funkcije f ka tacki B, prava koja prolazi
kroz tacke A i B (seica) postaje tangenta funkcije f u tatki x, a ugao « tezi uglu 3:

Ay
tgB= lim tga= lim —= = f/(x).
8= Jimgteo = lim 5, =F@)
Dakle, prvi izvod funkcije f u tacki x jednak je tangensu ugla koji zaklapa tangenta grafika
funkcije f u tacki x sa pozitivnim delom z-ose. Sada je jasno da se jednacina tangente grafika
funkcije f u tacki (xg, yo) moze zapisati kao t : y —yo = f'(x0)(z — z0), a jednacina normale
u (2o, y0) je n: Yy —yo = — oy (z — w0), f'(wo) # 0, gde je yo = f(zo) (slika 5.5).

Slika 5.5: Tangenta (t) i normala (n) na grafik funkcije f u tacki (zo,yo).



146 Glava 5. Izvod funkcije

Primer 5.3.1 Odrediti jednac¢inu tangente i normale funkcije f(r) = 22 u tacki (1, f(1)).

Resenje. Kako je f(1) = 1, tada je tacka (zo,y0) = (1,1). Dalje je f'(z) = 2z, pa je
f'(xg) = f'(1) = 2. Jednacina tangente je

try—1=2x—-1)=y=22-1,

a normale

1 1 3
n:y 2(3; )=y 2x+2,

§to je prikazano na slici 5.6.

y=x

Slika 5.6: Tangenta (t) i normala (n) na grafik funkcije f(z) = 22 u tacki (1,1).

=1.

e’ —1
Primer 5.3.2 Dokazati grani¢nu vrednost lim
z—0 x

Resenje. Potrazimo po definiciji prvi izvod funkcije f(x) =a* zaa > 01ia # 1.

_ fle+h)—flx) . a"th—a®  a” d"—a"
/ —_— = _—— —_—
fla) = Jim h = im )
a® (ah — 1) . a1
L R
Odavde sledi da je
a —1 ah —
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Posmatrajmo sada tabelu 5.2 u kojoj su dati koli¢nici (a® — 1)/h za a = 2 i a = 3 za razlicite
vrednosti h kada h — 0.

Tabela 5.2: Koli¢nici (a® —1)/h za a = 2 i a = 3 za razli¢ite vrednosti h.
h 2" -1)/h (3"-1)/n
0.1 0.71774 1.16123
0.01 0.69556 1.10467
0.001 0.69339 1.09922
0.0001 0.69317 1.09867
0.00001  0.69315 1.09862
1(0) = 0.693 1.099

Dakle, sigurno postoji neki broj a izmedu 2 i 3 tako da je f/(0) = 1. Taj broj je nazvan broj
e §to znaci da je za a = e (slika 5.7)
h

1:f'(0):lime = fl(z)=€"-f'(0)=¢"-1=¢€",

$to dalje implicira da je od svih eksponencijalnih funkcija, jedino kod funkcije f(x) = e*,
tangenta na grafik te funkcije u tacki (0,1) sa x-osom zaklapa ugao od 45 stepeni ili 7/4
radijana (f(0) = e = 1).

\
=

T

Slika 5.7: Funkcija f(z) = -

i njeno ponasanje kada x — 0.

5.4 Osnovna pravila za nalaZzenje prvog izvoda funkcije i izvoda
viSeg reda

Sva osnovna pravila za izvod funcije dokazuju se pomocu definicije prvog izvoda.

e Pravilo za izvod konstanta puta funkcija: (c¢- f(z))' = ¢- f'(z), c-konstanta

(C‘f(aj)),:}Lig%)c.f(a:—kh}z_c-f(a;) :C'}Ligbf(x—i_h}z_f(x) e fa)
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Primer 5.4.1 Koris¢enjem pravila za (¢ - f(x)) moZzemo izracunati da je:

(1) (bsinz) =5 (sinz) =5cosx,

(i) (=3Inz) = -3 (Inz) = —% ,

jii) (2arctgz) = 2 (arctgz)’ = :
(73i) (2arctgx) (arctg x) 22

e Pravilo za izvod zbira/razlike: (f(z) + g(x)) = f'(z) £ ¢ ()

(f(z+h) £ g(x+h) - (f(z) £ g(z))

(f(x) £g(x))" = lim

h—0 h
i G ) — F@) & (gl + h) — g(a)
h—0 h
_ o St = f) gt h) —g(x)
N ’lllgb h iflg%) h

= [lx)+g'(2).
Primer 5.4.2 Kori§¢enjem pravila za izvod zbira/razlike mozemo izracunati da je:

(1) (e 4 cosz) = (e*) 4 (cosx) = e* —sinz,
2 1
(i) (2tgz—arcsinz+523) = 2(tgx) — (arcsinz)' +5(z) = - + 1522,

cos?2x /1 — 22
5 _ _ 5
(iid) (Va3 4 3% — 2 +10)" = (&%) + (3%) = 5(z™1) + (10) = g:p 2/5 4 3% In3+ =

e Pravilo za izvod proizvoda: (f(z)-g(z)) = f'(z) - g(z) + f(z) - ¢ (x)

(F@)- @)y = lim 2EEM g@th) = f@) 9(z)

h—0 h

f($+h)'9(w+h)—f(w)'9(w+}fl)+f(w)'9(w+h)—f(w)'9(90)

= lim
h—0

g(z +h) —g(z)

. fx+h) = f(x) .
= lim N ~g(a+h) + f(z) - lim

= fi(x)-g(@)+ f2)- g (2).

Primer 5.4.3 Kori§¢enjem pravila za izvod proizvoda dobijamo da je:

. 1 x
(i) (2%-log, z)" = (22) -log, z+x2-(log, x)' = 2z-log, x+$2-m = 2z-log, x+m )

1
(i) (ctgz-e”) = (ctgz)-e"+ctga-(e”) = —5—-e"+ctgr-e” =e” <ctg:1: -— > :
Sin- T S
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e Pravilo za izvod koli¢nika: f(x))l = I'@)-9() — 1(@) -g'(x)
9(x) 9*(x)
/ flzth)  f(z) fa+h)g(x)—f(z)g(z+h)
<@ ) _ g SEHR) T 6@ 9@+ h)g(@)
g9(z) h=0 h h—0 h

o S W) — F@)g(e) — f@gle+ ) + F@)(a)
h—0 hg(x + h)g(x)

. f(l‘+h})l—f( ) (z) — f(z) g(z+h)—g(z)
h—0 g(z + h)g(x)

_ f@)-g(@) — f(x) - g'(x)

9*(x)

Primer 5.4.4 Kori§¢enjem pravila za izvod koli¢nika imamo da je:

4 _cosz - 4x3 —x sinx —4 cosx

($4)2 8 0 ’

(i) <cosx)/ _ (cosz)'z? —cosz(z?)  —sinz-z
1
T

(1)

<ex - 3\/E>’ (e® +3yx) Inz — (e* + 3y/x)(Inz)

Inx (Inx)?

(em + %) Inz — (% +3y/z)2

In?

x 2\/x

e (ln:n— l) + ilnx—(&%
In?x )

e Pravilo za izvod slozene funkcije: (f(g(z)) = f'(g9(x)) - ¢'(z). Ako obelezimo sa Ag =
g(z + h) — g(x), tada je

(f(g(x))" = lim

h—0 h

_ o JY@) +Ag) — flg(x)  Ag
h—0 Ag h

_ iy TW@) +Ag) — f(9(2)) g(z +h) —g(@)
h0  g(x+h) —g(x) h

= f'(9(z)) ¢ (2)
Primer 5.4.5 KoriS¢enjem pravila za izvod slozene funkcije dobijamo:

(i) (sin(bz))" = cos(5x) - (5z)' =5 cos(bx),
(i1) (e3%) = €37 . (32) =337,
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1 2019 2018
. 2019\ & o (.2019y _ MR
(117) (arcsin(z™”)) = T ) (@) = T — L1038

2019 arcsin?18

V1—22 ’

(i) ((arcsinz)?°1?) = 2019 (arcsin 2)?9'8 . (arcsin x)’ =

1 2x €T
v \/1"‘.’1'2,:7' 1—'—,’1’2,: = ,
() ( ) 2v1 + 22 ( ) 2V1+ 22 V1+a2

< . 2 )’ 1 ( 2 )’
arcg ) = 2' )
1—=x 1+<212> 11—z

1—x
B 1 5 o'(1—2?) —2(1 — 2?)
E—— (-2
_ 1 1-(1—2?) -2 (-22)
R e (1—22)?
(1—=2)2
B (1 —22)2 1— 2?4222
B 1—222 + 2% + 422 (1 —22)?
B 1+ 22 B 1+ 2 2
1+222 424 7 (1+22)2 1422

Izvod inverzne funkcije

Potrazimo izvod inverzne funkcije (definicija inverzne funkcije data je u uvodu ovog
udzbenika). Neka je y = f(x) diferencijabilna na nekom intervalu (a,b) i neka je f~! njena
inverzna funkcija. Tada je i f~!(y) = z takode diferencijabilna na tom intervalu i vazi

o) =1(f@) =2 = (fT'(f@)) =1= () (f@) f2)=1

(FY (@) = 2 - (5.2)

Primer 5.4.6 Dokazati tabli¢ni izvod funkcije arcsin x.
Resenje. Ako je f(x) = sinz, tada je f~'(x) = arcsin . Sada, po formuli (5.2) ima¢emo

1 1 1 !
f'(f~Y(x))  cos(arcsinz) /T —(sin(arcsinz))? V1 — a2

Koristili smo da je sin® o + cos? a = 1.
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Primer 5.4.7 Dokazati tabli¢ni izvod funkcije arctg x.

Resenje. Ako je f(x) = tgx, tada je f~1(x) = arctg z. Sada, po formuli (5.2) ima¢emo

COS2 arctg xr
(f_l(x))/ = W = COS2(aI‘Ctgx) = ( tg )

cos?(arctg x) + sin?(arctg z)

1 1 1

cos?(arctg ) + sin(arctgz) ] + (tg(arctg 33‘))2 = 1+ 227

cos?(arctg z) cos2 (arctg z)

Analogno se dokazuju i tabli¢ni izvodi za funkcije arccos z i arcctg x.

Logaritamski izvod

A sada potrazimo logaritamski izvod. Neka su h(z) i g(x) dve diferencijabilne funkcije na
intervalu (a,b). Ako se trazi prvi izvod funkcije f(x) = h(x)?®) tada se mogu i leva i desna
strana logaritmovati i onda primeniti formulu za izvod sloZene funkcije.

f(x) =h(z)9® = Inf(zr) =Inh(z)9® = Inf(z) = g(z) Inh(z)
= (Inf(2)) = (g(z) Inh(x))

f'(x)
f(z)

= ¢'(z) Inh(z) + g(z) (In h(z))’

= fa) = 1(0)- (o) mata) + 9(0) 1)

Primer 5.4.8 Nadi prvi izvod funkcije f(z) = a”.

Resenge. Dakle, ponavljanjem postupka opisanog odmah pre ovog primera, imacemo

/(=)
f(x)

Primer 5.4.9 Nadi prvi izvod funkcije f(x) = (Inx)sn?.

flz)=2"=Inf(z)=chz=

= <lnx+x'é> = f(z) =2" (Inz + 1) .

Resenje. Sada je

. 1 1
In f(z) =sinz In(lnz) = f'(z) = (Inz)™"" <cosa: In(Inz) +sinz - s E) .

Prvi izvod funkcije date u parametarskom obliku

Podsetimo se (poglavlje 2.5) da je funkcija y = f(z) dok = € (a,b), u parametarskom
obliku data sa z = ¥(t), y = ¢(t), za t € (t1,t2). Ako su ¢(t) i y = ¢(t) dve diferencijabilne
funkcije na intervalu (¢1,t3), tada je izvod funkcije f, zadate u parametarskom obliku, dat sa

_ 40
0

fe(x(t)) , Vi) #0,t € (t1,12).
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Naime,

_dy g _ Y
de 4 2/(t)°

f'(x)

Primer 5.4.10 Odrediti prve izvode parametarski zadatih funkcija:
(a) z(t) = 3sint, y = 2sin2t, t € (0,27),

(b) z(t) = 16sint, y = 13cost — 5cos 2t — 2cos 3t — cos4t, t € (0,7),

Resenje.
(a) Kako je 2/(t) = 3cost, y = 4cos2t, tada je

fita(e) = 5=

3cost

(b) Sada je 2/(t) = 48sin®tcost, y' = —13sint + 10sin 2t + 6sin 3t + 4sin 4¢, te je

—13sint + 10sin 2t + 6sin 3t + 4 sin 4¢
48 sin? t cos t ’

5.4.1 Izvodi viSeg reda

Pretpostavimo da funkcija f ima prvi izvod f’ na intervalu (a,b), odnosno, pretpostavimo
da je f diferencijabilna na tom intervalu. Neka tacka z¢ € (a,b).

Definicija 5.4.11 Drugi izvod funkcije [ u tacki xg je izvod funkcije f'(x) u tacki xq, ako
postoji, i obelezava se f"(xq).

Analogno se definisu i treéi, éetvrti,..., n-ti izvod funkcije f u tacki zp i oznacavaju se sa
(o), fD (x0),.., f) (), redom.

Primer 5.4.12 Odrediti od prvi, drugi, tredi i ¢etvrti izvod sledec¢ih funkcija:
o f(x) =523 222 +6x -8, x €R.

Resenge.
f'(z) = (52® — 222 4 62 — 8)' = 1522 — 42 + 6

f"(x) = (1522 — 4z 4 6)' = 30z — 4
f"(x) = (30z — 4)" = 30

FW (@) = (30 =0
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o f(z) = In(3z+2) — _2m+%,x6(—2/3,0)u(0,—|—oo).

Resenge.
fl(ax) = (1 3z +2) — %) +2e—2x %
F( ):<3x+2+2e_2x—i2> 3x+2 46—2x+%
fW(@) = <ﬁ 82 %)l _ (3;4%2)4 e 4 i_g

Primer 5.4.13 Odrediti n-te izvode sledec¢ih funkcija, n € N:
o f(z)=¢€",zeR.

Resenge. Koristedi tabli¢ni izvod funkcije f(z) = e* jasno je da je f/(z) = f/(x) = -+ =
™) (z) = e*, za svaki realan broj z i svako n € N,

o f(z)=sinz, z € R.

Resenje. Imamo da je f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, f¥(z) = sinz,
fO)(z) = cosz = f'(x),..., tako da se svaki Cetvrti izvod ponavlja. Neka k € Ny iz € R,
tada je

FEFD () = cosz, fFHFD(z) = —sinz, FU) (@)= —cosz, fOH)(z) =sinz.
o f(z)=cosz, x € R.

Resenje. Sada je f'(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, f"(z) = sinz, f®(z) = cosz,
fO)(z) = —sinz = f'(z),..., tako da se, opet, svaki Cetvrti izvod ponavlja. Neka k € Ny
ixeR, tada je

FEFD () = —sinz, fH*D(2) = —cosz, fHF)(z) =sinz, fOH) () =cosz.

. f(a;):%,xe]R\{O}.

Resenje. Prvi izvod je f'(x) = _iz? drugi f(z) = %, f"(z) = _F’ FB(z) = iﬁ,...,
paje f0(z) = (1" le,neN v e B\ {0},

o f(x)=In(l+2x), z € (—1,+00).
Resenje. Sada je f'(x) = —. ['(0) =~ 1@ = o SV =

(n—1)!

ey P2 je f(2) = (—1)n_1m,

S 1 .
CEEL neN ze(—-1,+00)
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Aproksimacija drugog izvoda funkcije

Cesto je u numerickoj analizi potrebna aproksimacija izvoda funkcije. Videli smo kako
se aproksimira prvi izvod funkcije, a sada objasnimo aproksimaciju drugog izvoda. Neka je
funkcija f dva puta diferencijabilna na intervalu (a,b). Neka x,2 + h € (a,b). Tada vazi

f'@+h) - f'(x)

1/ _ :
fla) = Jim h
f@+2h)—f(z+h)  flz+h)—f(z)
= lim h h
h—0 h

fz+2h) =2 (z+h)+ [ (x)

= h
o f@ ) —2f @t h) + (@)

Ako obelezimo sa (Ax)? = h?, a sa A%y = f(z +2h) — 2f(z + h) + f(z), tada je

oy = i %Y (A% )
1@ =g i o i, (5 @) =0

APy — f(x)(Ax)?
Ao, (Ax)?

Odavde sledi da je
A’y — f"(a)(Az)? = w(Ax)(Az)?,

gde je lim w(Ax) = 0. Dakle,
Az—0

A%y = f"(2)(Ax)® + w(A)(Aa)? = A%y ~ f(2)(A)?,

kada Az — 0 (videti primer 5.4.14 i tabelu 5.3), odnosno

A%y

f”(ﬂf) ~ (Am)2 .

=0.

Primer 5.4.14 Za Az € {0.1,0.01,0.001} odrediti A%y, A%y/(Ax)? funkcije y = 2® u tacki

x =11 uporediti sa f”(x).
Resenge. Jasno je da je f'(x) = 322, f"(x) = 6x i da je f(1) = 6.

Tabela 5.3: A%y i f”(z) A%z funkcije y = 23 u tacki z = 1 za Az € {0.1,0.01,0.001}.

T (Az)? A?y=(x+2A2)3 - 2(z + Az)® + 23 Aly/(Azx)? ()
1 1072 6.6-1072 6.6 6
1 107 6.06 - 10~* 6.06 6
1 1076 6.006 - 1076 6.006 6
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5.5 Zadaci za vezbu

Odrediti prve izvode sledec¢ih funkcija:
1. y=ax* —5cosz+6e*. (y = 232%% + 5sinz + 6e?)
2. y=x —sinzcosz. (y'zl—cos2x+sin2:1:)

Inz p 1

Y = ————3)

Y ~ 2(1 —Inx)?

" 1-Inz

Odrediti prve izvode slozenih funkcija:

B /| sin2z , ctg(2x)
4 y=ln 1 —sin2x’ v = (1 —sin(2a:)))

1+zx 1
5. = In [ arct (Y =
4 < g(l—x)) y (1+:E2)arctg%f—§)

6. y=axsin(3z)Inz. (v =sin(3z)Inz + 3z cos(3z) In x + sin(3z))

7. y=In <€2x + Vet + 1>. (v = 2 )
Vet +1
8 y=@22-3)° (= (> —3)" (In(z? - 3) + 227 )
' ' 2—3

°

y=a"" (y =2t <lnx I 5))
x
Odrediti izvod inverzne funkcije ako je:
10. y=vz+3. (y) =2(x -3))

11 y=a234+6. (y ) = m)

12 y=e () = )

x
Odrediti izvod funkcije date u parametarskom obliku:

13, x(t) =3(t —sint),y(t) = 3(1 — cost), t € (0,2m). (fL(x(t)) =sint/(1 — cost))

14. x(t) =4cos®t,y(t) = 4sin®t, t € (0,7/2). (f.(x(t)) = —sint/cost)
15. w(t) = £+ 3¢, y(t) = gﬂ —6tte R (f(2(t)) = (t—2)/(2 +1))

Odrediti prvi, drugi i treéi izvod sledec¢ih funkcija:

-5 —925 —375
16, y=v3—bz. (f = —— o = — — =
Y (y s Y T 1 e vi=g (3_5x)5)
2 — 3 11 66 594
17. y= e = =
Vcar YV e Y T Y T Gt
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18.

19.

20.

Odrediti jednacine tangente i normale na grafik f(1) = 22 + 2z — 3 u tacki A(1, £(1)).
(t:y=4dx—4,n: y=—x/4+1/4)

Odrediti prirastaj funkcije y = 2% za Az € {0.1,0.01,0.001} u tacki = 2 i uporediti
Ay/Az sa f'(x).

Za Az € {0.1,0.01,0.001} odrediti A%y, A2y/(Az)? funkcije y = 22 — 1 u tacki z =11
uporediti sa f”(z).



GLAVA DO

Primena izvoda funkcija

U ovoj glavi bi¢e date osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una. Detaljno je ispitano pet
funkcija. Da bi studenti mogli da razumeju reSenja vecine zadataka, moraju najpre da se dobro
upoznaju sa elementarnim funkcijama. Za odredivanje definisanosti, ponasanja na krajevima
intervala definisanosti i asimptota funkcija, studenti treba dobro da ,vladaju” odredivanjem
znaka izraza i Lopitalovim pravilom. Cesto se koristi znak kvadratnog trinoma i ¢injenice da
a-bia/bimaju isti znak, da x i 2° imaju isti znak, itd. Odredivanje znaka izraza posebno je
vazno pri ispitivanju lokalnih ekstrema, prevojnih tacaka, intervala monotonosti i konveksnosti
i konkavnosti funkcija.

6.1 Teoreme o srednjoj vrednosti izvoda

Naredna teorema ( Teorema Ferma') daje potreban uslov za postojanje ekstremne vrednosti
funkcije u tacki u kojoj postoji izvod funkcije.

Teorema 6.1.1 Neka funkcija f : [a,b] — R i neka postoji tacka ¢ € (a,b) u kojoj postoji
1'(¢) i u kojoj funkcija dostiZe nagmangu ili najveéu vrednost na nekom intervalu unutar (a,b).

Tada je f'(c) =0.

Dokaz. Neka funkcija f u tacki ¢ dostize najmanju vrednost (analogno se pokazuje ako
dostize najvecu vrednost). Tada je f(x) > f(c), « € [a,b], a odatle i f(z) — f(c) > 0. Ako je
x > c, tada je x — ¢ > 0 pa je

fz) = f(e)

Tr—cC

>0, z€(cb. (6.1)

Posto postoji f'(c), to znaci da je f (c) > 0 zbog (6.1). Ako je z < ¢, tada je x — ¢ < 0, pa je

fz) = f(e)

< 2
119 <0, wefae), (6.2

'Pjer de Ferma (1601-1665) - pogledati poglavlje 9.6
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a to znadi da je f’ (c) <0 jer vazi (6.2). Dakle, f'(c) = 0. O

Veoma je vazno §to tacka c pripada otvorenom intervalu (a,b) u teoremi 6.1.1. Da je u pitanju
zatvoreni interval, tada, kao §to se vidi na slici 6.1, najmanja vrednost funkcije je u tacki b, a
jasno je da je f'(b) # 0.

[
-

S
S(x)
S

Slika 6.1: Ilustracije Fermaove teoreme 6.1.1.

Dovoljne uslove za postojanje tacke ¢ za koju je f’(c) = 0 daje Rolova® teorema.

Teorema 6.1.2 Neka je funkcija f neprekidna na [a,b] i diferencijabilna na (a,b). Neka vazi
da je f(a) = f(b). Tada postoji tacka 6 € (a,b), tako da je f'(0) =0 (slika 6.2).

Dokaz. Iz neprekidnosti na zatvorenom intervalu sledi da postoje dve tacke u kojima funkcija
dostize svoju minimalnu i maksimalnu vrednost (tvrdjenje 4.4.3). Neka su to tacke vy i s,
redom. Ako se te tacke poklapaju sa krajevima intervala, tada je f(v1) = f(12), a to znadi da
je f konstantna funkcija na [a, b], pa je za svako z € [a,b], f'(x) = 0. Ako, recimo, v € (a,b),

kako je f diferencijabilna na (a,b), po teoremi 6.1.1 sledi da je f'(v5) =0 =0 = vs. O
y
A
/6) y=/@
fa)=f(b)
o a 0 b >

Slika 6.2: Ilustracije Rolove teoreme 6.1.2.

“Migel Rol (1652-1719) - pogledati poglavlje 9.9
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Navedimo i Lagranzovu? teoremu.

Teorema 6.1.3 Neka je funkcija f neprekidna na |a,b] i diferencijabilna na (a,b). Tada
postoji tacka 0 € (a,b) (slika 6.3), tako da vazi

b) —
o) = (@)~ fla) - LD )
Jasno je da je neprekidna na [a,b] i diferencijabilna na (a,b). Vazi i g(a) = g(b) = 0 pa su
zadovoljeni uslovi Rolove teoreme 6.1.2. Dakle, postoji 8 € (a,b) tako da je ¢’(6) = 0. Kako
je
J@) = ) - LU
£(8) ~ fla) £(8) ~ f(a)
/ o _ —J\a / . —J\a
0=y(6) = (o) - 0T g - =
O

S ()
AC)

Slika 6.3: Tlustracija Lagranzove teorema 6.1.3.

Napomena 6.1.4 Rolova teorema je specijalni slucaj LagranZove teoreme o srednjoj vrednosts
izvoda kada je f(a) = f(b).
3Zozef Luj Lagranz (1736-1813) - pogledati poglavlje 9.14
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6.2 Tejlorova i Maklorenova formula

Tejlorova* i Maklorenova® formula su znacajne pri aproksimaciji funkcije polinomom. Fo-
rmule sadrze i gresku aproksimacije tako da se aproksimativni polinom moze odrediti ako je
unapred zadata tacnost.

Posmatrajmo prvo polinom

Pu(z) = an(x — 20)" + ap_1(x — a:o)"_l + - Fag(r — x0)2 + ai(x — z9) + ag, (6.3)

zaa; €R,i=0,1,2,...,n, x,z9 € R. Odredimo sada P(x), P'(zq), P"(xg),..., P (xg).
Tada je P(x¢) = ag,

P(z)=nap(x —z0)" '+ (n—1)an_1(x—20)" 24+ 2as(x — 29)* +ay,
pa je P'(zg) = a;. Dalje,
P'(z)=n(n—1Dap(x —20)" 2+ n—1)(n—2)an_1(z —x0)" >+ +2-1ay,

te je P"(xg) = 2! ag. Ako nastavimo postupak, dobijamo P®)(zq) = klag, k = 3,4,...,n. To
znadi da se svaki koeficijent polinoma (6.3) moze zapisati kao ag = P(z9) i

P®) (g
ap = %, k=1,2,...,n.
Dakle,
P P P(")
P,(z) = P(zo) + ﬁo) (x —z9) + %(m —x0)® + -+ %(m —x0)".  (6.4)

Izraz (6.4) naziva se Tejlorov polinom n-tog stepena polinoma P(x) u tacki xg. Odredimo
sada Tejlorovu formulu za proizvoljnu funkciju f.

Teorema 6.2.1 Neka funkcija f ima neprekidne izvode sve do reda n na intervalu [a, b i neka
postoji Y na (a,b), n € N. Tada za svako x € [a,b] vazi Tejlorova formula

_ e+ T ey @) ey @™
@) = @)+ (@ = ) (@) + g )+ 0 a) 4 S (),
gde postoji tacka 6 € (a,x) za koju vazi 0 =a+v(r—a), 0 <v < 1.

Polinom
x —a)? x—a)"
Pu(e) = f(a) + (@ — ) (@) + T a4 o
naziva se Tejlorov polinom n-tog stepena za funkciju f u tacki a, a
_ (z—a)"t! (n+1)

naziva se greska aproksimacije ili ostatak.

“Bruk Tejlor (1685-1731) - pogledati poglavlje 9.11
Kolin Makloren (1698-1746) - pogledati poglavlje 9.12
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Napomena 6.2.2 Tejlorova formula je uopstenje LagranZove teoreme jer zamn =0 12z = b
V0L

fb)=fla)+(b—a)f'(F), a<<b.

Tejlorov razvoj funkcije f u okolini tacke xo dobija se direktno iz Tejlorove formule, uz
uslov da ostatak R, tezi nuli kako se povecava stepen Tejlorovog polinoma. Naime, ako su
tacke x,zo € (a,b), tada vazi

o " (x_$0)k ($—l‘0) n
f(z) —f(%)*‘;Tf(k)(fﬂo)‘i'Wf( ) ( )5

Ry

gde je 0 = xg + v(x — xp), 0 < v < 1. Specijalno, ako je zo = 0, tada dobijamo Maklorenov
razvoj funkcije f u okolini tacke xg =0

n+1
(k €z (n+1) _
+Zk,f ) O, o= o<,

Primer 6.2.3 Koriste¢i primer 5.4.13, odrediti Maklorenove polinome za funkcije: (i) f(z) =
e®, (i) f(x) =sin x, (i11) f(z) =cos z, (i) f(x) =1In (x 4+ 1) i odrediti ostatke.

Resenge.
(i) Kako je f'(z) = --- = f("*(z) = e® zasvako z € R, tadaje f/(0) = --- = fM(0) =’ =1
i ft)@)=e?, §=vx,0<v <1 Postojei f(0) =e® =1, tada je
o n xk N xn—l—l o
— kT (n+1)!
odnosno
2?2 23 z"
e’ =ldat ot gptod ot R,
3! n!
gde je
R xn—i—l e
" (n+1)!

za 0 < v <1izasvako z € R.

(77) Ako je f(x) =sin z, tada je f(0) =01
f(4k+1) (0) =1, f(4k+2) (0) =0, f(4k+3) (0) =-1, f(4k+4)(0) =0,

za k € Ny, pa je

n 2k+1 2n+2 (2 + 2)
T z n T
i = B LI G Y o e
S kZ_O( Parry tY (2n+2)!sm<m+ 2 > ’
odnosno
3 5 p2n+1

sin t =x — g—ka——'—(—l)nﬁ—FRgn_i_l,
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gde je

p2nt? 2n +2)m
Ropg1 = (1) G2 >

7(271 +2)! sin (Vﬂ: + 5
zal<v <l zelR
(737) Neka je f(x) = cos z. Tada je f(0) =11

FAFV0) =0, fUR0) = -1, fU©0) =0, FHED0) =1,
za k € Ny, pa je

n 2k 2n+1 (2
x x n+ 1)
cos T ,;_0( ) 0! +(—1) Gn ) cos <1/x+ s > ;
odnosno ) . )
B x T n T
cos w =1 gt gr — o D gy + fn
gde je

n g2l 2n+ 1)m
Ry, = (—1) +17(2n 1) cos (u:p + 7( ) >

zald<v<l zekR

(iv) Za f(z) =In(z+ 1) vazi f(0) =01
Foy=1, f0)=-1, f"0)=2, fH0)=-6,....,f0) = (-1)" ' (n—1),

|
i f(n+1)(9) — (_1)n(y$fﬁ, 0<v<l zeR. Sadaje
n k n+1
. k—1T n x
In(zx+1) = kZ(—l) i (k—1!+ (1) (n+ D)l(va + 1)n+1 n!
=1

n k n+1

= YT )
k

(n+1)(ve 4+ 1)nt+1”’

odnosno ) 5

I R N R

In(x+1) == 2—|—3 +(-1) n—l—Rn,
gde je
. xn—i—l
R —
n=(=1) (n+1)(ve 4+ 1)ntt

za 0 < v <1

Primer 6.2.4 Odrediti e* za = 1 tako da je |R,| < 0.01 (ta¢na prva cifra iza decimalne
tacke) koriste¢i Maklorenov razvoj.

Resengje. Posmatrajmo primer 6.2.3 pod (7). Primetimo da je za z = 1, R, = m e’ a
posto je 0 < v < 1, tada je
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Odredi¢emo n € N tako da vazi

3
< 0.01,
(n+1)!
a to je n =5, jer je G = 0.0042 < 0.01. Dakle,
1 1 1 1
el 11+ - +3' + — +§~271667 (e ~ 2.71828).

Primer 6.2.5 Odrediti In(z + 1) za z = 1 tako da je |R,| < 0.0001 (tacne prve tri cifre iza
decimalne tacke) koriste¢i Maklorenov razvoj.

Resenje. Posmatrajmo primer 6.2.3 pod (iv). Sada je za x = 1,

1
(n+1)(v+ 1)’

Rl = [(=1)"

a posto je 0 < v < 1, tada je

Ryl = 1 _ 1
" tn+ D)+ D) T n+1

Odredi¢emo n € N tako da vazi

1
—— < 0.0001 = n+1> 10000 = n > 10001,
n+1

a to je n = 10002. Dakle,

1 1 1 1
2~ 1~ oty = o~ oo ~ 0.693097 (In2 =~ 0.693147).

6.3 Lopitalovo pravilo

Lopitalovo® pravilo koristi se pri odredivanju grani¢nih vrednosti oblika,

i 78 @)

r—a g(gj) r—too g(:p) ’

kao i grani¢nih vrednosti koje se mogu svesti na prethodne dve.

Teorema 6.3.1 1) Neka su funkcije f i g dve diferencijabilne funkcije na intervalu (a,b)
osim mozda u tacki ¢ € (a,b). Neka vaZi i

— obe funkcije teZe ili nuli ili u beskonacno kada x — c,
— g (@) #0, 3 #c,

/
— postoji lim (@)
a—e g'(x) |

5Gijom de Lopital (1661-1704) - pogledati poglavlje 9.10
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x
Tada postoji © granicna vrednost lim ACO R
z—c g(gj)

2) Neka su funkcije f i g dve diferencijabilne funkcije na intervalu (a,+o00) (analogno za
(—o00,b)). Neka vazi jos i

— obe funkcije teZe ili nuli ilv w beskonacno kada x — 400,

- (@) #0, z € (b+00),b>a,

!/
x
— postoji lim I )
z—+oo ¢/ ()
o . o f@)
Tada postoji © granicna vrednost lim 1 vazi
z—+oo g(x)

lim M: lim f(z)
e ga) T et gla)

Primer 6.3.2 Odrediti sledec¢e grani¢ne vrednosti pomoc¢u Lopitalovog pravila:

2 _
o Oblik , 27, Odrediti lim ©—2
0 z—3 r— 3

Resenge.
_ (2*=9) 2w
23y T~

. x22-9
paJeili)% po— = 6.

n

o Oblik ,227. Odrediti lim ——, n e N.
oo

rz—+oo el

Resenge. Kako je (z)™ =n!i (e*)(®) = e* posle n puta primene Lopitalovog pravila

imacemo
ny’ ny"’ n\(n) |
i E g W g WO
T—+00 (ex) T—+00 (ex) T—+00 (ex)(") z—+oo el
Coat
odakle sledi lim — =0.
r—+o00 et
) T 1 1
e Oblik ,,00 — 00”. Odrediti lim — .
z—2\In(z —1) =x—2
Resenge.
lim 1 1 T (a:—2)—ln(a;—1).
z—2 \In(z —1) x -2 z—2 (x—2)In(z —1)
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0
Poslednji izraz je, ponovo, ,,6”, pa je

lim

(1- ﬁ)/ P
72 <ln(x — 1) 4 22

= lim =—.
/ 1 1
) 22 g+ oo 2

Sledi da je i pocetni limes jednak 1/2.

o Oblik ,0-00”. Odrediti lim (z —1)-In(z —1).

r—1t

Resenge. Pretvorimo u oblik ,,—”. Naime,
00

| -1
lim (z —1)-In(z — 1) = lim %,
r—1t z—1t m
pa je sada

1 _ 1 !/ L
lim (In( ,)) = lim x_ll =— lim (z—1) =
rz—1+ (L) z—1t =172 rx—1+

z—1

Dakle, i pocetna granic¢na vrednost je jednaka 0.

e Oblik ,0°. Odrediti lim z5™*.

z—0t

Resenje. Koristeci ideju predlozenu kod logaritamskih izvoda, imac¢emo

Inx

. ; . lim
. . sinz . Sot T
lim 2% = lim ™" = lim fMrhe — o sz .
z—07+ z—0+ z—0+
Sada je
1 . . .
(Inz) I = . sin? z I sin x . sinx
7 = Him —5= = — lim = — lim - lim =-1-0=0.
z—0t (—) z—0t TenZa z—0+ T COS T z—0t T r—0T COS T
sSin T

Kona¢no refenje je lim 2517 = ¢ = 1.
z—0t

o Oblik ,00". Odrediti lim .

Tr——+00
Resenge.
. 2 . 2 . 2lna
lim e™** = lim ez™® = lim e «
r——+00 r——+00 r—-+00
Sada je
2
) 2Inz)’ . =
lim ( ) = lim £ =0,
x—+00 (x)’ z—+oo 1
. . 2 0
paje lim z= =¢ =1.

T—+00
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2z+1
o Oblik ,1°°". Odrediti lim <x+2> .

Tr—+00 €T
Resenge.
2x+1
lim <$ i 2> — lim e(ZetDn=E
r—r+00 x r—r+00
Sada je
x4+ 2 In 2£2
lim (2z+1)In 2 lim z
Tr—+00 X rT—+o00 ——
2x+1
i ovo je oblik ,,2”. Primenimo Lopitalovo pravilo.
(1nx_+2)' _z_ (fc_+2)’ z_ =2 (22 +1)2
. . +2 . +2 2 .
mgg—loo 1m T xllg-loo m— 72x - mgg—loo i72 — = z—+00 x(x + 2)
2x+1) (2z+1)2 (2z+1)2

. dx? + 4z + 1
= lm — =4
z—too 124+ 2%

)

' 3 - . x4+ 2 2z+1 .
pa je konacno reSenje lim =e".
T——+00 X

6.4 Monotonost i ekstremne vrednosti funkcije

U poglavlju 2.1 definisani su lokalni i globalni ekstremi funkcije, kao i monotonost funkcije.
Sada ¢emo te pojmove povezati sa prvim izvodom funkcije. Naime, neka je funkcija f
neprekidna na zatvorenom intervalu [a, b] i diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b). Tada

e ako je f/(z) > 0 za z € (a,b), tada je funkcija f monotono rastu¢a na intervalu [a, b],
e ako je f/(z) < 0zax € (a,b), onda je funkcija f monotono opadajuca na intervalu [a, b] .

Primer 6.4.1 Odrediti intervale monotonosti za f(z) = 2.

Resenje. Jasno je da je f'(z) = 2x i da je za x < 0, f’(z) < 0 pa je tada f monotono
opadajuca (obelezavacemo sa f \) na intervalu (—oc,0). Ako je z > 0, f'(x) > 01 tada je f
monotono rastuca (obelezava¢emo sa f ) na intervalu (0, +00).

Definicija 6.4.2 Neka f : D — R gde je sa D obelezen domen funkcije f. Tacka c € D naziva
se kriticna tacka funkcije f ako je f'(c) = 0 ili ako funkcija f w toj tacki nije direfencijabilna
(f'(c) ne postoji).

Na osnovu Fermaove teoreme 6.1.1 sledi da, ako je funkcija neprekidna na intervalu (a, b)
i ako ima lokalni minimum ili maksimum u tacki ¢ € (a,b), tada je ¢ kriti¢na tacka funkcije.
Da li je u pitanju lokalni minimum ili maksimum mozemo odrediti na dva nacina:

1. Neka je f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] i diferencijabilna na otvorenom
intervalu (a,b). Neka c € (a,b).

— Ako je f'(¢) < 0za x € (¢ —6,¢) C (a,b), f'(c) >0 zax € (c,c+0)C (a,b), tada
je tatka (c, f(c)) lokalni minimum, za neko § > 0.
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— Ako je f'(¢) >0zaz € (¢c—d,¢) C (a,b), f'(c) <0zazx € (c,c+0) C (a,b), tada
je tatka (c, f(c)) lokalni maksimum, za neko § > 0.

Dakle, ako prvi izvod menja znak u okolini tacke ¢, ima¢emo lokalni ekstrem.

2. Neka je f dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b) i neka ¢ € (a,b). Ako

je f'(c) =01 ako je

— f"(¢) > 0, tada funkcija f u tacki (¢, f(c)) ima lokalni minimum,

— f"(e) < 0, tada funkcija f u tacki (¢, f(c)) ima lokalni maksimum.
Ako je f”(¢) = 0 tada su potrebna dodatna ispitivanja. Naime, neka je f 2n-puta
diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b), n € N, i neka ¢ € (a,b). Ako je f'(c) =
f"(c)=---= f@=D(c) =01 ako je

— f@")(¢) > 0, tada funkcija f u tacki (¢, f(c)) ima lokalni minimum,

— f@")(¢) <0, tada funkcija f u tacki (¢, f(c)) ima lokalni maksimum.

Primer 6.4.3 Odrediti lokalne ekstreme funkcije f(z) = 2> — 322 koriste¢i oba nacina.
Resenje. Prvi nacin. ReSavanjem jednacine
fllx)=0=322—6x=0=3z(x—2) =0,

zaklju¢ujemo da su stacionarne tacke x = 0 iz = 2. Kako jeza z <0, f'(x) > 0= f 7 za
O<z<2 fll2)y <0= fNjizaxz>2 f'(x) >0= f /sledi da su tacke T1(0, f(0)) =
T1(0,0) i T»(2, f(2)) = T2(2, —4) lokalni ekstremi funkcije f i to tatka T} je lokalni maksimum,
a T3 lokalni minimum (slika 6.4).

Slika 6.4: Grafik funkcije f(z) = 2® — 32?2 sa lokalnim maksimumom u 7} i lokalnim minimu-
mom u 15.

Drugi nac¢in. Odredimo i drugi izvod funkcije f(z) = 23 — 322.
f"(z) = (32% — 62) =62 —6,

paje f(0) = —6 < 0177(0,0) je lokalni maksimum, a posto je f(2) =6 > 0, tada je T1(2, —4)
lokalni minimum.
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Primer 6.4.4 Odrediti lokalne i globalne ekstremne vrednosti (ako postoje) za funkciju f(x) =
23 — 322 a) na celom skupu R, b) na intervalu [—1,1], ¢) na intervalu [—0.5,4].

Resenge.

a) Uradeno je u primeru 6.4.3. Tacka 77(0,0) je lokalni maksimum, a T5(2, —4) lokalni
minimum. Funkcija nema ni globalni minimum ni globalni maksimum na skupu R.

b) Naintervalu [—1, 1] funkcija ima lokalni i globalni maksimum u 73 (0, 0) i lokalni i globalni
minimum u tacki (-1, f(—=1)) = (=1, —4).

c) Na intervalu [—0.5,4] funkcija ima lokalni maksimum u 77(0,0), globalni maksimum u
tacki (4, f(4)) = (4,16) i lokalni i globalni minimum u tacki T»(2, —4).

6.5 Konveksnost i konkavnost grafika funkcije

U ovom poglavlju prvo ¢emo da definiSemo konveksnost i konkavnost grafika funkcije, a
nakon toga povezati ih sa drugim izvodom funkcije.

Definicija 6.5.1 Neka je funkcija [ diferencijabilna na intervalu (a,b). Grafik funkcije f je
konveksan ako za svako ¢ € (a,b) i za svako x € (a,b) \ {c} vazi

f(x) > (),
a konkavan ako je
f(@) <wyi(z),

gde je yi(x) = f(c) + f'(c)(x — ¢) tangenta grafika funkcije y = f(x) u tacki (c, f(c)). Ako je
grafik funkcije f konveksan (konkavan) na intervalu (a,b), kaZemo da je funkcija konveksna
(konkavna) na tom intervalu (slika 6.5).

Y Y
A A
yt = p
y=f(x) y,
y=f& 0 P(e, f(c))
1) Ple. /()
e - > X S — > X
a) b)

Slika 6.5: Konkavnost (a)) i konveksnost (b)) grafika funkcije f.

Sada ¢emo povezati drugi izvod funkcije sa konveksnoséu i konkavnoséu funkcije. Naime,
neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na intervalu (a,b).

e Ako za svako z € (a,b) vazi f”(z) > 0, onda je funkcija f konveksna na tom intervalu.
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e Ako za svako z € (a,b) vazi f”(z) <0, tada je funkcija f konkavna na tom intervalu.

Postavlja se pitanje $ta ako je f”(z¢) = 0. Pre nego $to damo odgovor, defini§imo prevojnu
tacku grafika funkcije.

Definicija 6.5.2 Neka je funkcija f neprekidna na intervalu (a,b) i diferencijabilna w tacki
¢ € (a,b). Tacka P(c, f(c)) je prevojna tacka grafika funkcije f ako postoji & > 0 tako da je
funkcija f na intervalu (¢ — d,c¢) konveksna, a na (c,c + §) konkavna ili da je na intervalu
(¢ —9d,¢) konkavna, a na (c,c+ 0) konveksna (slika 6.6).

Y y
A A
y=r(x)
P
e A0 i e,/ (e))
5 5 5 > X
y
1 A
y=f(x)
o P(e, f(e))
S(e) S
y=/(x)
5 : > X 0 c >

Slika 6.6: Prevojne tacke funkcije f.

Povezimo sada prevojnu tacku sa drugim izvodom funkcije.

Teorema 6.5.3 Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki ¢ € (a,b) i ima drugi izvod na
intervalu (a,b) osim moZda u tacki c. P(c, f(c)) je prevojna tacka grafika funkcije f ako vazi:

o ["(x) >0,z € (c—46,¢)C(ab)if'(x) <0, z€ (c,c+9)C (a,b) ili
o () <0,z€(c—4d,¢) C(ayd)if’'(r) >0, z€ (c,c+0) C(a,b), za neko d > 0.

Dakle, drugi izvod u okolini tacke ¢ menja znak. Ako funkcija f ima neprekidan drugi izvod
na intervalu (a,b), tada je potreban uslov za postojanje prevojue tacke P(c, f(c)) da vazi
f"(c) =0. A ako jo$ u okolini tacke ¢ drugi izvod menja znak, tada iz definicije prevojne tacke
sledi njeno postojanje.

Primer 6.5.4 Odrediti prevojne tacke funkcije f(r) = 2% — 322.
Resenje. Kako je f'(x) = 322 — 6x, tada je f”(r) = 62 — 6 = 6(x — 1). Refavanjem jednacine

f"@)=0=6(z—-1)=0=>z=1,
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zakljucujemo da je tacka x = 1 kandidat za prevojnu tacku grafika funkcije. Kako je za x < 1,
f'(x) < 0,azaxz>1, f'() > 0, sledi da je tacka P(1, f(1)) = P(1,—2) prevojna tacka
grafika funkcije f (slika 6.7).

6.6

Primer 6.6.1 Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) =

Slika 6.7: Prevojna tacka P(1,—2) grafika funkcije f(z) = 2> — 322

Primeri detaljno ispitanih funkcija

x
o244

Resenge.

Domen. Pogto je u imeniocu 22 + 4 > 0 za svako x € R, sledi da je D = R.

Nule. f(x) =0= 2z =0.

—x B r
(—z)2+4 2244
odnosno grafik funkcije ¢e biti simetrican u odnosu na koordinatni pocetak. Tada se
moze ispitivanje obaviti samo za x > 0, ali zbog kompletnosti, ispitivanje ¢emo uraditi
za svako x € D.

Parnost i neparnost. f(—x) = —f(x), pa je funkcija neparna,

Zmak funkcije. Formira¢emo tabelu u koju unosimo domen i nule funkcije.

(_0070) (07 +OO)
x — +
?+4 4 +
f(z) - +

Dakle, f(z) > 0za x € (0,+00), a f(z) < 0zax € (—00,0).

Asimptote. Kako je domen funkcije skup realnih brojeva, sledi da neprekidna funkcija
nema vertikalnih asimptota. Posto je stepen polinoma u brojiocu manji od stepena
polinoma u imeniocu, funkcija ¢e imati samo horizontalnu asimptotu.

1

. . x . +
lim = lim ———< = lim 7 =07,
zotoo 24+ 4  zotoo g (x + E) z—too 1 + -
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pa je y = 0 horizontalna asimptota kada x — +oo.
o Monotonost i ekstremne vrednosti.
a) Potrazimo prvi izvod funkcije.

f,(x):x’(:n2—|—4)—:n(x2+4)’:$2+4—x-2x:x2+4—2x2: 4 — 22
(o2 + 1) @FIT T @rAr  (@rap

b) Potrazimo sada nule prvog izvoda f'(z) = 0 = 4 — 2?2 = 0 = 2 = £2 i to su
kriticne tacke.

¢) Odredimo sada znak prvog izvoda, ekstremne vrednosti i intervale monotonosti.
Formiramo tabelu u koju unosimo domen i nule prvog izvoda.

(—00,—2) (—2,2) (2,40)

4 — g? — + -
(22 4 4)* + + +
f'(=) - + -

f(z) R /! N

Dakle, u tacki T1(—2, f(—2)
u tacki T2(2,f(2)) T>(2,
flz) \yzax e (—o0,—2) U (

) = T1(—2,—1) funkcija ée imati lokalni minimum, a
) lokalni mak51mum Dalje f(z) /S za xz € (—2,2), a
2, +00).

o Prevojne tacke, konveksnost 1 konkavnost.
a) Potrazimo drugi izvod funkcije.

(4 —22) (2% +4)% — (4 — 22)((2? + 4)?)

() (a2 + 4)1
22?44 - (4—2?) - 2(2 4+ 4) 22
B (x2 +4)4
@44 (20 +4) —dx (4 - 1?))
B (2 +4)*
=22 — 8z — 16z +42°  22° —24u
B (22 4 4)3 B (22 4 4)3
2z (2 —12)
NGET

b) Potrazimo sada nule drugog izvoda f"(z) =0 =222 -12) =0=>2=0,2 =
+2+/3 i to su kandidati za prevojne tacke funkcije.
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¢) Odredimo sada znak drugog izvoda, prevojne tacke, konveksnost i konkavnost.
Formiramo tabelu u koju unosimo domen i nule drugog izvoda.

(—00,—2v3) (=2v/3,0) (0,2v3) (2V3,+0)

2z + +

z? —12 + - - +
(2° +4)° + + + +
f"(x) - + - +
f(z) -~ — ~ —

Dakle, u tackama P;(—2V/3, f(—2V3)) = P;(—2V3, —g), P5(0, £(0)) = P»(0,0) i

P3(2V/3, £(2V/3)) = P3(2V/3, %), funkcija ima prevojne tacke. Dalje, funkcija je

konveksna (—) za z € (—2v/3,0)U(2v/3, +00), a konkavna (—~) zaz € (—o00, —2v/3)U
(0,2v/3).

o Grafik ispitane funkcije. Pogledati sliku 6.8.

Y
A
04}
T,
P
02} 2
y=0
| | | | | |
_15 ~10 _5 ofP, 5 10 5 =X
P 02
7
0.4

Slika 6.8: Grafik funkcije f(x) = ﬁ gde je: x = 0 je nula funkcije, T1 (-2, —%) - lokalni

minimum, 75(2, 1) - lokalni maksimim, Pl(—2\/§,—§), P5(0,0) i P3(2V/3, g) su prevojne
tacke. Horizontalna asimptota je y = 0.
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Primer 6.6.2 Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) = li :
nzr

Resengje.

e Domen. Funkcija Inz je definisana za x > 0. Funkcija f(z) je definisana za svako
x € RY za koje vazi Inz # 0=z # 1 paje D = (0,1) U (1,+00).

e Nule. f(x) =0 jedino ako je brojilac jednak nuli, ali x = 0 ¢ D pa funkcija nema nula.

x
e Parnost i neparnost. f(—x) = , a to nije ni f(z) ni —f(x) pa funkcija nije ni

In(—x)

parna ni neparna.

o Znak funkcije. Formira¢emo tabelu u koju sada unosimo samo domen jer funkcija nema

nula.
(0,1) (1,400)
T + +
Inz — +
flz) - +

Dakle, f(z) >0 za x € (1,+00), a f(z) <0zax € (0,1).

e Asimptote. Potrazimo horizontalnu asimptotu i to samo x — 400 jer, zbog domena, ne
mozemo traziti i kada © — —oo. Podsetimo se da vazi

Iim Inx = +oc0.

Tr—r—+00
Dakle,
/
1
lim Lo lim (2) = lim == lim z =400,
z—+ooInx  z—+4o00 (Inz)  a—+oo 1 5%

T

primenom Lopitalovog pravila (u pitanju je izraz ,,22”), pa ne postoji horizontalna asimp-
tota kada © — +o00 (potrazi¢emo onda kosu asimptotu kada x — +00). Kosa asimptota,
ako postoji, oblika je y = kx + n, k # 0. Odredimo sada k.
T T 1
k= lim M: lim — = lim — =0,
T—4o0 X z—+oo xlnxr  z—+oolnx

pa ne postoji ni kosa asimptota. Preostalo je da jos ispitamo postojanje vertikalne
asimptote. Posto je

lim Inx =—-0c0 1 lim ln:z:in,
z—0t z—1
tada je
. x . 1 + A _ . T . . €T
lim —=lim ([z-— ) =0"-00=0", Ilm — =—-00, i lim — =+o0,
z—=0+t Inx  z0+t Inz z—1- lnx a—1+ Inx

sledi da je prava x = 1 vertikalna asimptota, a x = 0 nije. PonaSanje funkcije kada
x — 07 vidi se na slici 6.9 - uvecani kvadrat.
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o Monotonost i ekstremne vrednosti.

a) Potrazimo prvi izvod funkcije.

F(z) = (i)': (z)Inz—z(nz) hz—z -1 lna:—l'

Inx In?x N In2 2z  In?ax

b) Potrazimo sada nule prvog izvoda f'(z) =0=lnz—-1=0=>hz=1=z=c¢li
to je jedina kriti¢na tacka.

c¢) Odredimo znak prvog izvoda, ekstremne vrednosti i intervale monotonosti. Formi-
ramo tabelu u koju unosimo domen i kriti¢ne tacke.

(0,1) (1,e) (e,+o0)

Inz—1 - — +
In?x + + +
f'(z) - - +

fl) NN\ /!

Dakle, u tacki Ti(e, f(e)) = Ti(e,e) je lokalni minimum. Dalje, f(z) 7 za = €
(e,400), a f(x) \yzaz € (0,1)U(1,e).

o Prevojne tacke, konveksnost 1 konkavnost.
a) Potrazimo drugi izvod funkcije.

<lnaj - 1>/ _ (nz-1)In*z — (Inz — 1) (In*z)’
B Inz

f(x) =

In2z

L%z —(Inz—1)-2lnz- 3 _%lnx(lnx—2(lnx—1))

T T

Inx Inx

Inz —2Inx +2 _ 2—Inz
x In®z  rlnfz

b) Odredimo sada nule drugog izvoda.

ff2)=0=2-lnr=0=Inz=2=z=¢>.

¢) Odredimo i znak drugog izvoda, prevojne tacke, konveksnost i konkavnost. Formi-
ramo tabelu u koju unosimo samo domen i nulu drugog izvoda.

(0,1) (1,€?) (€%, +o0)
2—Inx + + —

T + + +
In®z - - -
T
fle) ~  ~— -

Prevojna tacka je Pi(e?, f(e*)) = Pi(e?,%)). Funkcija je konveksna (—) za & €
(1,€?), a konkavna (—~) za z € (0,1) U (e?, +00).
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o Grafik ispitane funkcije. Pogledati sliku 6.9.

D

Slika 6.9: Grafik funkcije f(x) = li gde je: T (e, e) - lokalni minimum, Py (e?, %) je prevojna
nw

tacka. Prava x = 1 je vertikalna asimptota.

Primer 6.6.3 Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) = (z + 2) es .

Resenge.

e Domen. Funkcija je definisana za svako z € R\ {0} jer se u e=, z nalazi u imeniocu
eksponenta.

e Nule. Posmatrana fukcija ima nulu u x = —2 §to sledi iz f(z) = 0 = 42 = 0. Funkcija
er > 0 za svako € D.

e Parnost i neparnost. f(—x) = (—z + 2) e=F = —(x—2) e w ¢ {f(x),—f(x)}, tako da
funkcija nije ni parna ni neparna.

o Znak funkcije. Formira¢emo tabelu u koju unosimo domen i nulu funkcije.

(—00,—2) (—2,0) (0,+0)

T+ 2 - + +
1

ex + + +

f(z) - + +

Dakle, f(x) >0 za z € (—2,0) U (0,+00), a f(z) <0 za z € (—o0, —2).
e Asimptote. Potrazimo prvo horizontalnu asimptotu. Podsetimo se da vazi

. 1 ) . 1
lim - =0% i lim ez = =1.
r—too r—to0
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Dakle,

lim ($+2)6% = +o0,
x—rFo0

pa ne postoji horizontalna asimptota. Kosa asimptota, ako postoji, oblika je y = kx +n,
k # 0. Odredimo sada k.

f(x) (x+2)ex +2
k= lim 1 = gy T gy TS 1121
r—t+oo I r—+o00 €T r—t+oo I
ZakljuCujemo da je k = 1. Odredimo i n.
n= lim (f(z)—kz) = lim ((w+2)e%—az>: lim <x (e%—1)+2e%>
r—+00 r—+00 r—+o00
-1
= lim x(e%—1)+2 lim e%: lim € T + 2
r—+o00 r—Fo00 r—to00 =
/
(6% - 1) _iz ei
= 24 lim ~——2 =24 lim —2
r—+oo (l) r—Foo — =
X X

— 94 lim er =24+ =2+1=23.

r—7F00

Funkcija ima kosu asimptotu y = x 4+ 3 kada * — £oo. Preostalo je da jo§ ispitamo
postojanje vertikalne asimptote kada z tezi 0 sa leve i sa desne strane. Podsetimo se da
vazi
1 1
lim — =—-o00, lim — =400, lim er =0 i lim e3

= +OO s
z—0— T z—0t T z—0~ z—0t

pa je

8=

lim (z+2)ex =2-0=0 i lim (z+2)e

z—0~ xz—07F

pa sledi da je prava = 0 vertikalna asimptota samo kada x — 0T,

o Monotonost i ekstremne vrednosts.

a) Potrazimo prvi izvod funkcije.

fl(z) = ((x+2)e%)/ = (a:—|—2)’e% + (z+2) (e%>/: er +(g;+2)e% . <__>

b) Potrazimo nule prvog izvoda f'(z) =0 =2’ —2 —2=0=z= —1,2 =21 to su
kriticne tacke.
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¢) Odredimo sada znak prvog izvoda, ekstremne vrednosti i intervale monotonosti.
Formiramo tabelu u koju unosimo domen i kriti¢ne tacke.

(_007_1) (_170) (07 2) (27+OO)
e + + + +
R ) + - - +
z? + + + +
['(z) + — — +
f(x) / h h /

1
Dakle, u tacki 71 (-1, f(—1)) = T1(-1, E) lokalni maksimum, dok jeu T5(2, f(2)) =

T(2,4v/e) lokalni minimum. Dalje, f(z) / za x € (—oo, —1) U (2,+00), a f(z) \
zax € (—1,0)U(0,2).

e Prevojne tacke, konveksnost 1 konkavnost.

a) Potrazimo drugi izvod funkcije. Uradimo prvo pomo¢ni izvod koji ¢e nam biti
potreban kasnije.

(M)’ (@? — 2 — 2)a? — (2% — 2 — 2)(a2)

2 xt

2z —1)2?— (2> —2-2) -2z
4

203 — 2 — 223 + 222 + 4
4

X

2?44z z(x+4) z+4
= = — = :

3

= —4e%(—:172—|—x+2+:172—|—4:1:)
x
1 1

= e (50 +2).
¢ (5x +2)

b) Nula drugog izvoda se dobija iz bx +2=0=z = —% i to je kandidat za prevojnu
tacku.
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¢) Odredimo sada znak drugog izvoda, prevojne tacke, konveksnost i konkavnost.
Formiramo tabelu u koju unosimo domen i jedinog kandidata za prevojnu tacku.

(_007 _%) (_%7 O) (07 +OO)

e + + +
S5x + 2 - + +
xt + + +
f"(z) - + +
Prevojna tacka je P; (—%,f (—%)) =P <—%, 5628\/5). Funkcija je konveksna (~—)
za x € (—2,0) U (0, +00), a konkavna (—~) za x € (—oo, —2).
o Grafik ispitane funkcije. Pogledati sliku 6.10.
y
A
10
ST y=x+3
oL T,
4,
2 —
| /.Tl\iﬁ | | [
/2 0 2 4 o
2L
x=0

N
S
3=

cl s
d

25 /2 ~15 1 —05

F=0.2

—0.4

Slika 6.10: Grafik funkcije f(z) = (z +2) e gde je: = —2 nula funkcije, 71 (—1, 1) - lokalni

maksimum, T5(2,4+/¢e) - lokalni minimum. Prevojna tacka je P <—%, 5628\@). Prava z =0 je

vertikalna asimptota kada z — 07, a y = x + 3 je kosa asimptota.
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eSC

x—1"

Primer 6.6.4 Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) =
Resenje.

e Domen. Funkcija je definisana za svako z € R za koje vazi xt — 1 # 0 = x # 1 pa je
D =R\ {1} = (—o0,1) U (1, +00).
e Nule. Posmatrana fukcija nema nula jer je e* > 0 za svako x € D.
e ” 1

e Parnost i neparnost. f(—x) = 1= T ¢ {f(z),—f(x)}, tako da funkcija

nije ni parna ni neparna.

o Znak funkcije. Formira¢emo tabelu u koju unosimo samo domen.

(—o0,1) (1,400)

e’ + +
z—1 — +
flz) = +

Dakle, f(x) > 0za z € (1,400), a f(z) <0 za x € (—o0,1).

o Asimptote. Potrazimo horizontalnu asimptotu i to posebno kada x — 400 i kada z —
—o0. Podsetimo se da vazi

lim e* =+oc0, lim e*=0.
Tr—r—+00 T—r—00
Dakle
’ e:l: (e:c)/ e:l:

xEToog;‘—l :xkr—lr—loo(gj—l)/ ZIEIEOOT:—{_OO’

primenom Lopitalovog pravila (izraz ,3:”), pa ne postoji horizontalna asimptota kada

x — +oo (potrazicemo onda kasnije kosu asimptotu kada x — +o0). U preostalom
slu¢aju imacemo
. e’ . 1
lim = lim —— =0,
z——o0x — 1 T—+00 e—w($ — 1)

odakle sledi da je y = 0 horizontalna asimptota kada * — —oo i tada nema i kosu
asimptotu kada r — —oo.

Potrazimo kosu asimptotu. Odredimo prvo k.

. T . e* . e* . er
k= lim & = lim = lim = lim — =400
T—+00 I zo+oo 22 — x—+oc0 20 — 1 x—+00 2

nakon dve primene Lopitalovog pravila. Sledi da ne postoji kosa asimptota kada x —
+o00. Preostalo je da jo§ ispitamo postojanje vertikalne asimptote. Posto je

T T

lim = —00, lim =
z—1- T —1 r—1+t T —1

+00,

sledi da je prava x = 1 vertikalna asimptota.
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o Monotonost i ekstremne vrednosti.

a) Potrazimo prvi izvod funkcije.

f,($):<i>’:(ew)’(x—l)—ew(a;—l)’_em(x—l)—em e® (z —2)

z—1 (z — 1)2 T @12 (@-1Z

b) Potrazimo i nule prvog izvoda f'(z) =0 = x—2=0= 2 = 21 to je jedina kriti¢na
tacka.

¢) Odredimo sada znak prvog izvoda, ekstremne vrednosti i intervale monotonosti.
Formiramo tabelu u koju unosimo domen i kriti¢ne tacke.

(—o0,1) (1,2) (2,400)

e’ + + +

T —2 — — +
(z—-1* 4+ + +
f'(=) - +

f(z) hY h /

Dakle, u tacki T1(2, f(2)) = T1(2,€?) je lokalni minimum. Dalje, f(z) / za x €
(2,400), a f(x) \yzaz € (—o0,1) U (1,2).

o Prevojne tacke, konveksnost 1 konkavnost.

a) Potrazimo drugi izvod funkcije. Pogto je
€ (x—2)) =) (x-2)+e"(x—2) =" (x—2)+e" =€ (z—1),
tada je

e (z—2)\ e (x—2))(z—1)% —e* (z —2)((x — 1)2)
i) = < ( )> _ (e )'( ()a;—1)4( )(( )7)

e“(z—1)((z-1?-2(@x—-2) € (a?—22+1-2z+4)

(x—1)1 N (x —1)°

e’ (22 —4z+5) € (z—2)%+1)

@-17 T~ @-1p
b) Kako je brojilac drugog izvoda veci od nule za svako = € D, sledi da nema kandidata
za prevojne tacke (f”(z) #0, z € D).

¢) Odredimo sada znak drugog izvoda, prevojne tacke, konveksnost i konkavnost.
Formiramo tabelu u koju unosimo onda samo domen.

(—o0,1) (1,400)

e’ + +
(z—2)%+1 + +
(x—1)3 - +
(=) - +
f(z) - —
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Funkcija je konveksna (—) za x € (1, +00), a konkavna (—~) za xz € (—o0, 1).

o Grafik ispitane funkcije. Pogledati sliku 6.11.

y
A
15F
10+
7
5,
y=0
‘ ‘ > X
-5 —4 -3 -2 1T 0 1 2 3 4 5
,5,
x=1
,10,

Slika 6.11: Grafik funkcije f(z) =

e
r—1

xT
gde je: Ty(2,€?) - lokalni minimum. Prava y = 0 je

horizontalna asimptota kada x — —oo, a x = 1 je vertikalna asimptota.

Primer 6.6.5 Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) = /(22 —1)2.

Resenge.

e Domen. Funkcija je definisana za svako x € R, pa je D = R.

e Nule. f(x)=0=2>-1=0=z==+1.

e Parnost i neparnost. f(—x)

= V((—2)2-1)2 = /(22 -1)2 = f(z), pa je funkcija

parna, odnosno grafik funkcije je osno simetri¢an u odnosu na y-osu.

o Znak funkcije. Posto je potkorena veli¢ina kvadrirana, funkcija je stalno pozitivna osim
u tatkama u kojima je jednaka nuli. Znaéi, f(z) > 0za z € R\ {—1,1}, a f(z) <0 za

x €.

o Asimptote. PosSto je domen funkcije skup realnih brojeva, neprekidna funkcija nema
vertikalnih asimptota. Potrazimo horizontalnu asimptotu.

lim /(22-1)2 =
r—*+o00

2 1

r—+00 r—+00 x4

. 4 3 2 1
lim z34/1— =+ — = +00
r—*+o00 x2 x4
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pa horizontalna asimptota ne postoji. Kosa asimptota je oblika y = kx + n, k # 0.
Odredimo k.

3
. x AR VA St o 2 1
k= lim ——~ = lim = lim z3 — =
r—too I r—+o00 x r—+00 x xT

odakle sledi da ne postoji ni kosa asimptota.
o Monotonost i ekstremne vrednosti.

a) Potrazimo prvi izvod funkcije.

b) Potrazimo sada nule prvog izvoda f'(z) =0 = x = 01 to je jedna kriti¢na tacka.
Vidimo da je imenilac jednak nuli u z = *1, pa u tim tackama prvi izvod nije
definisan, odnosno funkcija nije diferencijabilna. Odredimo ponaSanje prvog izvoda

u okolini tacaka r = —11ix = 1.
I I i +
im = —00, im —— =40,
Tz——1- 3\/x2 zo—1+ 322 — 1
li li iz +
im = —00, im ——— = 400,
z—1- 3\/x2 z—1tT 3722 — 1

pa Ce se u tackama x = £1 (druge dve kriti¢ne tacke) pojaviti ,Spic”.

¢) Odredimo sada znak prvog izvoda, ekstremne vrednosti i intervale monotonosti.
Formiramo tabelu u koju unosimo domen i kriti¢ne tacke.

(—o0,—1) (=1,0) (0,1) (1,400)

T - - + +
Vo —1 + - - +
f'(z) — + - +
f(z) N / N /

Dakle, u tackama T7(—1, f(—=1)) = T1(—1,0) i T3(1, f(1)) = T3(1,0) funkcija ¢e
imati lokalni minimum, a u tacki 7%(0, f(0)) = T»(0, 1) lokalni maksimum. Dalje
z

flz) Sfzaxze (—1,0)U(1l,4+00), a f(x) \yzazx € (—o0,—1)U(0,1).
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e Prevojne tacke, konveksnost 1 konkavnost.

a) Potrazimo drugi izvod funkcije.

b)

)

o - (=) <3 ()

=

Q| o~

QO o~

2
4 g2’ -1 4P -3) 4(z? - 3)
3 (22-1)5 9@2-1)35 9¢/(22 1)

Nule drugog izvoda su: f”(z) =0 = 22 —3 =0 = 2 = =v/3 i to su kandidati za
prevojne tacke funkcije.

Odredimo jos i znak drugog izvoda, prevojne tacke, konveksnost i konkavnost.
Formiramo tabelu u koju unosimo domen i nule drugog izvoda i tacke u kojima
drugi izvod nije definisan.

(—OO,—\/g) (_\/gv_l) (_171) (17\/5) (\/gv"’_oo)

22 -3 + - - +
/(22 —1)4 + + + + +
f"(x) + - - - +
f(z) - - - - -

Dakle, Py(—V/3, f(=V3)) = Pi(—V3,V4) i Py(V3, f(V3)) = Pa(V3, V/4) su pre-
vojne tacke. Dalje, funkcija je konveksna () za x € (—o0, —v/3) U (V/3,40), a
konkavna (—~) za z € (—v/3,—-1) U (=1,1) U (1,4/3).
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Grafik ispitane funkcije. Pogledati sliku 6.12.

Slika 6.12: Grafik funkcije f(z) = /(22 —1)2 gde je: = —1 i z = 1 su nule funkcije,
( 3

T1(—1,0) i T3(1,0) - lokalni minimumi, 7%(0, 1) - lokalni maksimim, P; (—v/3,

4)1 Py(V/3,V/4)

su prevojne tacke.

6.7 Zadaci za vezbu

1.

Pokazati da funkcija f(z) = 2* — 222 zadovoljava uslove Rolove teoreme za x € [0,1/2].
Naci odgovarajuce vrednosti 6.

Koji od uslova Rolove teoreme nije ispunjen na intervalu [—m /2, 7 /2] za funkciju f(z) =
| sinz|?

Da li funkcija f(z) = 1 — V22 ispunjava uslove Rolove teoreme na intervalu [—1,1]?

Napisati Lagranzovu formulu i naé¢i odgovarajuce @ za f(z) = 1 — 22 na intervalu [0, 1]
iza f(x) =Inz na intervalu [1,¢].

Koji od uslova LagranZove teoreme nije ispunjen na intervalu [1/e, ] za funkciju f(z) =
|Inz|?

Primenom Lagranzove teoreme dokazati da je sin(x + h) — sinz = hcos#f, gde je z <
0 <x+h.

l1+a 1
< —,a>0.
a

1
Primenom Lagranzove teoreme dokazati nejednakost P <In .
a
Razviti polinom P(x) = 5x% — 3623 + 9922 — 1222 + 57 po stepenima od (x — 2) koristeci
Tejlorov polinom.
(P(z) =1+4+2(x —2) + 3(x — 2)? +4(z — 2)3 + 5(z — 2)%)
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10.

11.

12.

15.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

2/,
25.
26.
27,

Razviti polinom P(z) = 1% —325+1 po stepenima od (x— 1) koriste¢i Tejlorov polinom.
(P(z) = —1—5(x—1)+15(x — 1)2 +90(x — 1)® + 195(z — 1)* +249(x — 1)® +210(z — 1)
+120(z — 1)" +45(z — 1)8 + 10(z — 1) + (z — 1)1°)

Na¢i Tejlorovu formulu n- tog stepena za funkciju y = 23 Inz u okolini tacke zo = 1.

)* 6 (x k=4)! | (=D 6 (z—1)"F! (n—3)!
éy—(x 1)1>+2,<x 124+ -1+ R e e
v <

Aproksimirati funkciju f(z) = tga Maklorenovim polinomom trec¢eg stepena i procenti
gresku aproksimacije za |z < 5. (tgz =2+ 23/3 + R3, Ry < 1/(3-10%))

IzraC¢unati priblizno sin1l pomocéu Maklorenovog polinoma petog stepena za funkciju
sinz. (sinl ~ 0.84)

Aproksimirati funkciju f(z) = v1+2x, z > —1, Maklorenovim polinomom drugog ste-
. L. o . 113
pena i oceniti gresku u intervalu (0, 10) (R2 < 6 (E) )

2 =3zt 4+ 222+ —1

I ti dnost L = li . (L=-2/3
zraCunati graniénu vrednos lim 1213 ( /3)
Inz

[zracunati grani¢nu vrednost L = lim . (L=0)

=0 ctgx

e’ — 2%

[zracunati grani¢nu vrednost L = lim . (L =+4)

T—>+00 x

Izra¢unati grani¢nu vrednost L = lin%) arcsinz - ctgx. (L =1)
T—r

Naci odnos izmedu poluprecnika r i visine H cilindra, tako da njegova povrsina bude
najmanja pri datoj zapremini V.

Zapremina pravilne trostrane prizme je V. Kolika treba da bude ivica osnove da bi
povrsina prizme bila najmanja?

Izmedu svih pravouglih trouglova obima 2s, odrediti onaj ¢iji je poluprecnik upisanog
kruga najvedi.

Od svih pravougaonika datog obima, nac¢i onaj ¢ija je povr§ina maksimalna.
Rastaviti broj 10 na dva sabirka tako da njihov proizvod ima najve¢u mogucu vrednost.

Komad zice ¢ija je duzina a cm, treba podeliti na dva dela, i od jednog napraviti kvadrat,
a od drugog jednakostrani¢ni trougao. Kako treba podeliti zicu da bi zbir povrsina
tako dobijenih figura bio minimalan? (Stranica trougla je 3a/(9 + 4v/3), a kvadrata

V3a/(9 +4v3).)

Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) = (z — 1)%/(z + 1)2.
Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) =2 —2—6/(x —1).
Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) = ez,

Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) =1In((1 —z)/(z + 5)).
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28. Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(x) = ez
29. Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) = (Inz)? — In2?.

30. Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(z) = 2 + In(z? — 1).
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Neodredeni integral

U prethodnom poglavlju se za poznatu funkciju odredivao prvi izvod. Postavlja se pitanje,
da li se moze odrediti funkcija ¢iji je prvi izvod poznat, odnosno, da li se moze odrediti funkcija
F(x) tako da, za poznato f(x), vazi F'(x) = f(x). U ovoj glavi uveden je pojam neodredenog
integrala, date su osobine i nacini reSavanja u zavisnosti od tipa integrala.

7.1 Pojam i osnovne osobine

Definicija 7.1.1 Neka funkcija f preslikava otvoreni interval (a,b) u skup R, odnosno, f :
(a,b) = R. Funkcija F je primitivna funkcija (ili prvobitna) za funkciju f na intervalu (a,b)
ako je

F'(z) = f(x), = € (a,)). (7.1)

Na primer, ako je f(x) = z, tada je jedna primitivna funkcija F(z) = 22/2 jer je

Medutim, i funkcija F(z) = 22/2+1 je takode primitivna funkcija za f(z) = x. Umesto broja
1, moze stajati bilo koja konstanta C, tako da je i F(z) = 2%/2 + C primitivna funkcija za
f(x) = z. Sada dolazimo do pojma neodredenog integrala.

Definicija 7.1.2 Skup svih primitivnih funkcija funkcije f : (a,b) — R na intervalu (a,b) je
neodredeni integral funkcije f na intervalu (a,b) i zapisuje se

/f(a:) de = F(z) + C, z € (a,b), (7.2)

gde je C proizvolyna konstanta.

Veza izmedu neodredenog integrala i izvoda funkcije data je preko slede¢e dve jednakosti
koje slede iz (7.2)

( [ 1@ dw)' — (F@@)+0) = F'(z) = f(x)

187
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/f'(a:) dx = f(z)+ C.

Formirajmo sada tablicu osnovnih neodredenih integrala.

(nil) /dx =z+C;

a+1

(ni2) /azo‘ dx = o +C, o € R\ {—1}. U slutaju da z® nije definisano za = < 0, tada

jednakost vazi za z > 0;

(ni3) /%d$:ln|:n|+0,x750;
(ni4) /sinmdmz—cosx+0;
(ni5) /COSl‘dl‘:Sin$—|—C;

1
(nib) /—2dx:tgx+C, cost #0=x# 5 +km, k €Z;
cos? x

2

1
(niG)/, dr =—ctgx+C,sinx 20 =z # kr, k € Z;
sin”

(ni7) /axda;:a—+C,a>0,a7é1;
Ina

(ni8) /em de = e* + C;

1
(ni9) / 2 dr = arctgx + C}

. 1 1 T
(nil0) /mda;: aarctga—FC, a # 0;

1 1 1+
i) [ ——dr =1
(ni )/1—x2d$ 2n‘1_$

. 1 1
(11112) /m dr = %ln

+C, z# +1;

a-+x

+C,a#0, x# +a;

a—x

dr =In|z + V22 + 1|+ C;

1
nil3 —_—
(nil3) /\/:172—1—1

1
(11114:) /ﬁdx:ln]x—l-\/x2+a2‘+0,a750;
T a

de =ln|z+ V2?2 -1]4+C, |z| > 1;

(nil5

) =
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1
(Ill].6) /ﬁdznzln@—l—\/:E2—a2|+0,a750, |ZE|>CL,

(nil7) x = arcsinx + C, |z| < 1;

| =

d:E—arCSln +C,a#0, |z| <a;

(ni18) / T

(nil9) /sinhazdaz = coshz + C}

(ni20) /cosha;da: =sinhz + C.

Osobine neodredenog integrala su:

o/(af( x—a/f )dz, a € R,

o (@) £g@)do= [ 1@)do [ gla)dn

Primer 7.1.3 Izracunati integral

5
3:E2—4COS$+€:C—2V4ZE3+7> dz .
/( V4 — z2

Resengje. Koris¢enjem osobina integrala i tabli¢ne integrale (ni2), (ni5), (ni8) i (nil8) imacemo

5
322 —dcosx + e — 2V x3+7> dx
/( Va4 — z2
1
=3 x2dx—4/cosxdx—|—/exdx—2/x3/4d:17—|—5/7dx
/ 1/22_552

a3 zatl x
=3 — —4dsinz+e" -2 3 + 5arcsin — + C
3 341 2
7
7
=2 —dsinz +¢* —2- $7+5arcsin§+C

Z

=% —4dsing + &* —? vV +5arcs1n§+C

4

x
——dz.
/:172—1—1 v

Resengje. PokuSacemo jednom transformacijom da pocetni integral svedemo na integrale (nil),

Primer 7.1.4 Izracunati integral



190 Glava 7. Neodredeni integral

(ni2) i (ni9) iz tablice integrala. Naime,

xt 2t —1+1 xr—1 1
dr = —dx = d d
/m2+1 o / 2+1 7 /a:2+1 $+/x2+1 v

2_1 2 1
_ /(m xz)—(jl"‘ )dx+arctgx:/(g;2—1)dx+arctga:

23
= — —zx+tarctge+C.

3
1
——dx.
/ sin?x cos2 x

Resenje. Ovde ¢emo koristiti osnovnu trigonometrijsku jednakost sin? z+cos? z = 1 i integrale
(ni5) i (ni6) iz tablice osnovnih integrala.

1 sin?z + cos? x sin? 2 cos?
SIn~ xr Cos“ T SN~ xr Cos“ T SN~ x Cos“ T SN~ r Cos“ X

1 1
= / 5 d:z:—l—/ dx—tga:—ctgx+0
cos? x sin?

7.2 Metod smene kod neodredenog integrala

Primer 7.1.5 Izracunati integral

Smena kod neodredenog integrala koristi se da bi se poCetni integral sveo na jedan od
tabli¢nih integrala. Neka je F' : (a,b) — R jedna primitivna funkcija za funkciju f, tj,
[ f(z)dx = F(z) + C. Neka dalje funkcija ¢ : (o, 5) — (a,b) diferencijablina na intervalu
(a, 8). Tada vazi

/f dr = {t = o(x), dt = ¢/ (x) dx} = /f F(t) + C = F(6(x)) + C.

Primer 7.2.1 Izracunati integral / dz, a > 0.

x
22 +a?
Resenje. Odgovarajuca smena je t = z2 4 a?, dt = 2z dx = % = xdx. Sada imamo

x _ dt 1 5 B
/$2+a2d$ 5| 7 1]ﬂ|75|‘|'0——hﬂ|517 +a”|+C = —ln(x +ad?)+C

jer je 2% +a® > 0.
. . . T
Primer 7.2.2 Izracunati integral /m dz, a > 0.
2 dt

Resenje. Smena je t = 22 4+ a 5 =xdx, paje

x 1 fdt 1 2! 1 1
—  dr== [ === C=-—=—_+C.
/(:172—|—a2)2 v 2/t2 2 oyi1 " 2 Py
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Primer 7.2.3 Izracunati integral dz, |z| < a, a > 0.

| =

Resenje. Smena je t = a? — 22, dt = —2zxdx = —% = zdx. Sada je

1
x Colfdt Ly, ] t—at! B B SRR
/mdx_ AV 2/1& dt = 2_%+1+C— Vi+C = —+v/a2? — 224C..

Primer 7.2.4 Izracunati integral dz, |z| > a, a > 0.

| =

Resenge. Sli¢no kao i u prethodnom primeru, smena je t = 2% — a?, dt = 2z dx = % = xdx.

Sada je
T dt
/$2_a2d:1: 3] 7 Vi+C =2 —a2+C.

Primer 7.2.5 Izracunati integral dz, |z| < a, a > 0.

1
/a;\/a2—a:2
Resenje. Smena je t = Va2 — 22, paje t? = a®> — 2%, 22 = a® — 12, 2 = Va2 — 12, dx =
—t/Va? —t?dt. Sada je

a—+t
a—1

—t2dt: dt = ——1n

1 1 —t 1 1
- dr = . | — gt =
/ rva? — x? v / Vvaz —t2.t a2 / a? —t2 2a

na osnovi (nil2). Dakle,

e

a++va?— a2

2

1
=——1In

/;dx +C
a —z2  2a '

a—+Va?— 22

Primer 7.2.6 Izracunati integral /tgxdx.

Resenje. Koristicemo definiciju funkcije tgz = sinz/ cos z.

i —dt
/Smxda;:{t:cosx:dt:—sinxdx}:/—d:—ln]t]—FC:—ln]cosa:H-C.
cos T t

Primer 7.2.7 Izracunati integral / Vsinx cos z dx.

Resenje.

(M3

~+

/\/Sinzncosznd:n:{t:Sin$:>dt:cosxdx}:/ﬁdt: +C’:§\/Sin3x+0.

i

1
Primer 7.2.8 Izracunati integral / dz, a # 0.
a

z+b

Resenge.

1 dt 1 fdt 1 1
/ de={t=arx+b=dt =adr = — =dz} = - [ — = —In|t|+C = —In|az+b|+C.
ar +b a a) t a a
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Primer 7.2.9 IzraCunati integral /e“”b dx, a # 0.

Resenge.

1 1 1
/eax+bdx:{t:ax+b:>dt:adx}:—/etdt:—et+C:—e“m+b+C.
a a a

Primer 7.2.10 Izracunati integral /cos(ax +b)dz, a #0.

Resenge.

/cos(a:lH—b) de ={t=ax+b=dt =adz} = %/costdt = %Sint—l—C’: ésin(a$+b)—|—0.

7.3 Metod parcijalnog integraljenja kod neodredenog integrala

Podsetimo se da je pravilo za izvod proizvoda dve diferencijabilne funkcije u(z) i v(x) na
intervalu (a, b)

(u(x)v(z)) = v (2)v(z) + u(z)v'(x).

Ako sada integralimo prethodnu jednakost, dobijamo

/ (u(z)o(@)) do = / o (2)o(z) dz + / w(@) (z) dz,
e u(z)v(x) = /v(x) du(z) +/u(az) dv(zx),

ako izaberemo da je C' = 0 na levoj strani jednakosti. Izrazimo sada jedan integral sa desne
strane, na primer,

/ u(w) dv(z) = u(z)o(z) — / o) du(z).

/udv:uv—/vdu. (73)

Metod parcijalnog integraljenja koristi se tako da povoljnim odabirom u i dv, poCetni integral
u (7.3) [udv bude predstavljen preko jednostavnijeg [ v du.

ili krace

dx.

.. T
Primer 7.3.1 Izracunati integral / 5
cos’x

Resenje. Sada ¢emo za dv izabrati dz/ cos® x jer taj integral znamo da regimo (tablicni je), a
za u biramo z. Tada je v =tgx, a du = dx, pa je, koris¢enjem primera 7.2.6,

/ x2 dx:xtgx—/tgxdx:xtgx—i-ln]cosa:\+C.
cos? x
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Primer 7.3.2 Izracunati integral / dz, a > 0.

2
VaZ — 22
Resenje. Prvo ¢emo 2, koji se nalazi u brojiocu razlomka, napisati kao z - x pa, koristeci
primer 7.2.3, ima¢emo

U=, du = dx,
T-T
1= — 2d:17 =
Va? —x _ _
dv-ﬁdm, v=—Va? — 2
= -z a2—x2+/\/a2—x2dx
2 _ .2

a” —x

N

= —zva?—2%+

= - a2—x2+/a72dx—/x72dx
Va2 — 22 Va2 — 22
= —:E\/a2—:n2—|—a2arcsin%—l—|—20

Ako prebacimo I na desnu stranu dobijamo

1
2] = —x+/a? —x2+a2arcsinE +20=1= 3 (—:17 a? —x2+a2arcsin£> +C.
a a
. . 1
Primer 7.3.3 Izracunati integral /ﬁ dz, a > 0.
(22 + a?)

Resenje. Sada ¢emo brojilac podinegralne funkcije napisati kao (22 4 a? — 22)/a?.

1 (2% +a®—2? 1 % + a? 22
a? (22 + a?)? a (22 + a?)? (22 + a?)?

N

I

1 1

=2 ( / 2y fl)
1 /1

= = <— arctg T Il>
a’ \a a

Resimo sada integral I koriste¢i primer 7.2.2.
- u =z, du = dzx,
Il :/72 N9 de =
(@ +a%) dv = griopde, v=—3 a2

1 +1/ L
- 2 x224+a2 2 :E2+a2$

T 1 +1 ¢ a:+C
= — = . —— 4+ —arctg = )
2 224a? 24 &%
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I 1 /1 ¢ x+:1: 1 1 ‘ x LC 1 x +1 ‘ x LC
- — arc _ — W —————— — —arc — = — arc .
a? \a ga 2a ga 2a2 \ 22 + a2 g

Primer 7.3.4 Izracunati integral /\/ 2?2 — a?dz, |z| > a.

. ) - 2_g2 . .
Resenje. Prvo ¢emo v x? — a?, napisati kao fﬁ, i tada je
7 - a2 / z? / a? d
= _— — a4
V72 — a2 V2 — a2 V2 — a2

= md:ﬂ a’ln|z + /22 — a?|.
2 —a

dr —

11
Sada je, kori§¢enjem primera 7.2.4,
u=r, du = dx,
T-x
A% a;2 — a? B dv = T d — 2 2
V= gmemdr, v=vat—a

= x\/$2—a2—/\/$2—a2d$

= azvVa?—a?2—-1.
Vratimo se na pocetni integral pa je
I=zv22—a?—1—-d’ln|z+ 22 —a?|.

Ako prebacimo I na levu stranu dobijamo

2] = zv/22 — a2 —a®In|z 4+ Va2 — a2 | + 20,
1
I:—(a;\/x2—a2—a21n]a:+\/x2—a2\)+C.

2

Sada ¢emo navesti neka pravila za odabir u i dv.

odnosno

(p1) /:170‘ Inzdx, a # —1. Treba odabrati u = Inx, dv = % dx.

Primer 7.3.5 Izracunati integral /lnazdaz.

Resenge.

_ _1
u=Inz, du=;dz,

/lnxdaz = :azlnx—/x-ldx
dv = dzx, t

V=

= :Eln:n—/dmz:nln:n—x—l—c.
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Primer 7.3.6 Izracunati integral /m2 Inx da.

Resenge.
) u=Inz, du:%daz, 3 31
zlnzdr = :?lna:— ?-—da:
dv = 2%dz, v:%g .
3 1 3 3
= %lnx—g/ﬁdm:?lnx—?—kC

(p2) /x"ex dx, n € N. Sada treba odabrati u = x™, dv = " dx.

Primer 7.3.7 IzraCunati integral /xex dzx.

Resenge.

u =z, du = dx,
/xexdx = :a;ex—/exda::xex—ex—l—C.

dv=e"dx, v=2¢€"

Primer 7.3.8 IzraCunati integral /m2ex dzx.

Resenge.

/x2em dr = = 2%e® — 2/mew dx
dv = e® dzx, r

= 2%e” — 2(ze® — %)+ C,
na osnovu primera 7.3.7.

(p3) /a:" sinzx dx ili /a:" cosxzdx, n € N. Treba izabrati v = 2", dv = sinzdx ili dv =

cosx dx.

Primer 7.3.9 Izracunati integral /xsinxdw.

Resenge.

u=zx, du = dz,
/:Esina:d:z: = :—:ECOS:E—I—/COS:Ed:E

dv =sinxdr, v=—coszx

= —gcosx+sinx+ C.
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Primer 7.3.10 IzraCunati integral /m2 coszdzx.

Resenje. Koriste¢i primer 7.3.9 imacemo

u =2, du =2z dzx,

/m2cosa:da: = :xzsinx—2/msinxdx
dv=cosxdr, v=sinx

= 2%sinz — 2(—zcosz +sinz) 4+ C.

(p4) /:17" arcsin x dx ili /:17" arccos x dx ili /x" arctg x dr ili /x" arcctg z dr, n € NU{0}.

Treba izabrati za w ciklometrijsku funkciju, pa je tada dv = x™ dx.

Primer 7.3.11 Izracunati integral /arctga:da:.

Resenge.

1
u = arctgx, du S dzx, .
arctgxdr = = garctgr — 5 dT.
1+
dv = dzx,

V=

Integral / T —fﬂ dzx je reSen u primeru 7.2.1 (a = 1), pa je
1 2
arctg x dr = x arctgx — §ln(1 +z%)+ C.

Primer 7.3.12 IzraCunati integral /marcsin:nd:n.

Resenje. Izaberimo u = arcsinz i dv = xdz, pa je tada du = 1/v/1 — 22dz i v = 22/2.

Dakle,
/ nad ? 1/ z? p
rarcsinzdr = — arcsine — - | ——=dx.
2 2 ) V1—22
2
x
Posto je /7d$ reSen u primeru 7.3.2 (a=1),
j T p (a=1)

2
1
/:Earcsina:d:z: = % arcsinx — 1 <—x 1—a2+ arcsinx) +C.
(pd) /em sinz dz ili /ew coszdr. Sada je u =€, a dv =sinzdz ili dv = cosz dz.

Primer 7.3.13 Izracunati integral I = /ex cosz dx.

Resenge.

u = e, du = e dz,

I:/excosxdx = :exsinzn—/exsinxdx.
dv=cosxdr, v=sinz
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Resimo sada integral [ e*sinz dz.

/emsinzndzn =

= —excosa:—k/excosxdx:—excosx—kf.

u = e", du = e dzx,

dv=sinxdr, v=—coszx

Dakle, sada je pocetni integral jednak
I =¢"sine — (—e“cosz+ 1)+ 2C = e“sinx + e cosx — I + 2C'.

Ako sada I prebacimo na levu stranu imacemo

1
2] = e*(sinx +cosz)+2C = I = gex(sinx +cosz) + C.

7.4 Integraljenje racionalnih funkcija

Neka su P,(z) i Q@ (x) polinomi n-tog i m-tog stepena, redom, m > 2. Integral oblika

P ()
naziva se integral racionalne funkcije. Ako je n > m, tada je potrebno podeliti date polinome.
Ako je dobijen kolitnik S,,_,(x) i ostatak Rj(x), | < m, tada vazi

Ry(x)

P,(x)

pa se posmatrani integral svodi na

oy dn= [ Suntey e [ 0
Ry(z)
Qm(x)

= Sn—m(z) +

Sada je / Sp—m(z) dz prakti¢no tabli¢ni integral, a reSavanje / dz bic¢e objagnjeno u

slucaju kada je n < m jer je kod tog integrala [ < m.
222 + 3

——dz.

/ 214

2x2+3_2x2+8—5_2(a:2+4)—5_2 5
224+4 2244 2244 x2 44"

Primer 7.4.1 Izracunati integral

Resenge. Jasno je da je

pa je

2x +3 1 5 x
/a:2+4 /2dm / dl‘—2$ 5/md:p:2$—§arctg§+0.
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U slucaju kada je n < m, tada se CI;:L(é )) rastavlja na elementarne racionalne funkcije i to:

e Ako je Q= (ax +b)™, gde su a,b € R, a # 0 tada vazi

Pn(x) . Al + A2 + + Am
Qm(z)  ax+b  (ax+b)? (az +b)m’
gde su Ay, Ao, ..., Ay, konstante koje treba odrediti. Dakle,

/Qm(x)dx_/ax—kbdx—i_/(ax—i—b)?dx—i_ +/(awz—kb)mdx’

gde se svaki od integrala se desne strane reSava smenom ¢t = ax + b.

e Ako je Qm = Q2p = (ax? 4 bx + c)P, gde su a,b,c € R, a # 0 i ako se ax? + bz + ¢ ne
moze rastaviti na ¢inioce u skupu realnih brojeva, tada vazi

Pn($) o Ajx + By Aosx + By . Ap$ + Bp
Qm(z)  az?+br+c  (az?+ bx + c)? (ax? + bx +c)P’
gde su Ay, Ay, ..., Ay, Bi, Ba, ..., B, konstante koje treba odrediti. Sada je
Pn(ﬂj‘) / Aix + By / Asx + By / Ap$ + Bp
dr= | ———d dr+--- d
/Qm(:zz) v ax? +bxr +c Sl (az? + bx + ¢)? SRR (az? + bz + c)P “

gde integrale sa desne strane jednakosti treba dodatno resiti.

e Ako je @, = (a1 + b1)% (agx + b2)®2 - - - (g + by)®t, gde su a;,b; € R, s; € N, a; # 0,
1=1,2,...,l1i81+s2+ -+ s, =m, tada je

Py(z) A1 A2 4oy Alsy
Qm(x) —  aiz+br " (a1z+b1)? (a12+b1)51
A2,1 AQ’Q A2,82
+a2x+b2 + (agz+b2)2 +-t (agz+b2)%2
W
A A2 Als,

+alx+bl + (alCC-Fbl)z + T + W
gdesu A4;;,1=1,2,...,1, j =1,2,...,s;, konstante koje treba odrediti.
e Ako je Qm = Q2p = (@122 + biw + ¢1)% (ag2? + box + ¢2)%2 - - - (i2? + byw + ¢;)%, gde

su a;,bi,c; €ER, s, €N a; #0,i=1,2,...,0118 + 82+ -+ s, = p (ako se kvadratni
trinomi ne mogu rastaviti na ¢inioce u skupu R), tada je

Po(z)  _  _AugzdBig AvprtBia 4 Aus @4BLs
Qm(z) — a1z2+biz+cy (a122+b1z+0c1)2 (a122+b1z+0c1)51
Az 12+B21 Az 2x+DB2 2 A2,55 T+ B2, sy
+a2m2+bgm+02 + (a2x?+boz+c2)? +- (agx2+box+c2)52
4.
Aj1x+Bi Aj0x+Bi o A5, x+By s,
+a1x2+b1x+cl + (a1x2+byz+-c;)? Tt (ajx2+byx+c;)st

gdesu A; ;i B;;,i1=1,2,...,1,j =1,2,...,s;, konstante koje treba odrediti.



7.4. Integraljenje racionalnih funkcija 199

e Ako je, recimo, Q,, = (ax + b))% (ca® + ex + f)*2, gde su a,b,c,e, f € R, a,c # 0 i ako
se cx? 4 ex + f se ne moze rastaviti na ¢inioce u skupu R i s; + 259 = m, tada vazi

Pn(CC) _ As
Qm(z) a:c+b + (ax—',—b) +ooet (ax—l—li)sl

BlotCi | _BawtCo | .., PaurtCay
+cx2+ex+f + (cx?+ex+f)2 + + (cx?+ex+f)52

gdesu 4;, B; i Cj,i=1,2,...,51,7=1,2,..., 59, konstante koje treba odrediti.

Pre nego sto damo nekoliko primera integraljenja racionalnih funkcija, pozabavi¢emo se inte-
graljenjem elementarnih racionalnih izraza:

1
I ti integrali oblik —d -b>0.
. 1p su integrali o la/a$2+b T, a- 0>

1
Primer 7.4.2 Izracunati integral /m dx.

Resenge.

1 1 1 1 1 11 1
— dr=: | —dr== [ ——dr == arctg= +C = ~arctg = + C.
/2x2+8 o 2/:1:2—|—4 o 2/:1:2—1—22 TT9 QMCgQJr zﬁmgfr

e [I tip su integrali oblika / cx +f

ax2+bda:,67é0,a'b>0

S5r — 9
Primer 7.4.3 Izracunati integral /L dx.
222 4+ 8

5T — 9 T 9
——dr=| ——dr— | ———dx=1,—I,.
/2x2+8 o /2az2+8 o /2az2+8 AT h

Integral I; se reSava smenom ¢ = 2z + 8, pa je dt = 4xdz, a integral Iy je I tipa. Dakle,

Resenge.

5‘“ 5
L = / dt = ln|t|—|—C’——ln(2:17 +8)+C

1 9 T
I: _ = — — .
2 9/2x2+8d:p 4arctg2+0

Konac¢no 5 9 . 9
x — 9 x
. . . . 1 9 . .
e III tip su integrali oblika | —5————dz, b — dac < 0, uz transformaciju imenioca
ar? +bxr+c

u kanonski oblik

9 b\?  dac—b?
ar+br+c=alx+ —| +—F—
2a 4a

gde se, nakon smene t = x + b/2a, dobija I tip integrala.
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1
Primer 7.4.4 IzraCunati integral /m dz.
Resenge.
/ L d / ! d {t +2 = dt = dx} / L dt
— ax = — ar = = X = €T = P
z? + 4z + 13 (x+2)2+9 t?2+9
1 1 t 1 T+ 2
/mdt: garctgg—i—C: garcth—i-C.
: . N er + f 9 .
e IV tip su integrali oblika | —————dx, e # 0, b* — 4dac < 0. Nakon transfomacije
ar? +bx +c

imenioca u kanonski oblik i smene t = z + b/2a, dobijamo integral II tipa.

3 15
Primer 7.4.5 Izracunati integral/#—z_i_13 T.
Resenge.
3z + 15 3z + 15
———dr = ————dr ={t = 2=dt=d
/x2+4x+13 v /(:c+2)2+9 r={t=v+2= z}
3(t—2)+15 3t+9
/ t2+9 /t2+9
= 3/ ! dt+9/ ! dt =31 + 91
- 249 29 T
Integral I; se reSava smenom s = t2 + 9, %:tdt pa je
1 /1 1 1 9

Integral I je ve¢ reSen (primer 7.4.4), te je

1 t
Iy = —arctg - + C'.
2 gircteg T
Konac¢no reSenje je

3r + 15 3 9 9 ¢ 3 ) 9
— 5 dv = In|t"+9[+ arctg - +C = S In((z+2)"+9)+3arct C
/:132—|—4:p—|—13 173 | | g arcte 5 5 n((z+2)°+9)+3arctg 3+

Sada sledi nekoliko primera integraljenja racionalnih funkcija sa odredivanjem konstanti
koje se budu pojavljivale.

2 8
Primer 7.4.6 Izracunati integral /2:U7+dx
T4t —x—2
Resenge. Podintegralnu funkciju treba rastaviti na elementarne racionalne izraze, te je
22 +8 2z +8 A n B A(x—2)+B(r+1)
2—r—-2 (z+1)(z-2) z+1 z2-2  (z+1)(z—-2)

(A+B)x+(—2A+ B)
(x4 1)(x —2) ’
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a odatle se dobija sistem
A+ B = 2
—-2A 4+ B = 8

Cije je resenje (A, B) = (—2,4). Pocetni integral je tada

2 —2 4
/ﬂdx:/ dx—l—/ de = 2|z +1|+4ln|z-2|+C.
22—z —2 z+1 z—2

dr — 8
Primer 7.4.7 Izracunati integral /m dz.
Resenge.
dr — 8 -8 A B Cz+D

ot + 422 22(22+4) 2?2 2?44

jer 22 4 4 nema nula u skupu R. Dalje je

é+E+Cx+D Az(2? +4) + B(z? + 4) + (Cz + D)2?
r o 2?2 2244 (22 + 4)

(A+ C)23 + (B+ D)z* 4+ 4Az + 4B

(22 +4)
odakle sledi da je
A + C = 0
B + D = 0
4A = 4
4B = -8

i reSenje je (A, B,C,D) = (1,-2,—1,2). Sledi da je

dr — 8 1 2 —r+ 2
70 e = [ Zde— [ Zd d
/x4—|—4:172 o /x o /x2 x+/x2+4 v

1

T
2

In | |+2 1/dt+ t
o[+ -5 [  tarctg
nakon smene t = x2 + 4 = dt = 2z dz. Redenje je

4r — 8 2 1 9 T

222 — 2742 — 700
(x —1)(2? + 42 + 13)

Resenje. Prvo ¢emo podintegralnu funkciju rastaviti na elementarne racionalne funkcije.

Primer 7.4.8 IzraCunati integral I :/ 5 dx.

222 — 2742 — 700 A Bx+C Dz + E

= 7.4
(x — 1)(22 + 4o + 13)2 :E—1+:132—|—4x—|—13+(:172—|—4:17—|—13)2 (7.4)
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pa je desna strana jednakosti (7.4) jednaka

A(x? + 4z +13)2 + (Bz + C)(z — 1)(a® + 4z + 13) + (Dz + E)(z — 1)
(x —1)(a? + 4z + 13)? ’

odnosno

(A+B)z*+(8A+3B+C)z3+(42A+9B+3C+D)x%+(104A—13B+9C — D+ E)z+(169A—13C—E)
(z—1)(x2+42+13)2 :

Sada sledi da je

A + B = 0

8A + 3B + C = 0
24 + 9B + 3C + D = 2
104A - 13B + 9C - D + E = =274
1694 — 13C - FE = =700

§to je sistem linearnih jednacina sa reSenjem (A, B,C,D,E) = (-3,3,15,56,—2) koje se
dobije, kao i kod prethodnih sistema, koris¢enjem Gausovog! postupka eliminacije. Sada je

-3 3z + 15 56x — 2
I = —d ——d d
r—1 x+/x2+4x—|—13 x+/($2+4$+13)2 v

= L+L+13

i reSicemo svaki integral pojedina¢no. Prvi integral je

-3
I1:/ de = —-3ln|z—1]+C.
z—1
Drugi je reSen u primeru 7.4.5, pa je

3x + 15 3 2 x+2
L= 5————dr=-1 2 —_— .
2 /x2+4x+13dx 5 n((x +2)*+9) + 3arctg 3 +C

Integral I3 se transformise smenom ¢t = x + 2 = dt = dx

56x — 2 56(75 — 2) -2 56t — 114
I — L e - e - dt
3 / (wr2rr0e ™ / R / CETEk

tdt dt
= 96 | 55— 114 | —— .
/ (7 +9) / (7 +9)

— —
n Is

Integral I, je reSen u primeru 7.2.2 za a = 3, pa je

1 1 1 1

L= 4 C=—2 -4 C
1 5 Erg 2 2r9

dok je integral I5 reSen u primeru 7.3.3 za a = 3, te je

; / dt 1 NS UNOS WRDSES SN ARE SRS DU S
= = = arctg — =— = arctg — .
5 2192 2.32\@2rg 383 18\2+9 37983

!Johan Karl Fridrih Gaus (1777-1855) - pogledati poglavlje 9.15
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Sada je
119/ ¢t 1 t
Ii=-28 — — 21 4 Zarctg -
3= 78 g 3 <t2+9+3amg3>+c’
odnosno,
1 19/ z+2 1 z+2
L=-28 — 2 _TT2 et 40,
3 @+2219 3<(:c+2)2+9+3arCg 3 >+

Uvrstavajuéi 17, Is i Is u I i sabirajuci odgovarajuce izraze, dobijamo

19z + 122 ( 19

3 2
I:—31n\x—1\+§ln((x+2)2+9)— ——+3>arctg%+€,

3((x+2)2+9) * 9
odnosno
3 19z + 122 8 z+2
I=-3In|z— 1|+ = In(z® + 42 + 13) — —arctg —— + C.
nle =1+ (" +de +13) - g gy T ate 3 F

7.5 Integraljenje trigonometrijskih funkcija

U ovom poglavlju reSava¢emo integrale oblika
/(sin(ax))m(cos(ax))" dx,

gde je m? +n? > 01im,n € Ny, dok je a realan broj razli¢iti od nule.

e Neka je n =0, a m neparan broj. Tada je m =2k + 1, k € Ng.
/(Sin(aa:))%+1 dx = /Sin%“(ax) dx = /Sin%(ax) sin(ax) dx .

Posto u drugom integralu imamo sin(ax) dx, odgovarajuc¢a smena mora biti oblika ¢ =
cos(ax) i zbog toga je potrebno da se funkcija cos(az) nalazi u integralu kao deo podin-
tegralne funkcije. Koristicemo da je sin?(az) = 1 — cos?(az). Dakle,

/sin%(ax) sin(ax) dx = /(sin2(ax))k sin(az) dx = /(1 — cos?(ax))" sin(azx) dx

i nakon smene t = cos(azx) = dt = —asin(az) dr imacemo
1
/Sin%(aaﬁ) sin(ax)dxr = —— /(1 — )k dt.
a

Sada ¢emo koristiti formulu za razvoj binoma (z + y)? u red, ¢ € Ny,
(z+y)! = Eq: <q> T <q> T
= \p ‘\p/ plg-p!
Dakle, ako je x = 1, y = —t? i ¢ = k imacemo

oS- Sor (e

p=0
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Konacno,

t2p—|—1

[sintaa) o = —éé(_w <’;> o

i P (ax
= _%pz::o(_l)pc:)& +C.

P 2p+1

Ako je m = 0, a n neparan broj, slicnim postupkom se dobija

/(cos(agc))%+1 dz = % f:(—np (’“) s az) o

= D 2p+1

gde je k € Ny.
Primer 7.5.1 Izracunati integral /sin?’xdx.

Resenge.
/sin3$d$ = /Sin2$sin:pd:p = /(1 — cos® x)sinx dz
= {t:cosw:dt:—sinxdm}:—/(l—t2)dt

t3 3
= —/dt+/t2dt:—t+§+C:—cosw+

COS™ T

(7.6)

+C.

Ako zelimo da resimo integral preko formule (7.5), za a = 11 k = 1 imacemo

2p+1 T

1
1 1\ cos
3 _ __§ : _1\p G
/SIH rdr = 1 :0( 1) (p) 2p 1 —I—C

p

Primer 7.5.2 Izracunati integral /0085(2:E) dx.

Resenje. Nakon smene t = 2z = dt = 2dx, imacemo

1 1
/0085(23:) de = E/cos5tdt: §/cos4tcostdt

1 1
= 5/(0052 t)% costdt = 5/(1 —sin?t)% costdt.
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Sada uvedimo smenu s = sint = ds = costdt, pa je

/ cos™(22) dz =

sint  sin®t  sin®t

%/(1—82)2d82%/(1—282+84)d8

1 9 1 4, S s3 8
5/ds—/sds+§/sds—2 3+1O+C

. 3
o sin(2z)  sin®(2z) N s

3+10+ 2 3 10

Ako opet resimo integral na drugi nacin, preko formule (7.6), za a = 2 i k = 2,

imacemo

/COS5(21‘) dx

2 - 2p+1
1 2\ sin®? " (2x)
S () e
2p:0( ) <p> 2p+1 +

1 (—1)0 2\ sin?9+1(22) S 2\ sin?1+1(22)
2 0/ 2-0+1 1) 2-1+1
p=0 p=1
2\ sin??+1(22)
—1)2 > =
(=1 <2> 2:2+1 +C
p=2

1 2 in?(2 in® (2
§<1 ) sin( 3:)_1 2.s1n§3:)+1 1.Sln5($)>+c

1 (sin(2x) sin(2x)  sin®(2x)
. ( : 2 )+ C
sin(2z) sin3(2x)  sin®(2x)

2 3 10 +c.

e Neka je n =0, a m paran broj. Tada je m = 2k, k € N. Kori§¢enjem formule

1mamo

1-— 2
sza:y

/(Sin(aw))% dx = /(SinQ(ax))k dx = / (%W)k da .

Slicno, ako je m = 0, a n = 2k paran broj, k € N, vazi

/(cos(azn))% dr = /(cosz(aﬂi))k dx = / (H#W)k de .



206

Glava 7. Neodredeni integral

Primer 7.5.3 Izracunati integral /0052 x dx.

Resenje. Koristicemo formulu
1+ cos(2c
cos? o = — 5 (20) .

Sada je, koristec¢i primer 7.2.10 (a = 2, b = 0),

1 2 1 1 1 1
/coszxdx:/ﬂ%(x)daz:i/daz—i—g/cos(Qx)dx:§x+zsin(2x)+C.

Primer 7.5.4 Izracunati integral /0052(2:17) dx.

Resenje. Trazeni integral se svodi na integral u primeru 7.5.3 smenom ¢t = 2x = dt =
2dx.

1 1 1 1
/0052(2:17) dx = 3 /cos2tdt = Zt+ gsin(2t) +C = g + gsin(él:z:) +C.

Primer 7.5.5 Izracunati integral /cos4xdx.

/cos4atd:17 = /(0052 z)? d$:/<H#S(2:U)>2 dx

/ 1 + 2cos(2x) + cos?(27)
4

Resenge.

dx

1 1 1 [
= Z/dm—l—a/cos@x)dzn—l—z/cos (2x) dx

1 1 1 1
= Zx—i—Zsin(2x)+§x+3—2$in(4x)+0

3 1. 1 .
= gx—i-zsm(%;)—i-ﬁsm(élx)—FC.

kori§¢enjem primera 7.5.3 i 7.5.4.
Ako je bar jedan od brojeva m i n neparan, tada se funkcija koja je stepenovana na

neparni stepen rastavi na ¢inioce od kojih je jedan ¢inilac stepenovan na prvi stepen, a
drugi na paran broj.

Primer 7.5.6 Izracunati integral/ sin z cos x de.

Resenjge. Ovaj integral se reSava smenom ¢ = sinx = dt = cos x dx pa je

1 1
/sinzzzt cosxdx:/t2dt:§t3+C’:gsin?’:E—I—C.
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Primer 7.5.7 Izracunati integral /Sin2 z cos® x da.

Resenge. Sada ¢emo cos

/ sin? z cos® z dz

3

/Sin2 x cos x cosx dr = /sin2:17 (1 —sin® z) cosz dx

x napisati kao cos

2

x cos x. Dakle,

{t =sinx = dt = cosxdz} = /t2(1 — %) dt

B3 o

tdt — [ thdt=— - —+C=
/ / 375

Primer 7.5.8 Izracunati integral /Sin2(2:17) cos®(2x) du.

sin® z

3

Resenje. Nakon smene t = 2z = dt = 2dx, dolazimo do primera 7.5.7.

/sin2(2x) cos®(2z) dz

1
i/sin2t cos® tdt =

sin®(2z) B sin®(2z)

6

e Ako su m i n istovremeno parni brojevi

Primer 7.5.9 Izracunati integral /sin2 x cos? x da.

Resengje. Funkciju sin?

x ¢emo napisati kao sin

reSene integrale u primerima 7.5.3 1 7.5.5.

/(1—0052:17) COS2ZEd:E:/COS2$d$—/COS4l‘dl‘

/ sin? z cos® z dz

1.
— 2+ —Ssln

2

1
8

4

32

(22)

2

10

1

2

sin® x

5

sin®t  sin®t
C
( 3 5 > "

+C.

— -z — —sin(2z)

8

—x—isin(él:z:)—l—c.

4

L.
— —sin

32

(4x) +C

+C.

x = 1 — cos? z da bismo iskoristili ve¢
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7.6 Metoda Ostrogradskog

Metoda Ostrogradskog? koristi se za refavanje integrala oblika

S CON—
/\/ax2+bx+c

gde je P,(z) polinom n-tog stepena, n > 1. ReSenje se trazi u obliku

dz = Qn—1( \/ax2—|—b:17—|—c+)\/

7.7
/\/a$2+b:p—|—c \/a$2+bx+c (7.7)

gde se, nakon diferenciranja (7.7), koeficijenti nepoznatog polinoma @, —1(x) (n—1)-og stepena
i A odreduju takozvanom Metodom neodredenih koeficijenata. Nju ¢emo ilustrovati sledeé¢im
primerom.

Primer 7.6.1 Izracunati integral
/ rt—z+1 d
——dx
V1+x — a2
Resengje. Koristeci (7.7) imacemo

22—r+1 1
——dz = ( A:E—I—B\/1+:E—x2—|—)\/ dx
Vitz-—a? V1+z—a?

a nakon diferenciranja (7.8) i koriS¢enja pravila za izvod proizvoda dve funkcije, izvoda slozene
funkcije i da je ([ f(z)dz)" = f(z) vazice

(7.8)

2

¢t —x+1 1—-2z A
o —AV14+2-22+(Az+ B + .
V1+z — 22 ( )2\/1+x—az2 V1+x — 22

Nakon mnoZenja cele jednakosti sa v/1 + z — 22, dobijamo

1
x2—x+1:A(1+x—:172)+§(A:17+B)(1—2:1:)—|—)\,
odnosno

xz—x—l—lz(—ZA)xz—l—(gA—B):E—I—(A—I—%B—I—)\) .

1
Odavde sledi da je —2A4 = 1, gA —-B=-1iA+ §B + A = 1. Resenje ovog sistema je
11 11

(AuBu)‘) = <_§7 17 g

ol < 1 +1> P 2 /
———dr = | —zx+ - r—x —
N 27 ' 4 m

Iy

). Vratimo se sada na (7.8).

?Mihail Vasiljevi¢ Ostrogradski (1801-1862) - pogledati poglavlje 9.18
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Preostalo je jo§ da resimo integral [;.

L = /\/ —x+12) dm—/\/g_%
= {t=1/2—z=dt =—dz} = /
\/7

t 2(3 —=x 1-2
= —arcsin—+C = — arcsmy+0——arcsin x+C’.

VA V5 V5

2

na osnovu (nil8). Kona¢no,

2
v —x+1 1 1 11 1-2z
- der=[—-=2x+>)V1+2— 22— —=arcsin +C.
V14— 22 < 2 4> 8 V5

7.7 Zadaci za vezbu

Izracunati integrale:

. 1 2020 2020 2020
1. I = 3 _ 2019 +5 _ 4039 o
/<\/E+ i > (= v V& = Josg Ve +0)

2. I:/wdm (I = —In|sinz + cosz| + C)
SInx + cosx

3. 1= /\/_mdgj = M (2\/5_1_5)5/2 n 25(2\/54_5)3/2 ‘o)

14 6
y I—/d—x (I =In|ln(lnz)| + C)
"7 ) zlnzln(lnz) v
1 1 /a2 2 _
5. I:/idw,a>0. (I=—W|¥YErr—a, o
xVa? + 22 2 |Va2+22+a

1
6. I= /e?’xsinélxdw. (I = %e?’x(3sin4t—4cos4t) +C)

322 13z 61
7 I:/(3x2—5w+6)e4m_1dw. (I = <%—§+§> o)
3 4
_ 3 T x arctgx  x*arctgx
8. I—/ﬂ: arctgxdr. (I = 171 1 + 1 +O)
9 I—/ ! do. (I = ——— arctg(z —2) + C)
) (a2 —4x 4+ 4)(2? — 4z +5) R

z? +1 3 1
10. I= | ———de. [==In|z?—8—=1 C
[ s e (1= gInle® =8 = gl +0)
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9z + 19
11. I = dx.
/3:3—1—9:132—1—283:—1—40 v
2 3 T+ 2
(I =—-2In|z+ 5|+ In(x +4x+8)+§arctg —5 +C)
p I_/x5+4w4+9w3+8w2+3w—1dx
T zt + 323 + 422 4+ 3z + 1 '
x? 2 1., 5 2z +1
(I—7+w+ln\x+1]+w—ﬂ+§ln(x +x+1)—\/§arctg< 7 >+C)
1
13. IT= [ Va2+a2de. ([ == (z2vV22+a2+d’lnjz+ Va2 +a2|) +C
2
1 1 T
14, I= | —dx. [=-In|——————|+C
4 /x\/a2+x2 ( a |w+\/a2+x2‘ )
.3
sin® x 1 1
d /cos4x z 3 cos? x cosx+c)
1
sin® x cos®
1 1
17. I:/sinﬁxdx. (I:%w—G—isin@x)—i—&sin(élw)—@sin(ﬁw)—FC)
z? 2z —3 1 1
18 I= [ ————dx. (I = V4o + ——1n<—+:1:—|— :E2—|—3:+1>
/\/:E2—|—33+1 ( 4 8 \2 )
3 (22 — 4)V22 + 2
19. I:/idw. I=
Va2 +2 ( 3 )
3 22 1 1-
20. I:/x—daj. (I:w\/l+2$—x2—4arcsin 3:)
V1+ 2z —a? 6 V2



GLAVA 8

Odredeni integral

U ovoj glavi bi¢e definisan pojam odredenog integrala (Rimanov integral), a cilj je da
studenti savladaju smenu promenljivih i parcijalno integraljenje kod odredenih intagrala. Da
uvide Siroku primenu pri izrac¢unavanju povrsine ravnog lika nepravilnog oblika, duzine krive
koja nije prava linija, povrsine i zapremine obrtnog tela nepravilnog oblika.

8.1 Pojam odredenog integrala

Neka je data neprekidna i pozitivna funkcija y = f(x) na zatvorenom intervalu [a,d].
Problem definisanja odredenog integrala povezan je sa odredivanjem povrSine krivolinijskog
trapeza koji je ogranicen funkcijom f(x), z-osom i pravama z = a i x = b (slika 8.1).

y
A
y=f(x)
P
0 a y o~ X

Slika 8.1: Krivolinijski trapez.

Da bi se odredila vrednost povr§ine P, potrebno je da se ona dovoljno dobro aproksimira
nekom povrsinom ili sumom povrsina koje znamo lako da izratunamo. Ideja je da se povrSina
P podeli na n € N manjih krivolinijskih trapeza ¢ija ¢e povrsina biti aprosimirana povrsinom

211
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odgovaraju¢ih pravougaonika, pa da se, kako se n povecava, dobija preciznija aproksimacija
trazene povrsine. U tu svrhu, pogledajmo slede¢i primer.

Primer 8.1.1 Neka je data funkcija f(z) = %x — % Odrediti povrsinu P koja je ogranic¢ena
datom funkcijom, z-osom i pravama x = 11i z = 4 (slika 8.2).

Resenje. Koristeéi formulu za povrsinu trapeza P = “TH’ h, gde su a i b osnovice, a h visina
trapeza, dobijamo da je
4 1 5+1
po SOV 5+l 4
2 2
_4.1
Y7373

Slika 8.2: Povr§ina ravnog lika ogranicenog funkcijom f(x) = %az - % ipravama x =1,z =4

iy=0.

Cilj ovog primera je da se ukaZe na to kako ¢e se aproksimirati povrsina trepeza i uvodenje
pojmova potrebih za definiciju odredenog integrala. Podelimo interval [1,4] na tri (n = 3)
podintervala iste duzine. Tada je njihova duzina Az = (b—a)/n = (4 —1)/3 = 1. Obelezimo
sarg=lixi=x9g+Ax =2, 20 =21 +Ax=31ix3 =229+ Ax =b=4. Time smo podelili
interval [1,4] na tri jednaka podintervala duzine 1. Kracée se moze zapisati

ro=1 2, =x;1+Ax, 1=1,2,3.

Formirajmo sada donje pravougaonike na sledeci nacin: neka je P, ; povrSina pravougaonika
Cija je jedna stranica [z;_1,x;], a druga stranica neka je duzine koja odgovara minimalnoj vre-
dnosti funkcije f(x) na intervalu [z;—1, ;] i nju ¢emo obeleziti m;, i = 1,2,3 (slika 8.3).

Dakle, jedna aproksimacija koju ¢emo obeleziti sa P, (suma donjih prvougaonika) je

Pn=Pu1+Pua+ Pnz = miAz +moAx + m3Ax
= f(wo)Ax + f(z1)Az + f(22)Ax
= f(1)Azx+ f(2)Ax + f(3)Azx

7 11
+3 +3
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Y
A _4. 1
Yy X 3
5-- i
(@5
@)
3_.
1 P
1,1 m,3
1 (1) P,
Pm,l
1 2 3 4 > X

Slika 8.3: Aproksimacija povrsine donjim pravougaonicima za n = 3.

Primetimo da se P,, moze krace zapisati i kao
3 3
Pm = E Pmﬂ; = E mZAx .
i=1 i=1

Jo§ jednu aproksimaciju dobijamo ako formiramo gornje pravougaonike. Oznaci¢emo sa
Py ; pravougaonik sa jednom stranicom [z;_1, 2;], 1 drugom duzine koja odgovara maksimalnoj
vrednosti funkcije f(x) na intervalu [x;_1,x;] 1 nju ¢emo obeleziti M;, i = 1,2,3 (slika 8.4).

P <

4.1
i 23773
@5)
4_.
3 PM,3
2] PM,Z
14 PM,l
1,1
1 2 3 4 > X

Slika 8.4: Aproksimacija povr§ine gornjim pravougaonicima za n = 3.
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Druga aproksimacija, koju ¢emo obeleziti sa Py, (suma gornjih prvougaonika) je
Py =Py +Pya+Pyz = MiAx + MyAx + MgAx
= [(z1)Az+ f(z2)Az + f(z3)Az

7 11
= -1+

—-+5-1=11.
3 3 *

Primetimo, opet, da se Pys moze krace zapisati i kao

3 3
=1 i=1

Pokugajmo sada da poboljsamo aproksimaciju. Podelimo interval [1, 4] na n = 30 jednakih
delova. Tada je duzina svakog intervala Az = (4 —1)/30 = 0.1 i vazi z; = z;—1 + Az,
i=1,2,...,30. Ako povr§inu aproksimiramo donjim pravougaonicima (slika 8.5), tada je

30 30 30
Pn=Y Pni=)» milx=> f(xi1)Az =88,
=1 =1 i=1

4 1
y=3%3
51 44’/
444‘4 (4’5)
4 44"4"“4
3 4
24
1+
(1,1
; > X
1 2 3 4

Slika 8.5: Aproksimacija povrsine donjim pravougaonicima za n = 30.

dok aproksimacija gornjim pravougaonicima daje (slika 8.6)
30 30 30
i=1 i=1 i=1

Zan = 300, Az = 0.01 i dobijase P, = 8.98 1 Py; = 9.02, dok je za n = 3000, Az = 0.001,
P, =8.9981 Py = 9.002. Primecujemo da kako se n povecava da se tako P, i Pys priblizavaju
stvarnoj povrsini P = 9.
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Y
4 4.1
27373
5T —f
77777 (4’5)
41 1T
3 4
2 -+
1_.
@1
¢ t X
1 2 3 4 >

Slika 8.6: Aproksimacija povrSine gornjim pravougaonicima za n = 30.

U op$tem slucaju, podelicemo interval [a, b] na n jednakih podintervala duzine Az = (b —

a)/n, gdejexg=a, r; =x,—1+Ax,i=1,2,...,n—1, z, = b. Sa m; obelezi¢emo minimalnu,
a sa M; maksimalnu vrednost funkcije f(x) na intervalu [x;_1, z;], redom, i = 1,2, ..., n (slika
8.7).
y
A
) o y=1(x)
Mp T
m;
f(@ =
P [ L L > x
0 Yo =ag X &, X, X8 X X, 8 X, S b=x,

Slika 8.7: Aproksimacija povrSine donjim i gornjim pravougaonicima za funkciju f(z), = €
[a,b].

Formirac¢emo sume donjih i gornjih pravougaonika kao

Pm = En:PmJ' = En:mZAJJ, PM = En: PMJ' = EH:MZAJJ .
=1 =1 i=1 i=1
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Ako je & proizvoljna tatka na intervalu [x;_1,z;], tada je

pajei
> mide <> f(E)Ar <> MiAx,
i=1 i=1 i=1
odnosno .
<Y f(&)Az < Py
i=1

Ako je f ogranitena na intervalu [a,b] i ako su podintervali jednake duZine, tada vazi

lim P, = lim Py =P,

n——+00 n——+0o
odakle sledi da je
ngrfme &) Az = (8.1)
za bilo koje & € [z;—1,2], i = 1,2,...,n,. Broj dobijen u formuli (8.1) se naziva odredeni

integral funkcije f na intervalu [a, ] i oznacava se
b
/a () do = nETOOZ FE)A (8.2)

dok se suma Zf(fi)A$ naziva Rimanova! suma, a za funkciju f se kaze da je Riman-
i=1
integrabilna ili samo integrabilna na intervalu [a, b].

8.2 Teorema o srednjoj vrednosti odredenog integrala

Ako je funkcija y = f(x) linearna, tada je njena srednja vrednost na zatvorenom intervalu
[a,b], a < b, jednaka (f(a)+ f(b))/2 i ona se dostize u tacki z = (a+0b)/2. Ako je funkcija neka
druga kriva, tada se za odredivanje njene srednje vrednosti koristi odredeni integral. Naime,
neka je funkcija y = f(z) neprekidna nad zatvorenim intervalom [a,b]. Tada ona dostize svoj
minimum m i maksimum M, odnosno vazi m < f(z) < M, z € [a,b] (tvrdenje 4.4.3). Tada
je

b b b b
/ mdx §/ f(x)dx §/ Mdx = m(b—a) §/ fl@)de < M(b—a),
a a a a
odnosno

1 b
< - < M.
m_b—a/a flx)dxe <

Kako neprekidna funkcija nad zatvorenim i ograniéenim intervalom uzima sve vrednosti
(tvrdenje 4.4.4), to znaci da postoji tacka z,, € (a,b) tako da je

fom) = s [ S0 a0 (53

'Bernard Riman (1826-1866) - pogledati poglavlje 9.22
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i to je srednja vrednost funkcije f(x) dok = € [a,b]. Ako je f(z) > 0 na [a,b], tada je povrSina
ravnog lika omedenog sa x = a, x = b, z-osom i y = f(x)

b
/ F@)dz = (b— a) f(zm). (8.4)
a
b
To znaci da je / f(x) dx jednak povr§ini pravougaonika ¢ije su stranice duzine b—a i f(z,).
a
Primer 8.2.1 Odrediti srednju vrednost funkcije y = 22/2 na intervalu [0, 1] (slika 8.8).

Y
A _
T P+P+P=F+P +P;

1 1
Slika 8.8: Srednja vrednost funkcije y = 3 22 na intervalu z € [0,1] je y = 6

Resenje. Srednja vrednost dobija se izra¢unavanjem

1.,.2
X
—dx
/02 B 1

A 6

| ool

0 6°
Ako resimo sada jednacinu 22/2 = 1/6 po = > 0, dobijamo da je z = z,, = v/3/3. Pokaza¢emo

da su dve zelene oblasti sa slike 8.8 istih povr§ina (P = P3) kada uvedemo Njutn-Lajbnicovu
formulu.

8.3 Osnovne osobine odredenog integrala

Sada ¢emo navesti neke od osnovnih osobina odredenog integrala. Pretpostavimo da su
funkcije y = f(z) i y = g(z) dve integrabilne funkcije na intervalu [a,b]. Tada vazi:

(4)
/abf(a:)d:v _ —/baf(:v)da:.
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Ova osobina sledi iz (8.4). Naime, postoji z,, € (a,b) tako da je

b a
[ #@)dn = =) == Df(an) == [ fa)do,
¢ime je dokazana prva osobina.
(1)
/ flx)dz=0.

Sledi iz definicije odredenog integrala za a = b. Naime,

[ rwae= [ s@a o,
=0.

jer je Ax = (a —a)/n =
(i4) b b
/(ozf(x))dx:oz/ fx)dr,a € R.

Sada je za proizvoljno & € [z;—1, %], i € {1,2,...,n},

n

b n b
[ st i - Jdim do(ef()ar = lin 32 /(E)Ar =0 |t

b

/ab(f(a:)ig(a:))da::/abf(x)da:i/a g(z) da .

Za proizvoljno &; € [x;—1,x;], 1 € {1,2,...,n},

n

b
[ @ Eg@nds = tm Y (76 +g(6)As
@ i=1

n

= m 2 S@)AnE Hm ) g€

— /abf(a;)dxi/abg(a;)dx.

(v) Ako je f(z) >0, x € [a,b], tada je

/abf(x)d:nzo.

Sledi iz

n

b
/a f(@)de = nggam; f(€)Az >0,

jer je izraz Cija se granicna vrednost trazi, zapravo proizvod nenegativnih ¢inilaca.
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(vi) Ako je f(z) > g(x), z € [a,b], tada je

[ rwaez [ g,

Posto je f(z) > g(x), tada je f(x) — g(z) > 0 pa je

b b b b b
/(f(:z:)—g(:n))d:z:20:>/ f(:n)dm—/ g(z)dx > 0= f(x)d:EZ/ g(x)dx.

< [

Naime, koris¢enjem nejednakost trougla (1.3) sledi

(vi7)
(z)dz

x) dx

n b
< Jim D Istear = 1) d.

(viii) Ako c € (a,b), tada je

/abf(:zz)dx:/acf(:n)dx+/cbf(x)d:n

Naime, neka je interval [a, b] podeljen na n delova, interval [a, ¢] na ny delova, a interval

[c,b] na ng delova tako da je ny +ny = n. Tada za & € [x;—1, %], i € {1,2,...,n1} 1
& € [:EZ 1,3)2 ze{nl—i—l ny+2,. n1+n2} vazl
n1+n2
[ 1w = nggloto Gar=, m 3 60
1=
ni+n2
= mgn_goto SIECES Zﬂf(@)m
1=nq

_ /acf(:n)dx+/cbf(x)d:n

8.4 Njutn-Lajbnicova formula

Vazna posledica teoreme o srednjoj vrednosti je i Njutn-Lajbnicova formula. Da bismo je
izveli, prvo ¢emo pokazati da je za neprekidnu funkciju f(x), = € [a, ],

— /w f(t)dt, x € [a,b], (8.5)

jedna primitivna funkcija za funkciju f(z), odnosno, da za svako z € (a,b) vazi G'(z) = f(z).
Po definiciji prvog izvoda i (8.5) imamo da je

z+h
. Glx+h) —G(z) . f+ — [ f(t)
/ a
¢lz) = p, h = Hm, h =0 h ’

gde suix iz + h iz intervala (a,b) (slika 8.9, f(x) >0, h > 0).
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> <

T z+h
Slika, 8.9: / f(t)dt - krivolinijski trapez ABEF, / f(t)dt - krivolinijski trapez ACDF
a a
Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti, postoji tacka £ € (z,x + h) tako da vazi

z+h
| =)+ h-a) = feh.
Kada h — 0, tada i & € (z,x + h) tezi x. Tada je

() = 1im T _ i £(6) = f(lim &) = (),

h—0 h h—0 h—0

gde je koriséena neprekidnost funkcije f u tacki x.

Sada, kako se primitivne funkcije razlikuju do na konstantu, neka je G(z) = F(z) + C,
gde je F(z) jo§ jedna primitivna funkcija za f(z) na intervalu [a,b], odnosno, F'(z) = f(z),
x € (a,b). Pokazacemo da vazi Njutn-Lajbnicova formula

b
(/ﬂ@sz@—ﬂ@:F@u. (8.6)
Na osnovu osobine (i7) odredenog integrala vazi

Gla) = F(a) +C =0= C = —F(a)

G(b)=F((b)+C =F(b)— F(a).
Kako je, na osnovu (8.5),

b
G@Z/f@W,

dobijena je trazena formula.
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Primer 8.4.1 Izracunati date integrale.

3 3 3 13 2
. 3
s
0/ SiHJEd:E:—COSl“g:—(COSTF—COSO):—(—1—1):2.
0

s
. ™ . .
0/ cosa:da:zsma:‘o =sinm—sin0=0—-0=0.
0

./Ol(em—\/i)da::<ex—§\/x_3> ‘éz(e—%)—(l—O):e—g.

Primer 8.4.2 Pokazati da je P3 = P3 sa slike 8.8.

Resenje. Naime,

SR
P V3 V3\ 1
P = Tdr=—2, Pp= (12
1 2 =g b2 < 3) 5
dok je
1,.2
Py = w—d:E—P2—P1_1— 1_£ .l_ﬁzﬁ‘
0 6 3 6 54 27
Sada je
S _ V31 V3 1 V3 V3
Pg—_‘——Plz—.___:_'
3 6 3 6 5 27

8.5 Metod smene i metod parcijalnog integraljenja

8.5.1 Metod smene

Neka je F'(z) primitivna funkcija za f(x) na intervalu [a, b], odnosno neka vazi

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Na osnovu poglavlja 7.2, znamo da se sledeci integral resava smenom t = ¢(x), dt =

[ tens@ds= [ 1@d=F)+c=Fow)+o

Ako je x = a, tada je t = ¢(a), a ako je x = b, tada je t = ¢(b). Dakle,

<Z>(b)
/f (M—A F(H)|%0) = F(6(b) ~ F((a).

(a)

¢ (x)dx
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Primer 8.5.1 Izracunati integral
4
/ (z +2)*9dz.
1

Resenje. Uvedimo smenu t = x + 2, dt = dx i promenimo granice integraljenja x =1 =1t =3
ixr=4=1=06, paje

/4(x N 2)2019 gy /6 t2019 gt — 1 t2020‘6 _ 62020 o 32020 _ 32020(22020 _ 1)
. ; 20200 3 2020 2020

Primer 8.5.2 Izra¢unati integral
1
x
——dx.
/0 1+az2 "

Resenje. Uvedimo smenu t = 1 + 22, dt = 2zdz pa je % = xdx. Promenimo sada i granice
integraljenjax =0=t=1ix=1=1=2, paje

1 2

. 1 2dt 1.0 1 |
T o dr=c P =c2-In1)=-In2.
/01+a:2$ 2 ), gl =52 —In1) =5 ln

Primer 8.5.3 Izracunati integral

1 1
/_1 Cr )i re) ™

Resenje. Napomenimo da je integral neodreden ili da granice nisu simetri¢ne, ne bismo ga
mogli izracunati. Pocetni integral ¢emo rastaviti kao

1 0 1
1 1 1
dr = dz + / dx . 8.7
R e e L e e L e e &7
Kod prvog integrala sa desne strane jednakosti u (8.7) ¢emo uvesti smenu t = —x, dt = —dx.
Promenimo sada i granice integraljenja z = —-1=t=11iz=0=1t =0, pa je
0 0 0
1 1 1
R S iy
1 (T +a2?)(1 +e) 1 (L+2)(L+e ) 1 (L+82)(1+ &)

0 et 1 et
- _/1 (1+t2)(et+1)dt:/0 (1+t2)(1+et)dt'

Kod drugog integrala da desne strane jednakosti u (8.7), samo ¢emo umesto = napisati ¢
(zapravo smena bi bila trivijalna = = t), pa je tada pocetni integral jednak

1 1 1 et 1 1
/_1 T e ™ = /0 T+ )1+ ) dt+/0 TR

1 t 1 1 1
- / ¢+ dt:/ _ _adt
o (1+2)(1+et) o 1+1t2

= arctgt‘é = arctg 1 — arctgQ = % —0=

s
4
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Primer 8.5.4 Izracunati integral

Mn(1
/de_
0

14 22

Resenje. Uvedimo smenu x = tgt pa je tada

dt B sin?t + cos? t
cos2t cos?t

dz = dt = (tg”t+1) dt.

Ako sada zamenimo granice integraljenja x = 0=t =01z =1 =t = 7/4, imacemo

UIn(1 + 2) ™4 In(1 + tgt) m/4
— Zdr = — > (tg?t41) dt = In(1+tgt)dt =:1.
/0 1+22 /0 1+ tg2t (te”t +1) /0 n(l+tgt)

Uvedimo sada jo$ jednu smenu s = 7/4—t, pajeds = —dt, t =0= s=n/dit=7n/4 = s = 0.

Dakle, . ;
I:—/7T/4ln(1+tg(%—s>> dS:/Oﬂ/ ln<1+tg<%—s>> ds .

Koristeci formulu za tg(a — ) datu u poglavlju 2.2.5, imamo da je
/4 tg T —t /4 1—t
I:/ ln<1+g477rg8>ds:/ 1n<1+ gs)ds
0 1+tg7tgs 0 1+tgs

w/4 _ w/4
I:/ ln<1+tgs—i—1 tgs> ds:/ ln< 2 >ds
0 1+tg3 0 1+tg3

Koristeéi osobinu logaritma da je logaritam koli¢nika jednak razlici logaritama, vaZice

Sada je,

w/4 w/4 T
I:/ ln2ds—/ In(1+tgs) dS:Z In2—-1
0 0

i onda je
I=7 2.
8

Primer 8.5.5 Izracunati integral

8 1
——dzx.
/0 x—2yr+4
Resenje. Uvedimo smenu t = /z, tadaje t? =2 = 3t?dt =dr iz =0=t=0,2 =8 =t =

2. Sada integral postaje
2 2
3t
- dt
o t3—2t+4

Sto je integral racionalne funkcije. Sada ¢emo imenilac podintegralne funkcije rastaviti na ¢ini-
oce koriS¢enjem Hornerove sheme. Kandidati za racionalne nule su £1, 2 i £4. Krenuc¢emo
odt=—1.

Ljo| 2] 4 rft=—-1]
1] —-1|—-1|5]|t=-2|t= —1 nije nula polinoma, zanemarujemo dobijene koeficijente
1|-21 2|0 P(z) = (t+2)(t* -2t +2)
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Kako je t2 — 2t + 2 = (t — 1)2 + 1 > 0, kvadratna funkcija se ne moze rastaviti na cinioce u
skupu R. Preostalo je da se resi integral (prvo kao neodredeni)

/ 3¢ G - / A | _Bt+C \
(t+2)(t2 — 2t +2) B t+2  12-2t+2

- /t2(A+B)+t( 2A+2B+C) +2A4+2C
N (t+2)(#2 -2t +2)

odakle sledi da je A+ B =3, —2A+ 2B+ C =01 2A+ 2C = 0. ReSavanjem ovog sistema
dobijamo (A4, B,C) = (6/5,9/5,—6/5). Znaci

32 6 1 3 3t —2
. dt = - [ —=di+- | ——F=——=dt
(t+2)(t2 — 2t +2) 5) t+2 5] t2—2t+2

6 3
= —-Inl[t+2 =T
5n\+\+51

dt,

Integral I reSavamo na sledec¢i nacin.

3t —2 3541
L = | ——— " _dt={s=t—1=ds=dt
! /(t—1)2+1 s = ds =i} = / 241’

3s 1 3 2
— /mds+/md3:§ln\s + 1| + arctg s + C

3
= §ln|t2—2t—|—2|—|—arctg(t—1)—|—C’.

Dakle

3t2 6 3 /3
/(t+2)(t2—2t+2) dt:gln|t+2|+g <§1n|t2—2t+2|+arctg(t—1)> +C=F(t),

a onda je i

/2 3t° dt = F(2) — F(0) = ~(r + In 16)
o Gr2E@—2tr2) ~ 10V '

8.5.2 Metod parcijalnog integraljenja

Formula za parcijalno integraljenje kod odredenog integrala je

b b
/ u(z)dv(z) de = u(a:)v(mﬂz —/ v(x) du(z) dx .

Primer 8.5.6 Izracunati integral

1
3/ x? arctg x dz .
0

Resenje. Biramo u = arctgz i dv = 22 dx, pa je du = ﬁ de, v = %3 Sada je

1 3 1 3 1 3
5 L 11 x _ T x
I awtg”fﬂ”(?mgf‘o‘é/o 1+x2d”“>—1‘/0 i
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Ovde smo koristili da je arctg 1 = w/4. Resimo sada preostali integral koristec¢i primer 8.5.2.

1 3 1.3 _ 1 2 1 1 1 1
/ x sde = / wdw:/ de_/ z dm:/azdaz——ln2
0 1"‘.1' 0 1+x2 0 1"‘1'2 0 1"‘-’1'2 0 2

22 1

1 1

Dakle, konacno resenje je

1
s 1 1 T 1 1
3 arctgrder == — (= —=In2) == —= +-In2.
/O:Earchx 1 < n> 1 2+2n

/ |Inz|dx .
1/e

Resenje. Kako jelnz <0za0 <z <1lilnz>0zaxz>1, tada je (vidi primer 7.3.5),

Primer 8.5.7 Izracunati integral

e 1 e
/1/e\lna:\dx = —/Uelnxda:—i-/l lnmdx:—(xlnx—a:)‘i/e—i-(xlnx—x)ﬁ
1.1 1 2
= —((0—1)—(glng—g)>+(elne—e)—(0—1)—2—g.

Primer 8.5.8 Izra¢unati integral

_2/\/§ 1
/ _ 1 g
9 3?2 — 1

Resenje. U granicama integracije, podintegralna funkcija je negativna, tako da ocekujemo
i negativno reSenje integrala. ReSimo ga kao da je neodredeni integral uvodenjem smene

t=vVa?—-1=dt =z/Vz?—1dx.

/ L _/ . _/ dt
Bvez—1 ) eWez—1 ) #2+1)2°

jerjet? =22 —1,pajex? =t2+1ix* = (t?+1)2. Poslednji integral je regen u primeru 7.3.3

za a =1, te je
dt 1 t c
7(1524_1)2 =5 t2+1+arctgt +C.

Ako vratimo smenu, tada je

/ 1 %(#—Farctg\/a:?—l)—kC:F(az).

 dr=
3V —1 T
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Dakle,

—2/V/3 1 9
= dz = F(-—=)-F(-2
/_2 x3va? —1 ! \/§> =2

3
+ arctg —1- % — arctg V3

|
DN =
/N 7N
-
—

V3 ? — ? — arctg \/§>

_ 1(7r_7r>_1 (_71')__71'
- 2\6 3/ 2 6/  12°

8.6 Izrac¢unavanje povrSine ravnog lika

I slucaj. lz prethodnog poglavlja jasno je da je povrSina ravnog lika koji je ogranicen
funkcijom f(x) > 0 sa gornje strane, z-osom sa donje i pravama x = a i x = b (slika 8.10)
jednaka,

P = bf(x)da:.

a

Slika 8.10: Povrsina ravnog lika ako je grafik funkcije iznad z-ose.

Primer 8.6.1 Koris¢enjem Njutn-Lajbnicove formule (8.6), povr§ina ravnog lika sa slike 8.2

je
4 2 2
41 422 1\ (4 4 4 41 1
P=| (Zo—Z)de=(2 2 Za)'=(2. 2 -2)-(2.2-= —9.
/1<3x 3) ‘ <3 2 3x>‘1 <3 2 3) <3 2 3)
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Primer 8.6.2 Odrediti povriinu ravnog lika koji je ograni¢en funkcijom f(x) = 2%/2, pravom
x =11 z-osom (slika 8.11).

0.5+

S~

0 0.5 1

Slika 8.11: Povrdina ograni¢ena funkcijom f(x) = 22/2, pravom z = 1 i 2-osom.

Resenje. Povr§ina se racuna kao

Slika 8.12: Povrsina ravnog lika ako je grafik funkcije ispod z-ose.

p= /abf(oc)da: .
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Primer 8.6.3 Izracunati povrSinu ravnog lika ogranifenog funkcijom f(z) = sinz, x-osom,
x € [m,2m] (slika 8.13).

y
A

y=sinx

Slika 8.13: Povrsina ograni¢ena funcijom f(z) =sinz, z € [7,27] i z-osom.

Resenje. Povrsina je

27
/ sin x dx
iy

IIT slucaj. Ako se trazi povrSina kao na slici (slika 8.14), tada je

P = = ‘—cosa:ﬁrﬂ‘ = |—(cos2m —cosm)|=|— (1= (-1))|=|—-2| =2

y
A

Slika 8.14: Povrsina ravnog lika koji se nalazi ispod i iznad x-ose.

/acf(:n)dx

P= ~|—/cbf(x)d:1:.
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Primer 8.6.4 Izratunati povrSinu ravnog lika koja je ogranifena funkcijom f(x) = cosz,
x € [—m/4, 7] 1 z-osom (slika 8.15).

/

Slika 8.15: PovrSina ravnog lika funkcije f(z) = cosz koja je ograni¢ena z-osom dok x €
(=7 /4, 7).

Resenje. Povriina je P = P} + P», odnosno

/2 ™
P:/ COS:Ed:E—{—/ cos x dx
w/2

—7/4
IV slucaj. U situaciji kao na slici (slika 8.16), povr§ina je

= sina |2+ sinx|;/2( = (1—(—V/2/2))+[0-1] = 2+V2/2.

0|

Slika 8.16: Povrsina ravnog lika izmedu dve funkcije.

b
P= [ (1)~ gla)) da.

Primer 8.6.5 Izracunati povrsinu ravnog lika ograni¢enog pravama x = 2, x = 4 i funkcijama
y=Inziy=—2%+8r— 15 (slika 8.17).

Resenge. Pre rafunanja ove povrsine, podsetimo se da je [Inzdz = zlnz — 2 + C. Sada je

4 3
4
P:/ (Inz — (—2? + 8z — 15)) dx = (xlnx—x+%—4x2+15x> |g:61n2—§.
2
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y
i /Myj
0 : i 5 =
-2t | \
4 y=-x"+8x-15
,6,
_8t+
Slika 8.17: Povrgina ravnog lika ograni¢enog funkcijama y = Inz i y = —22? + 8z — 15 dok

x € [2,4].

V slucaj. Povriina ravnog lika sa slike 8.18, racuna se kao

Slika 8.18: Povrsina ravnog lika izmedu dve funkcije koje se seku.

b
P= / (f(2) — g(x)) d,

gde se a 1 b dobijaju resavanjem jednacine f(x) = g(x) po x.

Primer 8.6.6 Izracunati povrdinu ravnog lika omedenog funkcijama y = —22+1iy = 22+«
(slika 8.19).

Resenje. Prvo moramo naéi granice integraljenja reSavajuéi jedna¢inu —a2 + 1 = 22 + 2.
Dakle,

~1+y1+8 —1+3

272 —1=0= =
" +x x1,2 1 1

1
:>$1:—1, $2:§.
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y= x2+x
0’5 N\ > X
y=—x"+1
Slika 8.19: Povrgina ravnog lika izmedu funkcija y = —22 +1iy = 22 + z.

Tada je traZena povrSina

P:/_11/2((—9524—1)—(:1324—:13))(1:1::/

-1

1/2

2 1
(—22% — x4+ 1)dx = <—§$3—§$2+3}> ‘1_/12 =

| ©

VI slucaj. Ako je situacija kao na slici (slika 8.20), tada je

Slika 8.20: Povrsina ravnog lika ogranicenog dvema funkcijama i z-osom.

c b
P:/ f(a:)d:z:+/ g(z)dx,
gde se ¢ dobija resavanjem jednacine f(x) = g(x) po x.

Primer 8.6.7 Odrediti povriinu ravnog lika ograni¢enog z-osom i funkcijama y = 22 — z i
y=2x+7/4zax<0. (slika 8.21).

Resenje. Vidimo sa slike 8.21 da se traZena povrSina mora podeliti na dve povrSine P i Ps.
Odredimo prvo granice integraljenja. ReSavanjem jednacine 22 — z = 22 + 7/4 za = < 0,
dobijamo da je x = —1/2. Tada je

—1/2 7 7 9
. ! . ) ’ -1/2 ka
= [ () e () I3i= g
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i

em

Slika 8.21: Povrdina ravnog lika ograni¢enog funkcijama y = 22 — z i y = 22 + 7/4 i x-osom.

0 3 2
_ 2 _ Y RN
P2—/1/2(:17 m)d:n—<3 2>|‘1/2_6’

pajeP:P1+P2:%.

Primer 8.6.8 Izracunati povrsinu kruga poluprecnika r koriste¢i odredeni integral (P = r27).

Resenje. Kako je jednagina centralne kruznice 22 + 32 = r2, tada je trazena funkcija koja
ogranitava trazenu povrsinu f(z) = y = Vr? — z2. Povrsina kruga je (slika 8.22) P = 4Py,
gde je

r — rsint 3 ,
P = / \/r2—x2daj:{ T =rsint, :/ V12 —r2sint - rcostdt
0 0

dr = rcostdt

= / T2(1—sin2t)-rcostdt:/ \/T2C082t-rc0stdt:/ r2 cos? t dt
0 0 0
21 2t 2 2 3 2 1
= Tz/zﬂdt:r— /2dt+/2cos2t dt:r_ t+_sin2t ‘
0 2 2 0 0 2 2
2 7r+1' 0+1 0 r2 g 2
= —|(|=z+zsin7m) — —sin I
2 2 2 2 2 9 4

Pri promeni granice integracije koristili smo da je t = arcsin 7, te je za x = 0, t = arcsin(0 = 0
izax=r,t=arcsinl = 3.

Oy
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8.7. Izracunavanje duZine luka krive

> X

y=—r’-x’

Slika 8.22: Povrina ¢etvrtine kruga ograni¢ena funkcijom y = v/r? — 22, z € [0,7] i x-osom.

8.7 Izracunavanje duzine luka krive

Ako treba da se izratuna duZzina putanje od tacke (a, f(a)) do (b, f(b)) kao na slici 8.23
a), tada se lako, korii¢enjem Pitagorine? teoreme, dolazi do I = /(b —a)2 + (f(b) — f(a))2.
U slucaju kao na slici 8.23 b), kada je u pitanju duzina luka neke krive linije, ovakav pristup,

naravno, nije tacan.

y y
A A
y=f(x)
f(b) f(b)
Sf(a) f(@)
0 a b > 0 a b > X
b)

Slika 8.23: a) Duzina luka prave linije, b) duzina luka krive linije.

Neka funkcija f(z) ima neprekidan prvi izvod na intervalu [a,b]. Da bismo izracunali
duzinu luka krive odredena grafikom funkcije f(z), = € [a,b], odnosno od tacke (a, f(a))
do (b, f(b)), potrebno je podeliti interval [a,b] na n jednakih podintervala koji su duzine
Az = (b—a)/n, gde je xop = a, x; = xo + iAzx,i=1,2,...,n — 1 iz, = b kao na slici 8.24.

Pitagora (oko 582-481 p.n.e.) - pogledati poglavlje 9.1
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y=f(x)
1) L,
n—1 /
fx) I — T
f(xifl) % -
l b !
f(a) o &
0 x() =a )él ')‘CZ cee xi,lé.»; x’- s xn—z xn*I b = xn > x

Slika 8.24: Duzina luka krive koju ¢ini grafik funkcije f(z), x € [a, b].

Obelezicemo sa Azx; = Ax = x; — x;—1, a sa Ay; = f(z;) — f(x;—1). Tada je (slika 8.24)

\ 2
[xerteat-o 4, gdeje = /(Ax)? + (Ay)? = Az 1+<iyz>
x

i =1,2,...,n. Na osnovu Lagranzove teoreme o srednjoj vrednosti (teorema 6.1.3), postoji

Ay,
tacka & € (2i-1,1), tako da je f'(&) = T

f:cizf:m 1+<Ay’> ZA:E\/H— )2 ~1.
i=1 i=1

Duzina luka krive je tada

ZHETOOZCZ _NETOOZAx\/l—F &))? (8.8)

Poslednji izraz u (8.8) je zapravo Rimanova suma, pa je

b
1= / VIt (F@)de,

ako je dr = Ax.
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Primer 8.7.1 Izracunati duzinu ravne putanje od tacke (1,1) do tatke (4,5) (slika 8.25)
koriste¢i odredeni integral.

- <

Slika 8.25: Duzina duzi od tacke (1,1) do tacke (4,5).

Resenge. Korisc¢enjem Pitagorine teoreme dobijamo da je duzina I = 5 (I je hipotenuza trougla
¢ija su temena (1,1), (4,1) i (4,5)). Proverimo to pomocu odredenog integrala. Prava koja

4 1
prolazi kroz date tacke je y = =z — =, pa je f'(x) =4/3, a /1 + (f'(x))? = 5/3. Tada je

3 3
4
) 5 4 b

Primer 8.7.2 Odrediti duzinu luka krive y = 22/2 za = € [0,1] (slika 8.26).
Resengje. Jasno jedaje f'(z) = z,a /1 + (f'(z))2 = V1 + 22. Izra¢unajmo sada [ V1 + 22 dz.

1422 1 22
I= [ V1+22de = 7dx:/7da:+/7d
/ V1+ 22 V14 a2 V1 + 22

Sada je I1 = In |z + V1 + 22|, dok je

x=1 + I.

I, =

T-x g u =z, du = dx
—  dx = 2
N dv = = dr, v=11+a?
= x\/1+x2—/\/1+x2daz

= zv1+22-1.

Zmnadi,

I=Ijz+V1+2?|+avV1+a2—-1+2C,
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0 0.’5 =1 > X

Slika 8.26: Luk grafika funkcije y = 22/2, x € [0, 1].

pa je
I =

<ln\x+\/1+x2]+x\/1+x2>+C.

N | —

Tada je trazena duzina luka

1
l:/ \/1+:172dx:1(1n|:13~|—\/1+:172|+:1:\/1+:172) |(1):
0

2

<ln|1+\/§|+\/§).

1
2

Primer 8.7.3 Izracunati obim O kruznice polupre¢nika r (slika 8.27) koriste¢i odredeni inte-
gral (O = 2rm).

Y
A
= /rz_xz

> X

y=—r’-x’

Slika 8.27: KruZznica polupre¢nika r, posmatran je grafik funkcije za x € [0, 7].
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Resenje. Ponovo, kako je jednacina centralne kruznice 22 4+ y? = 72, tada je trazena funkcija
¢iji ¢emo luk meriti y = f(r) = Vr?2 — 2. MoZemo obeleziti sa [ deo kruznice kada je
x € [0,7]1 f( ) > 0 pa je tada O = 4l. Lako se dobija da je f'(z) = :

(f'(2))* = 2%,
1+ (f'(x) ng_x21\/1+ (f'(x _\/ﬁ Tada je

o

T T
. T
l:/ 7d:17:rarcsm—0
0 r2 _ o2 r

r2 xQ’

= r(arcsin 1 — arcsin0) = r (g - 0) =

oS

Odavde dobijamo da je O = 4l = 2rr.

Neka je data kriva y = f(z) jednacinama =z = z(t), y = y(t), t € [o, 5], gde su z i y
neprekidno diferencijabilne na segmentu [«, 5]. Neka se eliminacijom parametra t iz datih
jednakosti dobija jednafina krive u obliku y = f(z), = € [a,b]. Tada se duzina [ krive linije
od tacke (a, f(a)) do tatke (b, f(b)) izra¢unava po formuli

B
1= / VEOP T 0t

Primer 8.7.4 Zadatak iz prethodnog primera mozemo uraditi ako zapiSsemo jednacinu kruznice
u parametarskom obliku

xz(t) =rcost, y(t) =rsint, t € [0,7/2].

Tada je 2'(t) = —rsin t, y'(t) = reos ti (2/(t))>+ (v (t))? = r?, paje /(z/(t))2 + (v (1)) =r.
Dakle,

/2

zz/ rdt =17 =rZ,

0 2
§to je dobijeno i u prethodnom primeru.
Primer 8.7.5 Izraunati duzinu luka krive z(t) = 2(t — sint), y(t) = 2(1 — cost) ako t €
[7/2,3m/2] (slika 8.28).

Resenje. Posto je o/(t) = 2(1 — cost) i y/(t) = 2sint, tada je (2/(¢))* = 4(1 — cost)?
(z/(t))* = 4sin®¢t. Znadi da je

\/(x/(t))2—|—(y’(t))2 = /4 —8cost+4cos?t +4sin?t = /8 — Scost = 2v2V/1 — cost.

Kako je
t t t
/\/1—costdt:/\/2sin2§dt:ﬁ/sinidt:—ZﬂCOS§+C’,,

onda je

3r/2
l—2\/_/ V1 —costdt =2v2-(—2v2cos = ‘37r/2_ <cos%—cos%>:8\/§.
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/
4,
ol 5 5
0 2[’2—1} erc 2[3;T+1j4|-7'l2> X

Slika 8.28: Cikloida x(t) = 2(t—sint), y(t) = 2(1—cost) zat € [0,27] (0 <z < 4w, 0 <y < 4).
Duzina luka od tacke A do tacke B je | = 8/2.

8.8 Izracunavanje povrSine obrtnog tela

Neka je f(x) pozitivna funkcija na intervalu [a, b] sa neprekidnim prvim izvodom na tom
intervalu. Neka se grafik funkcije f rotira oko z-ose dok = € [a, b] (slika 8.29).

y
4 : y=f(x)

Slika 8.29: Funkcija f(z) rotira oko x-ose formirajuci obrtno telo.

Da bi se odredila povrsina obrtnog tela (bez baza), potrebno je, kao i pri odredivanju
duzine luka krive iz prethodnog poglavlja, interval [a,b] podeliti na n jednakih podintervala
duzine Az = (b—a)/n =x; —x;—1,1=1,2,...,n. Na svakom od tih intervala uo¢i se trapez
sa osnovicama duzine f(z;—1) 1 f(x;), 1 kracima Az i¢;, i =1,2,...,n (slika 8.30).
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P
|

y=r

JS(®)
S (x) y

S(x)

J@|- 3

Slika 8.30: i-ta zarubljena kupa nastala rotacijom funkcije f(z), x € [x;—1,z;] oko z-ose.

Prilikom rotacije oko x-ose, formira se zarubljena kupa. Poznato je da je povr§ina omotaca
M zarubljene kupe jednaka
M = (ry +ro)ms, (8.9)

gde su 71 i 79 poluprecnici osnova kupe, a s izvodnica. Dakle, povrSina omotaca zarubljene
kupe sa slike 8.30 bice jednaka

M; = (f(xz—l) + f(i]j‘z))ﬂ' Ci, = 1727 REERLT
Opet, postoji tacka & € [z;,_1, ;] tako da je ¢; = /1 + (f'(&;))?Ax, te je
M; = (f(xi—1) + f(z)m /1 + (f(&))2Ax, i =1,2,...,n.

Zaklju¢ujemo da bi ;" | M; bila jedna aproksimacija povrsine obrtnog tela koja bi postajala
sve preciznija kako bi se n poveéavalo. Ako pustimo da n tezi beskonacnosti, tada dobijamo
povrsinu obrtnog tela nastalog rotacijom funkcije f oko x-ose, odnosno

n

M= Tim 3 M= i S (f(ei) + f)my/TH (F&)PAT.

i=1 =1

Poslednji izraz u prethodnoj jednakosti je Rimanova suma za funkciju 2f (z)m/1 4 (f'(x))2.
Dakle, povrsina obrnog tela je

b b
M:/ 2f(x)7n/1+(f’(x))2da::27r/ F@VIE (P de. (8.10)
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Primer 8.8.1 Izra¢unajmo sada povrsinu zarubljene kupe nastale rotacijom funkcije f(z) =
32 — 1 oko z-ose, ako je x € [1,4] (slika 8.31).

- <

39
N
y

e

NSO

Slika 8.31: Zarubljena kupa nastala rotacijom prave y = %:17 — %, x € [1,4], oko x-ose.

Resenge. Jasno je da je, na osnovu formule (8.9), povrsina tako dobijene zarubljene kupe
M= (f(1)+ f(4)r-5=(1+5)7-5=230r.

Koristeci odredeni integral i da je f(z) = 32 — + i /1+ (f'())? = 5/3, imamo da je

1
3
4 2
4 1 5 10 2 T\ 4
M = 27r/1 <§$—§>'§d$:—ﬂ'<———>1

10 2-16 1-4 2 1
= §”<<T_T>_<§_§>>_3OW'

Primer 8.8.2 Odrediti povriinu obrtnog tela koje nastaje rotacijom grafika funkcije y = 22/2
ograniene pravama r = 01 x = 1 i z-osom (slika 8.32).

Resenje. Posmatramo funkciju f(z) = 22/2, gde je x € [0,1] i \/1+ (f'(x))? = V1 + 22
Tada je povrSina obrtnog tela

1 .2 1
M:27r/ %\/1+x2da;:7r/ 22\/1+ 22 dz.
0 0

Reimo sada neodredeni integral I = [ 2%V/1+ 22 dz.

22(1 + 2?) 2% + 2t

2 4
= [ ———=dx = 7d$:/x7d$+/x7d$211+12.
V1+ 2 V1422 V1+a? V1422
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P IS R R

Slika 8.32: Funkcija y = %x2, x € [0, 1], rotira oko x-ose.

Sada je
; a;2+1—1d 241 J / 1 J
= | —dr = | ——=dr — | —dx.
! V1422 V1422 V1422

Prvi integral je reSen u primeru 8.7.2, a drugi je tabli¢ni, pa je tada

1 1
L = §ln\x+\/1+x2y+§x\/1+x2—ln\x+x/1+x2y+c
1 1
= —x\/1+x2—§ln]az+\/1+x2\+C.

2
Resimo sada Io.

3z u=z3 du = 3z2dx
I :/7(&: ’ :$3\/1+x2—3/:172\/1—|—x2d:17,
2 1/1_‘_:172 dU:ﬁdaj, U:V1+ZE2

pa je Iy = 23v/1 + 22 — 31. Sada je

1 1
Iz[1+Ig:§x\/1+x2—§ln]az+\/1+x2\+x3\/1+x2—3l+40.

Konac¢no

1 1
4[:—a;\/1+a:2—gln\x—l—\/1+a:2]+x3\/1+x2+40,

2
pa je

1 1 1
I:—:13\/1—|—x2—§1n|:1:—|—\/1—|—x2|—I—Z:E?’\/l—l—x?—l—C.

8
Povrsina omotaca posmatranog obrtnog tela je

M = = <1x\/1 a2 — éln\x—k\/l—i—xz\—l-%x?’\/l—i-xz) s

8

3vV2 1
= (T—gln(l—i-\/i))ﬂ.



242 Glava 8. Odredens integral

Primer 8.8.3 Izracunajmo sada povrsinu M lopte poluprec¢nika r koriste¢i odredeni integral
(M = 4127, slika 8.33).

y
A

Slika 8.33: Sfera nastala rotacijom funkcije y = V72 — 22, x € [—r,r], oko z-ose.

Resenje. Kao i u primeru 8.7.3, f(z) = Vr2 —22 i /1 + (f'(z))? = \/ﬂr_iwg PovrSina lopte
je tada M = 2M;, gde je

M1—27T/ vTr —J}2

rdr = 27rmz|(: = 27r(r — 0) = 272

da:—27r/
vT — 2 0

8.9 Izracunavanje zapremine obrtnog tela

Ako posmatramo sliku 8.30 i ako zelimo da odredimo zapreminu tela koje nastaje rotacijom
funkcije f(z) > 0 oko z-ose dok x € [a,b], tada je potrebno izra¢unati zapreminu zarubljene
kupe sa slike 8.30 koriste¢i oznake iz poglavlja 8.8. Poznato je da je zapremina zarubljene
kupe V = mwH(r} + riro + 73)/3 gde je H visina kupe, a ry i ro poluprecnici baza. Dakle,
zapremina zarubljene kupe sa slike 8.30, ¢ija je visina Az = x; — x;_1, a poluprecnici baza

f@i) i f(ziz1), je
Vi = ﬁAl‘((f(l‘i_l))2 + f(:l?z_l)f(l‘z) + (f(l‘z))2)/3, 7= 1, 2, RN 04

Zaklucujemo da je jedna aproksimacija zapremine obrtnog tela

ZV =< Z (f(xim1))? + flimn) f2:) + (f (@)% A,

z:l
pa je traZena zapremina

n

_ N V)2 , , 12

= ngrfmZV = 53 ((Flrina)) + S ) + () )
1=

Izraz na desnoj strani prethodne jednakosti je Rimanova suma za funkciju f2(z)m, pa je

trazena zapremina

V:W/bf2(:17)dx. (8.11)
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Primer 8.9.1 Izracunajmo sada zapreminu tela nastalog rotacijom grafika funkcije sa slike
8.31.

Resenje. Jasno je da je
7r

V =
3

(4= 1)(F(A2 + F@)F(1) + F(1)?) = (5> +5- 1 +12) = 31,
po formuli za zapreminu zarubljene kupe
V= % (ri+mra+73) H,

gde su 71 i ro poluprecnici osnova, a H visina zarubljene kupe.
Ako zelimo da izra¢unamo zapreminu preko odredenog integrala, tada je

174 1\? T[4 T [*
= —r— = = _ de — 1) dr = = 1622 — 1
14 7T/1 (3:17 3> dx 9/1 (4x — 1)* dx 9/1 (162" —8x + 1) dz

T (16 5 4 T (844 7

Primer 8.9.2 Zapremina obtrnog tela sa slike 8.32 je

1 2\ 2 1 5
€T T T x°1 T
v 77/0<2> v 4/03””5 4 5‘0 20

Primer 8.9.3 Zapremina lopte sa slike 8.33 (V = 4r37/3) koriste¢i odredeni integral je

r 2 T 3 , 4
V:7r/ < 7‘2—x2) d:z::27r/0 (r2—x2)dx:27r<r2x—%> 0:§r37r.

'

8.10 Zadaci za vezbu

1
1. Izratunati integral I = / (e* —1)e* dx. (I = (e—1)°/5)
0

2
2. IzraCunati integral I = / z(lnz+1)de. (I =3/4+1n4)
1

3. Izracunati integral I = /16 sm(iqinzn) dx. (I =1—cosl)
1 23
4. lzracunati integral I = /0 o dr. (I =(—9+2v3 7 +1n64)/54)
! 1
5. IzraCunati integral I = /0 Y g dz. (I =(In(1+v2)+v2-1)/2)
6. Izracunati povrsinu ogranitenu pravama y =z, y = —4x +20, x =2iy=0. (P = 8)

7. Izratunati povrsinu Cetvorougla ABCD ako je A(1,1), B(6,2), C(8,6) i D(2,6).
(P =24)
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8. Izracunati povrdinu ograni¢enu parabolama y = —2% 4 42 — 3 i njenim tangentama u
tatkama (0,3) i (3,0). (P =9/4)
9. Izracunati povriinu figure ograni¢enu parabolama y = —z2 +9 iy = 22 — 10z + 9.

(P =125/3)

10. Izracunati povrdinu ograni¢enu parabolama y = 22 — 122 + 36, y = 22 i pravama y = 4
iy=0. (P =40/3)

11. Izradunati povriinu ograni¢enu parabolama y = 22 iy = \/z. (P =1/3)

12. Izradunati povrdinu ograni¢enu parabolama y? +8z = 16 i y? — 24z = 48. (P = 321/6/3)

13. Izracunati povriinu ograni¢enu krivom y? = 2z + 1 i pravom y =z — 1. (P = 16/3)

1. Tzracunati povrsinu ograniCenu krivama y =e*, y=e *ix=1. (P=e+ 1/e —2)

15. Izracunati povrdinu ograni¢enu krivama y = e3%, y = €2* i pravama y = €3 i y = €.
(P =¢e®/3—¢€2/6)

16. Izratunati povrdinu ograni¢enu krivama y = Inz, y = In?z. (P =3 —¢)

17. IzraCunati povrsinu figure koja je ograni¢enu krivama y = cos z i pravama y = 1/2 i
y=0zaxzc[0,7/2. (P=7/6+1—+/3/2)

18. IzraCunati povrsinu figure koja je ograni¢enu krivama y = tg x i pravama x = 0, y = V3
iy=1zaxzc[0,7/2. (P=+371/3—7/4+1n(1/2) —In(v/2/2))

19. Naéi povrsinu koja lezi izmedu krive y = ze=*"/2 i njene asimptote ako z € [0, 2].
(P=1-1/¢?)

20. Izralunati povrSinu ograni¢enu z-osom i krivama y = arcsinz i y = arccosz. (P =
V2—1)

21. Izracunati duzinu luka prave y = x za x € [0,6]. (I = 6v/2)

22. Izracunati duzinu luka krive y = 22 za z € [0,1]. (I = In(2 +V5/4) + V5/2)

23. Izratunati duzinu luka krive y = Va3 za x € [0,5]. (I = 335/27)

24. Izracunati duzinu luka krive y = (1 — x/3)/z izmedu njenih nula. (I = 2v/3)

25. Izracunati duzinu luka krive y = In z za = € [v/3,V/8]. (I =1+ 0.51n(3/2))

26. Izracunati duzinu luka krive y = Vo — 22 + arcsin /z. (I = 2)

. . . T4+ 1
27. lzracunati duzinu luka krive y = In — ] 72 In2 <z <In3. (I=1In(16/9))
e [e—

28. Izracunati duzinu luka krive z(t) = (1 + sint)cost, y(t) = (1 + sint)sint + 1/4 ako
t€10,2n]. (1=28)

29. Izracunati duzinu luka krive z(t) = (t? — 2)sint + 2t cost, y(t) = (2 — t?) cos t + 2tsint,

ako t € [0,7]. (I =73/3)
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30.
31.
32.

33.

3.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

Naéi duzinu petlje krive z(t) = t2, y(t) =t — t3/3. (I = 4v/3)
Prava y = x rotira oko z-ose za € [1,3]. Izracunati povrsinu obrtnog tela. (M = 8v/27)

Kriva y = cos z rotira oko z-ose za x € [0,7/2]. Odrediti povrsinu tela koje tako nastaje.

(M = 7(vV2+1In(1 + v2)))

Izracunati povr§inu povrsi nastale rotacijom luka krive y = 23 /3 oko z-ose za x € [~2,2].

(M = (3417 — 2)7/9)

Luk krive y = e7® od z = 0 do = In 2 rotira oko xz-ose. Odrediti tako nastalu povrsinu.

(M =7 (42— V5 +1n (68 + 48v2) — 2In (3 + V5)) /4)
Izrac¢unati povrdinu koja nastaje rotacijom krive 22 + y? = 2y oko z-ose. (M = 4m?)

Figura koju obrazuju luci parabola y = 22 i y?> = z obrée se oko z-ose. Izracunati
zapreminu tako dobijenog tela. (V = 37/10)

Odrediti zapreminu tela nastalog rotacijom oko z-ose krive y = € na intervalu [In 2,1n 7].
(V =457/2)

Odrediti zapreminu tela nastalog rotacijom oko xz-ose zatvorene oblasti koju obrazuju
krivey =22 +4ipravex = —1,z =1iy = (z +5)/2. (V = 3767/15)

Odrediti zapreminu tela nastalog rotacijom oko z-ose krive y = ctg x na intervalu
[r/4,7/2]. (V = (47 — 1) /4)

Odrediti zapreminu tela koje nastaje rotacijom dela povr§i ograni¢ene pravom y = 0 i
krivom y = 2?(1 — 22), oko x-ose. (V = 167/135)






GLAVA 9

Veliki matematicari

Naredni sadrzaj predstavljaju kratki izvodi iz knjiga Bela (|2]), Agarvala i Sena (|1]),
Morisa (|7]) i Petkovica ([12]) koje autor ovog udzbenika toplo preporutuje svima koji zele
da zavire u zivote ljudi koji su, svako na svoj nacin, obelezili period u kom su ziveli i koji
su ostavili svoja dela narednim generacijama. Posebno je zanimljiva prva navedena knjiga u
kojoj su opisane ,tajne” vetine matematicara iz ovog udzbenika.

9.1 Pitagora

Slika 9.1: Pitagora (oko 582-481 p.n.e.)

SIznad svakog oblaka koji pravi senu
je zvezda koja daje svetlo.”

Pitagora
Pitagora, anticki matematicar, naucnik, astrononom i filozof, osnivac filozofskog, matema-
tickog, mistickog i naucnog drustva ili zajednice, koja je poznata pod imenom Pitagorejska

skola, roden je oko 582. godine p.n.e. na ostrvu Samos u Grékoj, jednom od najposecenijih

247
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severoistoCnih Egejskih ostrva. U to vreme ljudi su bili sujeverni, verovali su u duhove i
natprirodne pojave. Religijski kultovi behu popularni u to doba. Njegovi otac (bogati trgovac)
i majka hteli su da im sin dobije najbolje moguce obrazovanje. Tokom detinjstva, oboje su
imali ogroman uticaj na Pitagorin visoko receptivan um. Uspeli su da mu izgrade karakter
koji je zadivljuje ljude vise od dve hiljade godina. Danas je najpoznatiji kao tvorac Pitagorine
teoreme koja je nazvana po njemu. Pitagora je snazno uticao na filozofsku misao i religijska
razmatranja u drugoj polovini Sestog veka pre nove ere.

Pitagorin prvi ucitelj bio je Ferekid sa Sirosa od koga je ucio o nauci i filozofiji. Sa njim
je ostao u kontaktu sve do Ferekidove smrti. Ubrzo nakon smrti oca, Pitagora je, u dobi
od 18 godina, otisao na grcko ostrvo Lezbos gde je ucio od Anaksimandra i Talesa. Obojica
su imala uticaj na razvoj misli mladog Pitagore. Kada je napunio 23 godine, po preporuci
Talesa, odlazi u Memfis (Egipat) da uéi sa sveStenicima i tamo ostaje do svoje 44. godine.
Tokom boravka, izmedu ostalog, naucio je geometriju. Nakon Sto je napustio Egipat, odlazi
u Malu Aziju obilazec¢i svako mesto gde je mogao nesto da naudi i susretao se sa svim vaznim
licnostima. Vratio se na Samos kada je imao 55 godina i tamo je osnovao skolu. Ipak, zbog
manjka ucenika, preselio su u grad Krotone u juznoj Italiji i tamo osnovao Skolu u kojoj se,
uglavnom, ucila matematika, filozofija, astronomija, muzika i njihov odnos sa religijom. Imao
je oko 600 ucenika (veliki broj iz vigih klasa drustva), a bilo je ¢ak i zena koje su time krile
zakon koji im zabranjuje odlaske na javne skupove. Medu ucenicima bila je i njegova buduca
zena Teona Krotonska sa kojom se vencao kada je imao 60 godina. Izrodila mu je troje dece.
Za Pitagoru, podizanje i vaspitavanje dece bila je velika i sveta odgovornost. Roditelji su tu
da obezbede nove narastaje koji ¢e obozavati Bogove, tvrdio je Pitagora.

Teona je napisala biografiju svoga muza, ali je ona, nazalost, izgubljena. U Pitagorinu
Skolu je dosla oko 490. godine p.n.e. kada je Skola bila na svom nau¢nom vrhuncu. Verovalo
se da se do mentalnog razvitka dolazi kroz ucenje. Sledbenici Pitagore (Pitagorejci) bili su
poznati po medusobnom postovanju i odanosti. Pitagora je bio na Celu kulta (specificnog
sistema oboZzavanja) poznatog kao tajno bratstvo koje je obozavalo brojeve, numericke odnose,
jednakosti i nejednakosti. Clanovi ovog kulta bili su vezani zakletvom da ne otkrivaju ucenja
ili tajne skole. Takode, podelili su matematicke oblasti kojima su se bavili u ¢etiri disci-
pline: apsolutni brojevi (aritmetika), brojevi primenjeni (muzika), magnitude u mirovanju
(geometrija) i magnitude u pokretu (astronomija). Karakteristi¢na znacka bratstva bila je
zvezda pentagram.

Pitagorejci su davali ,bozanski znacaj’ vecini brojeva do 50. Parni brojevi su smatrani
zenskim brojevima i povezivali su ih sa nesre¢om. Neparni brojevi bili su muski brojevi,
predstavljali su dobrotu i sre¢u. Svaki broj je identifikovan sa necim §to okruzuje Coveka.
Broj jedan, monada, je osnova nematerijalnog sveta i prosta, poslednja Cestica celog svemira.
To je i muski i zenski broj, neparan i paran. Predstavljao je pocetak i kraj svega. Monada
je isto §to i priroda. Broj dva, dijada, je isto §to i par primarnih suprotnosti (toplo-hladno,
razredeno-zgusnuto). Broj tri, trijada, bio je prvi pravi broj, predstavljao je sve §to je potpuno
i savr8eno, predstavljao je pocetak, sredinu i kraj. Takode je predstavljao proglost, sadasnjost
i buduénost. Broj Cetiri, tetrada, brojni je simbol za osnovne manifestacije prirode, za tzv.
Cetiri osnovna elementa: vodu, vazduh, vatru i zemlju. Broj pet, pentada, je jedan od svetih
brojeva. Predstavljao je brak jer je zbir prvog zenskog i prvog muskog broja (2 + 3 = 5).
To je za Grke broj ljubavi, Afroditin broj. Broj Sest, heksada, bio je prvi savrSen broj jer se
moze dobiti kao 14+2+4+3 =61ikao 1-2-3 =6, pa predstavlja zdravlje i ravnotezu. Nastaje
mnoZenjem prvog Zenskog i prvog muskog broja (2 -3 = 6). Broj sedam, heptada, donosi red
u prirodi. Sedam je MesecCevih faza, sedam je delova tela (glava, vrat, dve ruke, torzo, dve
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noge). Glava ima sedam ,Supljina”, sedam je broj dana u nedelji. Broj osam, oktada, bio je
znacajan jer je to prvi broj koji se moze napisati kao kub nekog prirodnog broja (8 = 23) i
povezuje se sa sigurnoséu, postojanoscéu i sa tim da je sve u svemiru izbalansirano i regulisano.
On je izvor svega. Simbol je trajnog prijateljstva. Broj devet, nonada, zvao se ,onaj $to
donosi plodove” jer je to broj muze plesa i pokreta Terpsihore, a i zbog devet meseci trajanja
trudnoce. Broj deset, dekada, bio je najveéi od svih brojeva. Sam sadrzi prva Cetiri broja
(10 =142+ 3+ 4). Pomocu njega se moze formirati tetraktis, posebna figura na kojoj je
zasnivana kosmicka simbolika brojeva u pitagorejskom ucenju (slika 9.2).

Slika 9.2: Tetraktis.

Teme tog trougla je monada, iz koje se rada dijada (dve tacke u drugom redu), tre¢i red ¢ini
trijadu, a Cetvrti red i sve stranice, tetradu. Zbir tacaka po redovima je 1+2+43+4 = 10. Figura
se moze nadole neograni¢eno nastaviti i, kad god se zaustavimo, broj tacaka u poslednjem redu
pokazivac¢e na kojem smo se broju zaustavili, a ukupan broj tacaka tako sastavljene figure
davace zbir prirodnih brojeva koji su njome obuhvaceni. Pitagorejci su smatrali da tetraktis
predstavlja veru, univerzum, nebo, pa ¢ak i samog Boga.

Politicki gledano, Pitagorejci su bili aristokratsko-konzervativni, bili su viSe puta pro-
gonjeni, domovi su im bili spaljivani. Tada ve¢ vremesni Pitagora, bio je primoran da se
preseli u Metapontiju gde je bio duboko postovan. Tu i umire oko 481. godine p.n.e.
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9.2 Arhimed

Slika 9.3: Arhimed (287-212 p.n.e.)

. slava to bese Greka
A wveli¢ina to beSe Rim.

E.A. Po

Arhimed je bio starogréki matematicar, fizi¢ar i astronom iz Sirakuze, na Siciliji. Tako se
ne zna mnogo podataka o njegovom Zzivotu, on se smatra najve¢im matematicarem antike i
jednim od najvec¢ih nauc¢nika do danas. Postavio je temelje infinitezimalnog racuna i analize
primenjuju¢i koncept infinitezimalnosti i metodu iscrpljivanja. Bavio se preciznim dokazi-
vanjem teorema u geometriji, ukljucuju¢i odredivanje povrSine kruga, povrSine i zapremine
sfere, kao i povrsine odredene parabolom. Takode, otkrio je opste metode za izracunavanje
povrsina nepravilnih ravnih tela i zapremina tela koja su ograni¢ena nepravilnom povrsinom.
Dao je metod za izraCunavanje broja 7 i utvrdio da se broj m nalazi izmedu brojeva 3% i
37—71. U mehanici je otkrio zakone poluga i to primenio za izraCunavanje povrsina i centara
gravitacije kod nekoliko ravnih povrsina i ¢vrstih tela raznih vrsta.

Kada je otkrio da plivajuée telo gubi na tezini onoliko koliko je teSka istisnuta tecnost,
Arhimed je istr¢ao nag iz kupatila na ulicu vicuéi ,Eureka! Eureka!” (,Otkrio sam, otkrio
sam!”). Tako je on pronaSao prvi zakon hidrostatike. U pitanju je bilo resenje problema
specificne tezine krune za kralja Hijerona. Arhimed je dobio zadatak da otkrije da li su zlatari
prevarili kralja i zamenili deo zlata srebrom. Prema prici, Arhimed je dugo razmigljao, ali bez
rezultata, sve dok sluc¢ajno nije primetio da su, kada ude u kadu punu vode, istisnuta koli¢ina
vode i umanjenje njegove tezine usko povezani.

Arhimeda je macem ubio rimski vojnik koji je nakon osvajanja Sirakuze, po jednoj pridi,
stao na Arhimedove crteze po pesku nakon ¢ega mu je stari geometar rekao: ,Ne gazi moje
krugove!”. Prema drugoj pric¢i, Arhimed je odbio da pode sa rimskim vojnikom dok ne resi
problem koji ga je mucio.
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9.3 Leonardo Pisano (Fibonacci)

Slika 9.4: Leonardo Pisano (Fibonaci) (1170-1250)

Kakav bi to Zivot bio bez aritmetike
nego potpuni, pravi horor.

S. Smit

Fibonadi je roden oko 1170. godine u Pizi, Italija. Ziveo je u Bugiji, luci na severu
Afrike smestenoj isto¢no od Alzira, gde je stekao osnovno obrazovanje. To mu je omogudilo
da se upo-zna sa arapskom aritmetikom i algebrom. U Bugiji se, prave¢i druStvo svome ocu,
poslovnom coveku, susretao sa carinicima i trgovcima od kojih je imao prilike da vidi kako
rade sa razli¢itim numerickim sistemima i aritmetickim operacijama, kao i da ih medusobno
uporeduje. Tokom Zivota imao je priliku da poseti mediteranske zemlje, uklju¢ujuéi Gréku,
Egipat i Siriju. Posmatrao je cene ispisane arapskim brojevima kao i na¢in na koji ih trgovci
sabiraju koristec¢i abakus.

Vrativsi se u Pizu, Fibonaci je 1202. godine objavio ,, Knjigu o racunanju” u kojoj je
predstavio novi brojevni sistem tj. arapske brojeve umesto rimskih koji su se jos koristili u
Evropi. U knjizi je postavio i reSio problem u vezi sa rastom broja zeceva na farmi. Tako i
nastaje niz 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... kojeg, sredinom XIX veka, francuski matemati¢ar Edvard
Lukas (1843-1891) naziva Fibonacijev niz.

Naime, Fibonaci je zeleo da izracuna kako ¢e se uvecavati populacija zeceva koji zive na
jednom polju. Zamislio je da je u polje pusten par novorodenih zeceva - jedan muzjak i jedna
zenka. Kada dostignu uzrast od mesec dana, oni se pare, i na kraju drugog meseca se razmnoze
tako da izrode jo$ jedan par zeceva, muzjaka i Zenku. Fibonaci je pretpostavio da zec¢evi nikad
ne uginu i da Zenka svakog meseca okoti dva mladunca, muzjaka i Zenku. Pitanje je koliko
¢e parova zeCeva biti na ovom polju po isteku prve godine? Po isteku prvog meseca, nas par
zeCeva taman je stasao za parenje, ali se Zenka jo$ nije okotila i na polju su i dalje samo dva
zeca, odnosno jedan par. Na kraju drugog meseca, zZenka je okotila muzjaka i zenku, pa sada
imamo dva para zeceva. Na kraju treceg meseca, mama zecica ponovo je okotila par zeceva,
a njena Cerka ima mesec dana i spremna je za parenje. Sada imamo tri para zeCeva. Na kraju
Cetvrtog meseca, najstarija Zenka ponovo je okotila par zeCeva. Njena najstarija ¢erka takode
je okotila par zeCeva. Mlada ¢erka je napunila mesec dana i tek je statsala za parenje. Imamo
ukupno pet parova zeCeva. Populacija zeceva na polju raste ovim tempom: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
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21, 34, 55, 89, 144, 233, ...a svaki slededi ¢lan niza jednak je zbiru prethodna dva. Dakle, na
kraju jedne godine bice 233 para zeCeva. Clanovi Fibonagijevog niza zadovoljavaju rekurentnu

formulu
Fo=F,1+F, 2, n>23 F1=F=1,

pa je eksplicitna formula za n-ti ¢lan niza, n € N,

e () - ()

Za koli¢nik dva susedna ¢lana niza vazi da tezi zlatnom preseku kada n — +o00, odnosno

lim Fn+1 _ 1"‘\/5
n—+oo [, 2
Matematicki Casopis ,, The Fibonacci Quarterly” osnovan je 1963. godine i njegov fokus
je na radovima koji imaju oslonac na Fibonaéijev niz. Niz se pojavljuje u mnogim sferama,
matematike kao Sto su teorija optimizacije i analiza algoritama, a takode se pojavljuje i u
fizici, hemiji, biologiji, arhitekturi, pa ¢ak i u poeziji i muzici.
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9.4 Ludolph van Ceulen

Slika 9.5: Ludolf van Cojlen (1540-1610)

LAko je precnik kruga 1
tada je obim veci od
314159265358079323846264338327950288
100000000000000000000000000000000
a manji od
314159265358079323846264338327950280
100000000000000000000000000000000

Sa nadgrobne ploce...

Ludolf van Cojlen bio je holandski matemati¢ar nemackog porekla. Iako roden u Nemackoj
(28. januara 1540. godine), tokom rimokatolicke inkvizicije emigrirao je u Holandiju, kao i
mnogi njegovi sunarodnici. PreSao je u Delft, gde je predavao macevanje i matematiku.
U InZenjerskoj skoli Univerziteta u Lajdenu 1600. godine postavljen je za prvog profesora
matematike.

Proveo je skoro tre¢inu svog zivota racunajuc¢i broj m na §to veci broj decimala. Koristio
je metod koji se nije mnogo razlikovao od onog koji je opisao i primenio Arhimed 1800 godina
ranije. U knjizi ,, Van den Cirkel” (,O krugu”) objavio je vrednost broja 7 sa 20 decimala, do
tada najveci broj decimala koji je bio odreden. NesSto kasnije proSiruje na 35 decimala. Zbog
takve upornosti i doprinosu akumulaciji znanja o ovom broju, broj 7 je nazvan Ludolfov broj.
Ideja je bila da se obim pravilnog n-tougla oko kojeg je opisan krug prec¢nika 1 priblizava broju
7 kako se n povecava, jer je obim takvog kruga bas 7. Za racun je koristio mnogougao sa 262
stranice.

Broj m se danas Siroko primenjuje u matematici i fizici. Oznaka za broj m potice od
gréke reci perimetar Sto znaci: meriti okolo. U matematiku ga je uveo Vilijam DZouns, a
popularizovao ga je Leonard Ojler. Broj m ima beskonatno mnogo decimala i iracionalan je
broj. Definise se kao odnos obima i pre¢nika kruga.
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9.5 René Descartes

Slika 9.6: Rene Dekart (1596-1650)

Analiticka geometrija je Dekarta ucinila
besmrtnim © ona predstavlja najveéi korak
koji je ikada ucinjen u razvitku nauke.

Dz.S. Mil

Rene Dekart, francuski matematicar, naucnik i filozof, smatra se osnivafem savremene
filozofije. Za njega se moze re¢i da je bio dZentlmen, vojnik i matematicar. Kroz ceo zivot su
se provlacile njegove reci ,,Ja Zelim samo mir i odmor.”. Cesto je taj mir nalazio i u vojnickim
logorima, ¢eznuo je za odmorom i razmisljanjem u samodi, daleko od znatizeljnih i nametljivih
prijatelja. Rodio se 31. marta 1596. godine u dovoljno imuénoj i uglednoj porodici. Otac mu
je bio advokat i sudija, pa nije imao mnogo vremena za porodicu. Majka mu je umrla godinu
dana posle njegovog rodenja, pa su njega, brata i sestru podizali baka i deda. Zahvaljujuéi
upravo dedi, Dekart se od malih nogu upoznavao sa osnovama nauke i filozofije. Godine u
kojima je ziveo Dekart bile su, bez sumnje, veliki intelektualni periodi u istoriji ovecanstva.
Ferma i Paskal bili su njegovi savremenici u matematici; Sekspir je umro kada je Dekartu bilo
dvadeset godina; Dekart je za osam godina nadziveo Galileja, a Njutn je imao osam godina
kada je Dekart umro.

Zbog Dekartvog krhkog zdravlja, otac ga nije terao da uci, ali je Dekart sam ucio, i kada
je napunio osam godina, otac ga upisuje u Skolu, gde upravnik, uvidevsi da je deCak zaista
slabog zdravlja, dozvoljava Dekartu da ostane ujutru u krevetu dokle god hoce. Koristio je to
za razmisljanje iz kog su nastale filozofske i matematicke misli. Poznata je Dekartova izreka
,» Cogito ergo sum.” (,, Mislim, dakle jesam (postojim).”).

U jednom periodu Zivota, nakon osamnaeste godine, kada je bio razo¢aran slabim napretkom
na studijama, iako je ulozio mnogo truda, odlucio je da vidi svet. Kada bi mu to dosadilo,
odlazio bi u rat, a kada bi mu i to dosadilo, opet bi odlazio u samocu. Sve sto je sakupio, za-
jedno sa svojim pronalascima, uvrstio je u veliku raspravu ,,Le Monde” (,,Svet”) 1634. godine,
ali se bojao da je objavi zbog osude crkve jer je, kao i Galilej, bio pobornik Kopernikovog
heliocentri¢nog sistema. Zbog toga je odlucio da rasprava bude objavljena nakon njegove
smrti.

Dana 8. juna 1637. godine objavio je delo ,, Discours de la Méthode” (,,Rasprava o metodi”)
na francuskom jeziku, Zele¢i da dopre do §to veceg broja ljudi, i veoma brzo postaje slavan. To
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je dan kada je na svet dosla Analiticka geometrija. Od jeseni 1641. boravi u malom selu blizu
Haga u Holandiji. Tu je boravila i veoma ucena, prognana ¢eska princeza Elizabeta sa svojom
majkom. Znala je Sest jezika, procitala je mnogo literature i pocela da proucava matematiku.
Ona je postala omiljena Dekartova ucenica, a posle i prijateljica.

U septembru 1649. Dekart je nerado napustio Amsterdam da bi radio kao ucitelj kraljici
Svedske, Kristini. U trenutku kada je Dekart doSao na njen dvor ona je imala 23 godine, a
ve¢ 17 godina nalazila se na prestolu. Spavala je samo pet sati dnevno i zivela u hladnim
prostorijama poput Snezne kraljice. U pismima svojoj prijateljici Elizabeti, Dekart se zalio na
svoj zivot koji nikako nije uspevao da sredi. Zeleo je da ga kraljica otera sa dvora, ali to njoj
nije padalo na pamet. Zima 1649-50 bila je izuzetno jaka, a kraljica, iz njoj poznatih razloga,
nije dozvoljavala da se nalozi vatra u biblioteci, gde ju je Dekart poducavao. Nakon §to je
jednog svog prijatelja izlecio od upale pluc¢a, Rene Dekart se ubrzo i sam razboleo i umro usled
komplikacija uzrokovanih zapaljenjem pluca.

Dekartovi doprinosi u matematici su: upotreba pravougaonog koordinatnog sistema (Dekar-
tov koordinatni sistem), uvodenje pojma promenljive veli¢ine (varijable), svodenje geometrij-
skih problema na algebarske i osnivanje analiticke geometrije, prave i krive dobijaju algebarske
izraze i tako se ispituju. Medu prvima je uocio da vazi osnovnha teorema algebre, znao je za
Ojlerovu formulu, a algebarska kriva tre¢eg reda (z3 + y3 — 3azy = 0, 3a je duzina dijagonale
kvadrata ¢ija je stranica jednaka najvecoj duzini petlje - slika 9.7) nosi ime Dekartov list.

3at 3at?

Slika 9.7: Dekartov list, parametarski oblik: x = Levo krilo (zelena boja)

1+68 Y T 1T
t € (—1,0), petlja (crvena boja) t € [0,+00) , desno krilo (crna boja) ¢t € (—oo, —1).
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9.6 Pierre de Fermat

Slika 9.8: Pjer de Ferma (1601-1665)

,Otkrio sam veoma wveliki broj
1zvanredno lepth teorema.”

P. de Ferma

Ako izuzmemo Njutna, koji je tred¢inu zivota proveo u osamnaestom veku, malo je onih koji
bi negirali tvrdnju da je Pjer de Ferma bio najveé¢i matematicar sedamnaestog veka. Njega
je viSe privlacila ¢ista matematika, mada je dao znacajne radove u primeni matematike u
nauci, naroc¢ito u optici. I Dekart i Ferma su, potputno nezavisno jedan od drugog, pronasli
analiticku geometriju, a potpuno sam je utemeljio teoriju brojeva.

Zivot mu je bio miran i bez uzbudenja sto mu je veoma pogodovalo. Roden je 17. avgusta
1601. godine u Bomon de Lomanju u Francuskoj, od oca trgovca kozom i majke iz porodice
pravnika. Sa gkolovanjem je poceo kod kuce, a kasnije obrazovanje stekao je u Tuluzu gde je
pripremao magistraturu.

Udeo Ferma u razvijanju diferencijalnog ra¢una prikazan je na slici 9.9. Ako uocimo dve
tacke na neprekidnoj funkciji kao na slici 9.9 a), i ako pomeramo tatku D ka tacki A, tada
¢e tangente u tim tackama na grafiku funkcije f da teze grani¢noj tangenti u tacki A. Ugao
koji ¢e zaklapati tangenta grafika funkcije u tacki A bic¢e granitna vrednost od b/a kada se D
priblizava A. Sa druge strane (slika 9.9 b)), ako posmatramo nagibe tangenti grafika funkcije
od tacke A do tatke B, vidimo da ¢e u jednom momentu taj nagib biti jednak nuli (tangenta
je paralelna sa x-osom), a isto vazi ako posmatramo nagibe tangenti od B do C. U tatkama
kada je tangenta paralelna sa z-osom, funkcija ¢e imati minimum ili maksimum.

Najve¢i Fermaov doprinos bio je u takozvanoj ,teoriji brojeva” ili ,aritmetici”. Uvodi
termin prost pozitivan broj i kaze da je to svaki broj koji je deljiv samo sa brojem 1 i sa samim
sobom bez ostatka. Na primer 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 i tako dalje. Kod niza 22" + 1 za n =
0,1,2,3,4,5,6,... ¢iji su ¢lanovi 3,5,17,257,65537,4294967297, 18446744073709551617, . ..
Ferma je pogresno zaklju¢io da su svi ¢lanovi tog niza prosti brojevi (prvih 5 jesu), ali Sesti
i sedmi nisu jer su deljivi sa 641 i 274177, redom. Clanovi ovog niza nazivaju se Fermaouvi
brojevs.

Naredno Fermaovo otkric¢e glasi ako je n ceo broj i p bilo koji prost broj, tada je broj
n? —n deljiv sa p. Ferma ovo nije dokazao, ve¢ je to prvi uradio Lajbnic 1683. godine, tvrdeci
da je dokaz znao i ranije.
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Slika 9.9: a) Grani¢na tangenta u tacki A kada a,b — 0, b) Tangenta je paralelna sa z-osom
u slucaju ekstremnih vrednosti.

Dalje, Ferma je otkrio da se svaki prost broj oblika 4n 4+ 1, n € N moze zapisati kao zbir
kvadrata dva prirodna broja. Recimo, za n = 1 broj 5 = 12422 ili za n = 3 broj 13 = 22 4 32,
itd. Ni za ovu teoremu Ferma nije ostavio dokaz, ve¢ je to Ojler dokazao 1749. godine, nakon
sedam godina napornog rada.

Slede¢i korak bilo je tvrdenje da jednacina y® = 22+2 ima samo jedno regenje (z,y) = (5, 3)
u skupu celih brojeva i niti jedno vise. Dokaz nije objavio, ali je on ipak pronaden mnogo
godina nakon njegove smrti (u pitanju je bio Fermaov dokaz). Ferma je dokazao i da je
nemoguce resiti jednac¢inu z*+y* = 2% u skupu racionalnih brojeva. Ferma je tvrdio da je imao
dokaz da se jednacina " +y" = 2" ne moze resiti u skupu Z ako je n prirodan broj veé¢i od dva,
ali ga nije naveo jer nije bilo mesta (margine papira su mu bile preuske). Ipak, bez obzira na to,
u narednih 357. godina dokaz nije pronaden. Pri¢a o dokazu je veoma zanimljiva. Endru Vajls
sa Univerziteta u Pristonu (Engleska) proveo je sedam godina razradujuéi sve detalje dokaza
samostalno i to u apsolutnoj tajnosti. U junu 1993. godine objavio je dokaz na tri predavanja
u Kembridzu zapanjivsi sluSaoce brojem ideja i konstrukcija koje je koristio. Ipak, detaljnijom
proverom, pronadena je ozbiljna greSka koja je oborila prvobitan dokaz. Zajedno sa svojim
studentom Ric¢ardom Tejlorom, godinu dana je potrosio na korekciju dokaza. Konacno, 1995.
godine dokaz je objavljen u ¢asopisu ,,Annals of Mathematics’.

Veliki aritmeti¢ar Gaus nije se slagao sa misljenjem da je Ferma bio najveéi aritmeticar u
istoriji, ali drugi jesu.
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9.7 Isaac Newton

Slika 9.10: Isak Njutn (1642-1727)

»Ne znam kako ja izgledam ljudima,
ali sam sebi izgledam kao decak

koji se igra na obali mora,

1 zabavljam se sam sa sobom,
Pronasavst § vremena na vreme
mangi oblutak ili lepu skoljku,

dok se veliki okean istine

Gitav pruZa neotkriven preda mnom.”

1. Njutn

Roden je na Bozi¢ 1642. godine, u godini kada je umro Galilej, u siromagnoj porodici u
okrugu Linkoln u Engleskoj. Njutnov otac umro je pre prevremenog Isakovog rodenja. Njutn
je zbog toga je bio slab i mr8av i nije bilo sigurno da li ¢e preziveti. Majka mu je bila marljiva
i sposobna i nakon njene udaje za drugog ¢oveka, Njutn je odveden kod bake da ona brine o
njemu. I[zbegavao je grube igre svojih vr$njaka i imao je vremena za vlastitu razonodu koja
se sastojala u pronalascima (mehanicka lutka sa fenjerima koja je po nodci plasila seljake sa
loS§im namerama, mlin sa gladnim miSem koji je bio i mlinar i pogonska snaga, carobne lutke
i kutije, suncani sat i drveni sat koji se sam navijao,...).

Osnovnu 8kolu pohadao je u svom okruzenju, a srednju u Grantamu. Tamo je jednog dana
dobio batina od lokalnog siledzije pretrpevsi i fizicku i duSevnu bol. Bio je dosta povucen
dok jednog dana tog istog decaka nije izazvao na novu borbu u kojoj je pobedio. To je bilo
novo iskuSenje za njega, a nakon toga, pozeleo je da i svoj um stavi u iskusenje. Tokom
srednjoskolskih dana Njutn je stanovao u kuéi kod seoskog apotekara na ¢ijem tavanu je nasSao
mnostvo starih knjiga koje je ¢itao kad god je stizao.

Godine 1661. upisao se na Trinitski koledz u Kembridzu gde 1669. godine zamenjuje svog
profesora matematike koji je dao ostavku i to mesto prepustio Njutnu. U maju 1665. godine
Njutn je u svom radu pokazao da je ovladao principima diferencijalnog rac¢una i da je mogao
pronaci tangentu i nagib tangente u svakoj tacki neprekidne krive. Tu svoju metodu nazvao
je ,,fluks” sto znaci protok. Pre toga postavio je binomnu teoremu

(a+b)" =a"+7a" b+ 7"(;1 _11) a2 4 3 12)("1_ 2 3 4
gde je tacno n + 1 sabirak u datoj formuli, ako je n pozitivan broj.



9.7. Isaac Newton 259

Ret funkcija u matematiku je uveo Lajbnic 1694. godine (bi¢e o njemu reci u poglavlju
9.8). Naime, ako su y i = dve promenljive i ako je za svaku vrednost promenljive z odredena
i promenljiva y, tada se y zove funkcija od x i zapisuje se y = f(z). Prirastaj promenljive z
obelezava se sa Az, a prira$taj promenljive y sa Ay = f(x + Az) — f(x). Koli¢tnik Ay/Ax
oznacava srednju promenu ili prosetnu promenu promenljive y u odnosu na x. Ako Zelimo
da znamo odnos promene u svakoj tacki, tada treba pustiti da Az — 0. Tada i Ay — 0,
i dobijamo odnos oblika ,,0/0” koji moze biti jednak razli¢itim vrednostima. Dato je ime
grani¢noj vrednosti odnosa promene promenljivih y i x - prvi izvod u oznaci dy/dz, i za taj
simbol zasluzan je Lajbnic. Njutn je upotrebljavao (y), koji manje odgovara. Na primer,
ako sa s ozna¢imo put koji treba da prede neka ¢estica, brzina u vremenu ¢ bila bi ds/dt, a
ubrzanje dv/dt, gde je v brzina Cestice. Ubrzanje je i d?s/dt?, §to je zapravo drugi izvod. Na
slican nacin dobijaju se i treéi i ¢etvrti izvod itd.

Postavilo se i pitanje: kako odrediti funkciju, ako se zna da je njen prvi izvod f(z)? Takva
funkcija, ako postoji, obelezena je sa /f(x) dx. Simbol [ je starinsko slovo s, prvo slovo

re¢i suma. Pri izraCunavanju povrsine ispod grafika neprekidne krive f na intervalu [a, b],
bilo je potrebno koristiti grani¢nu vrednost sume povrsina pravougaonika na koje je podeljena
trazena povrsina. Tako je utvrdena osnovna teorema integralnog racuna koju su dali Njutn i
Lajbnic, nezavisno jedan od drugoga, a ona glasi:

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a),

gde je dF(x)/dx = f(z).

Drugi veliki iskorak Njutna bio je 1666. godine u obliku Zakona o gravitaciji. Period
od 1684. do 1686. godine predstavja jednu od bitnih i velikih epoha u nauci. Njutn je
uspeo da obelodani svoja astronomska i dinamicka otkric¢a u ,, Philosophice Naturalis Principia
Mathematica” (,Matematicki principi prirodne filozofije”). U toj knjizi je primena zakona o
gravitaciji i Njutnove dinamike na Suncev sistem. Do rezultata i otkrica dolazio je pomocu
diferencijalnog rac¢una. Izveo je Keplerov zakon na osnovu svog zakona o gravitaciji i pokazao
kako se moze izracunati SuncCeva masa ili masa bilo koje planete koja ima satelite. Takode,
inicirao je teoriju o poremecajima koja se danas primenjuje kod putanje elektrona. Ideja je da
je putanja Meseca poremecena, jer pored privlacenja od strane Zemlje, i Sunce privla¢i Mesec.
Krajem sedamnaestog i pocetkom osamnaestog veka ova otkri¢a pocela su da se izucavaju na
Kembridzu i Oksfordu.

Nakon 1712. godine doglo je do rasprave ko je prvi doSao do diferencijalnog rac¢una, Njutn
ili Lajnbic. Engleska je insistirala na tome da je Lajbnic kradljivac i lazljivac. Zbog toga
su ceo vek nakon Njutnove smrti samo ponavljali Njutnovu matematiku, dok su Svajcarci i
Francuzi usavr§ili Lajbnicov put kroz diferencijalni ra¢un koristeéi njegov jednostavniji nacin
pisanja diferencijalnog rac¢una i tako stvorili lakSe primenljivu metodu istazivanja u odnosu
na Njutnove sledbenike.

Krajem sedamnaestog veka Njutn je postao direktor kovnice sa zadatkom da unapredi i
reformiSe kovanje novca. Bio je jedan od najkreativnijih radnika kovnice i za to dobio titulu
umetnika. U ¢itavoj istoriji matematike, Njutn nije imao superiornijeg protivnika §to se tice
sposobnosti koncentracije za reSavanje problema u jednom trenutku. Umro je mirno, u snu,
20. marta 1727. godine u 85. godini.
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9.8 Gottfried Wilhelm Leibniz

Slika 9.11: Gotfrid Vilhelm Lajbnic (1646-1716)

SImam tako mnogo ideja da one

s vremenom mogu bitt korisne, ako drugi,
jednog dana, dublje udu u njih

t pridruZe lepotu svojih misli mojem delu.”

G.V. Lajbnic

Gotfrid Vilhelm Lajbnic roden je 1. jula 1646. godine u Lajpcigu u Nemackoj. Otac mu
je bio profesor moralne filozofije. Poticao je iz ugledne porodice koja je kroz tri generacije
sluzila saksonskoj vladi, tako da su Lajbnicove najranije godine bile prozete skolom i politikom.
Uglavnom je bio samouk. Voleo je da Cita knjige u knjizari svoga oca. Sa dvanaest godina
znao je latinski tako da je mogao da piSe stihove, a potom je poceo da izucava grcki.

U petnaestoj godini upisuje se na studije prava u Lajpcigu, a dve godine kasnije na
Jenski univerzitet gde je sluSao matematicka predavanja. To je uradio nakon Sto je shvatio
da najnoviju filozofiju moze razumeti samo onaj ko poznaje matematiku. Godine 1666. vraca
se na studije prava ali mu odbijaju doktorat zbog njegove mladosti (sluzbena formulacija).
Razocaran odlazi u Nirnberg gde je ubrzo i doktorirao. Ponudeno mu je mesto profesora, ali
to njega nije zanimalo.

Lajbnic je imao sposobnost da svugde i u svako doba radi, pod bilo kakvim uslovima.
Matematika je bila samo jedna od mnogih oblasti u kojoj je pokazao genijalnost: pravo,
teologija, politika, istorija, knjizevnost, logika, metafizika i filozofija - u svakoj grani imao je
znacajan doprinos. Lajbnic je u matematici bio sveobuhvatan, u odnosu na Njutna koji je
matematicko rezonovanje primenio za probleme u fizici.

Kod Lajbnica je lakomost za novcem, koji je dobijao od svojih aristokratskih poslodavaca,
prouzrokovala gubljenje vremena i tracenje intelektualnih sposobnosti. Sve do 1672. godine
Lajbnic je veoma malo znao §ta zna¢i moderna matematika u njegovo vreme. Dobijao je
Casove matematike od Kristijana Hajgensa (1629-1695), holandskog matematic¢ara, astronoma
i fizicara, koji je prepozano Lajnicov talenat. Jedan od Lajbnicovih pronalazaka je i

gde se primecuje povezanost broja m sa neparnim brojevima. U Hanoveru je 1675. godine
otkrio osnovnu teoremu integralnog racuna zbog koje je doSao u sukob sa Njutnom. U periodu
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od izmedu 1677. i 1704. godine Lajbnicov diferencijalni i integralni racun bio je primenjivan

Sirom Evrope.
Narednih godina Lajbnic je proveo sluze¢i u jednoj porodici kao bibliotekar. Umire u

Hanoveru 14. novembra 1716. godine. Danas, Lajbnicov ugled je sve veci i veci.
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9.9 Michel Rolle

Slika 9.12: Misel Rol (1652-1719)
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M. Rol

Misel Rol bio je francuski matematicar i sin trgovca. Roden je u Ambertu 21. aprila
1652. godine. Rano se ozenio i jos kao mladi¢ tesko se borio da obezbedi osnovne potrebe za
svoju porodicu koja je bila pod velikim nametima. Uprkos finansijskim problemima i samo
osnovnom obrazovanju, Rol je sam ucio algebru i Diofantovu analizu (granu teorije brojeva).
U Pariz se preselio sa dvadeset i tri godine.

Rolovo materijalno stanje dramati¢no se promenilo 1682. godine kada je objavio elegantno
reSenje teSskog problema iz Diofantove analize. Javno priznanje njegovog postignuca dovelo je
do toga da bude finansiran od strane ministra u vladi (dobio je penziju) i da se zaposli kao
nastavnik. Bio je, doduse u kratkom periodu, i administrativni radnik u ministarstvu odbrane.
Godine 1685. pristupio je Francuskoj akademiji gde, sve do 1699. godine, nije redovno dobijao
platu. Tu je radio do 1719. godine kada je preminuo usled otkazivanja vitalnih organa.

Najvaznije Rolovo delo bila je knjiga pod nazivom ,, Traité d’algébre’ (,, Ugovor o algebri -
teorija jednacina”) koja je objavljena 1690. godine. Tu je uvedena notacija n-tog korena iz
x kao {/x. Knjiga sadrzi i detaljan opis Gausovog postupka eliminacije pri reSavanju sistema
linearnih jednacina §to je bilo prvi put u Evropi (Rol je taj metod nazvao Metod zamene).
Njutn je, ipak, pre Rola koristio Gausov algoritam u svojim nauc¢nim radovima, ali su oni
objavljeni tek 1707. godine.

Rol je bio jedan od ranih kriticara matematicke analize (grani¢na vrednost, diferencijani i
integralni rac¢un, redovi) i tvrdio je da je on netacan i da je zasnovan na pogre$nom rezonovanju.
Cak je i Akademija morala nekoliko puta da intervenise usled Zestokih rasprava na tu temu.
Naime, Rol je u Akademiji prezentovao nekoliko slucajeva kod kojih koriS¢enje diferencijalnog
ra¢una dovodi do greske. Predstavio je algebarske krive kod kojih se ne mogu otkriti lokalni
ekstremi kori§¢enjem priznatog aparata, tj. diferencijalnog rac¢una. Ipak, to su bile tacke u
kojima prvi izvod ne postoji, jer su tangente bile normalne na z-osu. Kasnije je promenio
migljenje. Mada ovo zvudi ironi¢no, Rol je dao teoremu iz te oblasti koja je i nazvanu po
njemu (tek 1846. godine od strane italijanskog matematic¢ara Guista Belavitisa). Rol je
samo naveo teoremu, ali je nije i dokazao. Medu njegovim dostignuéima je i promena pri
uporedivanju negativnih celih brojeva, jer je Dekart smatrao da je —2 manje od —5. Sadasnji
stav - < =5 < —4 < -3 < —-2< —1< ... usvojen je konvencijom iz 1691. godine.
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9.10 Guillaume Francois Antoine de L’Hopital

Slika 9.13: Gijom de Lopital (1661-1704)

wLimest oblika % i 3 mogu se resiti
1 primenom diferencijalnog racuna
na koji se naslanja moje pravilo.”

G. de Lopital

Gijom de Lopital bio je francuski matemati¢ar. Rodio se u Parizu 1661. godine. Roditelji
su mu bili visoki plemidéi i zaposleni u vojsci. Pokazao talenat za matematiku prili¢no rano, a
sa 15 godina resio je tezak problem cikloide koji je postavio Paskal. Kao mladi¢ kratko je bio
konjicki oficir, ali podnosi ostavku zbog kratkovidosti.

Godine 1694. sklopljen je dogovor sa Johanom Bernulijem da mu Lopital plac¢a 300 franaka
godi$nje, a da mu zauzvrat, Bernuli pri¢a o svojim otkri¢ima. Slavu je stekao 1696. godine kao
autor prvog udzbenika ikada objavljenog o diferencijalnom rac¢unu , L’Analyse des Infiniment
Petites pour UIntelligence des Lignes Courbes’ (,Analiza beskonacno malih veli¢ina u svrhu
razumevanga krivih”). Lopitalovo pravilo se prvi put pojavilo u toj knjizi. Kada je ¢uo od
Lajbnica da ¢e on napisati svoj tekst o integralnom rac¢unu, Lopital je taj deo izostavio iz
knjige. Bio je ocigledno velikoduSan i privlacan za druge matematicare, jer je lako stupao u
kontakt sa njima Sirom Evrope.

Nakon Lopitalove smrti, 2. februara 1704. godine, Bernuli je otkrio sta se dogovorio sa
Lopitalom i da je veéina rezultata iz te knjige zapravo tu zahvaljujuéi njemu. Tek 1922. godine
nadeni su tekstovi koji potvrduju ove tvrdnje. Ipak, sam Lopital nikada nije rekao da je on
zasluzan za to pravilo i u uvodu knjige je napomenuo da mu je pomagao Bernuli.
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9.11 Brook Taylor

Slika 9.14: Bruk Tejlor (1685-1731)
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B. Tejlor

Bruk Tejlor roden je u Edmontonu u Engleskoj 18. avgusta 1685. godine i bio je vodeci
engleski matematicar. Najpoznatiji je po Tejlorovoy teoremsi i Tejlorovom redu. Roden je u
dobrostoje¢oj porodici, ¢iji su dom veoma Cesto posecivali muzicari i umetnici koji su, bez
sumnje, imali veliki uticaj na mladog Bruka.

Godine 1701. Tejlor upisuje univerzitet Svetog Jovana u Kembridzu kao redovan student,
gde je i diplomirao 1709. godine kao student prava. Doktor pravnih nauka postaje 1714.
godine. Ipak, u tom periodu, bavio se i matematikom. Tako je 1708. godine naSao reSenje
problema centra oscilacije, ali je ono objavljeno tek u maju 1714. godine. Rad , Methodus
Incrementorum Directa et Inversa’ (,, Diskretna i inverzna metoda prirastaja”) iz 1715. godine
utro je put jos jednoj grani matematike - Analizi konacnih elemenata. Veliki rezultat bio je
odredivanje oblika kretanja vibrirajuce Zice koju je on sveo na mehanicke principe. U tom delu
nalazila se i ¢uvena Tejlorova teorema. Ipak, Tejlorov red bio je poznat Dzejmsu Gregoriju
(Tejlor je bio tada decak), ali se veruje da Tejlor toga nije bio svestan kada je objavio svoje
delo. Takode, prvi je ispitao postojanje singularnog resenja kod diferencijalnih jednacina.

Tejlorov najproduktivniji period bio je od 1714. do 1719. godine kada je pisao o Sirokom
spektru tema: magnetizmu, protoku tecnosti kroz usku cev, termometrima, perspektivi i
analizi. Pred kraj zivota bio je posvecen pisanju o religiji i filozofiji. Rezultati po kojima je
Tejlor poznat, bili su motivisani Njutnovim delima o kretanjima planeta i radovima Haleja o
korenima polinoma. Tejlorov stil pisanja bio je kratak i tesko razumljiv, tako da nikada nije
dobio priznanja za mnoge svoje inovacije.

Tejlorov zivot bio je, velikimm delom, nesre¢an i tragian. Posto njegova prva Zena, po
misljenju njegovog oca, nije bila dovoljno bogata, doslo je do velike svade izmedu njih dvojice
i otudenja. Prilikom porodaja, Tejlorova Zena je umrla kao tek rodeni sin. Naredne dve godine
proveo je sa porodicom u Bifronsu. Nakon $to se ponovo oZenio (ovaj put uz odobrenje oca),
pet godina nakon vencanja i njegova druga Zena umire na porodaju, ali mu je kéerka Elizabeta
prezivela. Nakon smrti oca 1729. godine, Tejlor nasleduje imanje u Bifronsu, krhkog zdravlja.
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Umro je 29. decembra 1731. godine, a sahranjen je u crkvi Svete Ane u Sohou. Posthumni rad
pod nazivom , Contemplatio Philosophica’ (,,Filozofska istrazivanja’) odstampao je Tejlorov
unuk 1793. godine.
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9.12 Colin Maclaurin

Slika 9.15: Kolin Makloren (1698-1746)
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K. Makloren

Kolin Makloren bio je istaknuti Skotski matematicar i fizicar. Roden je februara 1698.
godine u Kilmadanu u Argajlu (Skotska). Njegov otac, sveStenik, umro je kada je Kolinu bilo
6 meseci, a majka mu umire sa njegovih nepunih devet godina. Podizao ga je i obrazovao
ujak, koji je takode bio svestenik.

Sa 11 godina upisuje Univerzitet u Glazgovu, Sto tada nije bilo neuobicajeno. Jednu
godinu je proveo kao student teologije, a nakon toga se prebacio na matematiku. Sa 14 godina
diplomirao je na temi: ,The Power of Gravity’ (,Mo¢ gravitacije”). Master diplomu stekao
je sa svojih 17 godina i, uprkos svojim godinama, poceo je da predaje na Mariskal koledzu u
Aberdinu u Skotskoj. Tokom boravka u Londonu 1719. godine, Makloren srece Isaka Njutna
i od tada postaje njegov ucenik, a biva primljen i u Kraljevsko drustvo. U tom periodu,
neki Njutnovi analiticki metodi bili su zestoko napadnuti od strane glavnih matematicara, a
Makloren se trudio da odbrani Njutnove ideje.

Makloren je uveo metod generisanja konusa i bio je prvi koji daje ispravnu teoriju za
razlikovanje maksimuma i minimuma. U analizi, Maklorenova formula, koja je specijalan
sluc¢aj Tejlorove formule, pojavila se 25 godina ranije u radu Sterlinga. Kolin ju je koristio u
radu ,, Treatise on fluzions” (,Rasprava o fluksu’) koji je objavljen 1742. godine. To je bila
prva, pazljivo napisana sistematizacija Njutnovog rada, sa matematickom strogos¢u. Makloren
je otkrio pravilo za reSavanje linearnih sistema jednacina koje sada nazivamo Kramerovim
pravilom.

Bio je izuzetan u osmisljavanju eksperimenata. Razvio je brojne genijalne mehanicke
uredaje koji su postali vazni kod astronomskih ogleda, radio je aktuarske proracune za osigu-
ravajuca druStva i pomogao je u poboljsanju geografskih karti skotskih ostrva.

Aktivno je ucestvovao u odbrani Edinburga tokom pobune 1745. godine, ali je, nakon pada
Edinburga, pobegao je u Jork. Na tom putu je pao sa konja, a umor i hladno¢a prouzrokovali
su da dobije bolest bubrega. Vratio se u Edinburg nakon $to su pobunjenici otisli juznije,
ali ubrzo umire 14. juna 1746. godine. Dve godine nakon smrti objavljena je Maklorenova
» Treatise of Algebra” (,Rasprava o algebri’).
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Slika 9.16: Leonard Ojler (1707-1783)

Ojler je racunao bez vidljivog napora,
slicno kao Sto covek dise,
ili kako se orao odrZava na vetru.

Arago

Leonard Ojler roden je u Bazelu (évajcarska) 15. aprila 1707. godine i on je verovatno
najveé¢i naucnik kojeg je Svajcarska iznedrila. Otac mu je bio verski sluzbenik i odlican
matematicar (ucitelj mu je bio Jakob Bernuli). Zeleo je da mu i sin ide stopama teologije, ali
ga je ipak ucio i matematiku.

Kasnije, Ojler upisuje fakultet gde studira teologiju i hebrejski jezik. Na polju matematike,
privukao je paznju Johana Bernilija, Jakobovog brata, koji mu je jednom nedeljno davao
Casove, a ostalim danima Ojler je pripremao pitanja za svog ucitelja. Prvi samostalni rad
napisao je kada je imao devetnaest godina i za taj rad dobio je posebno priznanje od Pariske
akademije (kasnije je dvanaest puta dobio glavnu nagradu). U Bazelu upisuje filozofiju i slusa
predavanja iz medicine gde nalazi vezu sa matematikom pri ispitivanju Sirenja zvuka u uhu.
Dobija sluzbeni poziv 1727. godine iz Petrograda (danas Sankt Peterburg) i tamo odlazi
kao medicinski saradnik pri Akademiji. U to vreme Akademija i nije bila u milosti vladara,
medicinsko mesto bilo je pod znakom pitanja, pa se prebacio na matematicku sekciju. Sa
dvadeset i Sest godina zauzeo je mesto vodeteg matemati¢ara na Akademiji. Politicke prilike
bile su nestabilne, ali je Ojler uvek pronalazio na¢ina da vredno radi. Sa velikom lakoc¢om
sastavljao je najteZe matematicke probleme. Kada je Zeleo da osvoji parisku nagradu za
problem u vezi sa astronomijom, radio je dugotrajno i naporno, razboleo se i oslepeo na desno
oko.

Dok je boravio u Rusiji, pisao je matematicke udzbenike za ruske skole, kontrolisao je
vladin odsek za geografiju, izmislio je prakti¢ni nacin za ispitivanje vaga. Godine 1736. izdaje
jedan od najvaznijih radova - ,Mechanica sive motus scientia analytice exposita’ (,Rasprava
o mehanic?’), gde je prvi put primenjen diferencijalni i integralni ra¢un u mehanici. Kasnije
je to Lagranz nadogradio.
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Shvatio je da beskonac¢ni redovi mogu biti nepodesni za primenu iako konvergiraju, mada
u svojim radovima o beskona¢nim procesima nije mnogo govorio. Treba re¢i da nije bio
uskogrudan matematicar. Dobro je plivao i u knjizevnosti, biologiji, astrologiji, mehanici,
astronimiji,. . .

Njegove velike studije u periodu od 1748-1770. godine o diferencijalnom i integralnom
racunu odmah su postale klasi¢ne i skoro ceo vek sluzile mladim matemati¢arima. U svom
radu o racunu varijacija ,, Methodus inveniends lineas curvas mazximi minimive proprietate gau-
dentes’ (,Metode za nalaZenje krivih linija koje poseduju osobine maksimuma ili minimuma’)
iz 1744. godine, Ojler se prvi put pokazao kao prvorazredni matematicar. Bio je nenadmasan
u otkrivanju algoritama za resavanje problema specijalne vrste. U njegovo doba bavljenja
matematikom, na univerzitetima se samo ucilo ono poznato iz matematike. Za proucavanje i
otkrivanje novih stvari nije bilo ni vremena ni odobrenja. Zbog toga se to radilo na kraljevskim
akademijama. Tako je i Berlinska akademija bila na izdisaju dok joj nije pristupio Ojler, posle
jednog od mnogobrojnih odlazaka iz Petrograda. Kada je imao pedeset i devet godina poceo
je da gubi vid i na drugom oku i ubrzo je oslepeo. Nije pomogla ni kasnija operacija levog
oka.

Ojler je bio snazan i bistrog uma sve do smrti 18. septembra 1783. godine dok se igrao sa
unukom. Poslednje proucavanje bilo je Zakon o dizanju balona.

Koris¢enjem Ojlerovog identiteta e'® = cosz + i sinz, z € R, uzimajuéi da je z = ,
dolazimo do formule ¢!™ = —1 ili

em4+1=0,

§to je, Cesto se tako naziva, najdivnija formula matematike koja povezuje fundamentalne
brojeve e, 7, ¢, 1 i 0 i osnovne matematicke operacije sabiranje i stepenovanje sa relacijom =.
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Slika 9.17: Zozef Luj Lagranz (1736-1813)

Lagranz je velicanstvena piramida
matematicke nauke.

N. Bonaparta

Zozef Luj Lagranz roden je 25. januara 1736. godine u Torinu u Italiji. Imao je i francuske
i italijanske krvi. Deda mu je bio francuski konjicki kapetan u Torinu, a otac je jedno vreme
radio kao ratni blagajnik na Sardiniji gde je oZenio je kéerku bogatog lekara. Nakon smrti
Lagranzovog oca nije bilo bogatstva koje se moglo naslediti, tako da je to bila i izvesna sreca
za Covecanstvo 1 za samog Zozefa.

Prve radove iz matematike Lagranz je spoznao preko geometrije Euklida i Arhimeda i nije
bio bas impresioniran. Tada mu u ruke dolazi esej u kojem se iznosi prednost diferencijalnog
ra¢una u odnosu na geometrijsku metodu Grka. U veoma kratkom vremenu sam je savladao
sve §to je do tada moderna matematika dala. U Sesnaestoj godini LagranZ postaje profesor
na Kraljevskoj artiljerijskoj Skoli u Torinu i tada pocinje jedna blistava karijera i jedna od
najvaznijih u istoriji matematike.

U pocetku je Lagranz bio analiti¢ar, a naklonost ka analizi do§la je do izrazaja u delu ,, Mé-
canique Analytique’ (, Analiticka mehanika’) koju je napisao sa Sesnaest godina, a objavljena
je u Parizu tek 1788. godine. Primetio je da se mehanika moze posmatrati kroz prostor od tri
dimenzije, plus ¢etvrta dimenzija koja predstavlja vreme.

U Torinu, kao mladi profesor, predavao je studentima starijim od sebe, a sa najsposob-
nijim je osnovao istrazivacko drustvo, pretecu Torinske akademije nauka. Prvi radovi sa
akademije objavljeni su 1759. godine, a Lagranz je zasluzan za ve¢i deo dobre matematike
u tim radovima. Primenio je diferencijalni racun u teoriji verovatnoce i to je drugi veliki
korak napred. Dao je i ta¢nu formulaciju problema vibrirajuce zice, §to je bio veliki problem
za tadaSnje matematicare. Veé¢ u dvadeset i trecoj godini smatran je i priznat kao jednak
najve¢im matematicarima - QOjleru i Bernuliju.

Poznato je da je Lagranz poslao Ojleru pravi metod pomocu kojeg je Ojler resio dugo
ispitivan i proucavan izoperimetrijski problem (odredivanje najve¢e moguce povrsine figure
u ravni ako je unapred dat obim te figure). Ojler nije odmah objavljivao dostignuce vec je
¢ekao da to prvo uradi Lagranz. Ojler je ohrabrivao Lagranza da marljivo nastavi sa svojim
radom. Lagranz je 1759. godine postao spoljni ¢lan Berlinske akademije nauka. Plan Ojlera i
D’Alambera (velikog i odanog prijatelja Lagranza) bio je da se Zozef vrati u Berlin i da bude
dvorski matematic¢ar. Na kraju su u tome i uspeli 1766. godine, a kralj Pruske, Fridrih Veliki
bio je oduSevljen. Lagranz je postao direktor fizicko-matematicke sekcije Berlinske akademije.
Nije morao da drzi predavanja i bio je veoma produktivan po broju napisanih radova.
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Tokom svog boravka u Berlinu, Lagranz nije radio samo na nebeskoj mehanici, ve¢ je
doterivao i svoju Analiticku mehaniku. Imao je i jedan izlet u Fermaovu oblast - aritmeticki
problemi, i tu je naiSao na mnogo vise poteskoca nego sto je ocekivao.

Za razvitak moderne algebre od najvece vaznosti je Lagranzov rad iz 1767. godine , A
propos de la résolution de nombreuses équations” (, O reSavangu brojéanih jednacina”) §to je
kasnije i uopsteno. Lagranz je dao zamajac odredivanju potrebnih i dovoljnih uslova da se
zadata jednacina moze algebarski resiti.

Nakon smrti Pruskog kralja prihvata poziv Luja XVI da nastavi sa svojom matematikom
u Parizu. Ipak, umoran od nje, okrenuo se metafizici, razvitku ljudske misli, istoriji religije,
opStoj teoriji jezika, medicini i botanici. U to vreme je i hemija postajala nauka, odvajanjem
od alhemije.

Kroz ceo svoj zivot Lagranz je odlazio i vrac¢ao se matematici. Cesto su ga burni politicki
dogadaji budili iz melanholije i uzrokovali da se ponovo lati matematike i nauke. Tako je 1764.
godine dobio nagradu Francuske akademije nauka za resenje problema kruzenja Meseca i zbog
Cega je ka Zemlji uvek okrenuta ista strana Meseca. Trazilo se da se koristi Njutnov zakon
o gravitaciji, odnosno saznanje da se Zemlja, Sunce i Mesec medusobno privlace u skladu sa
zakonom obrnutog kvadrata rastojanja njihovih centara gravitacije.

Godine 1795. Lagranz je imenovan za profesora matematike u Politehnickoj skoli u Parizu.
Vodio je studente kroz aritmetiku i algebru do analize. Njegovi ucenici imali su problem sa
beskona¢no malim i beskonac¢no velikim veli¢inama. Da bi to prevladao, Lagranz je pokusao
da razvije racun bez primene Lajbnicove tehnike i bez Njutnove koncepcije grani¢ne vrednosti.
Svoju novu teoriju objavio je u dva rada ,, Théorie des fonctions analytiques’ (,, Teorija o anal-
itickim funkcijama”) i, Cours sur les fonctions de calcul’ (,,Predavanja o kalkulusu funkcija’)
krajem XVIII i pocetkom XIX veka. Ovi radovi su dalje pomogli Kosiju i drugima da kon-
struiSu infinitezimalni rac¢un. Tokom Francuske burzoaske revolucije, Lagranz je doterivao
metricki sistem tezina i mera. Kao baza je uzet broj 10 umesto broja 12.

Poslednji Lagranzov upliv u nau¢ne vode bila je revizija i prosirenje prvog izdanja svoje
Analiticke mehanike. Vratila mu se stara snaga iako je imao vise od sedamdeset godina. Ipak,
naporan rad ga je sve viSe umarao, osecao je da se mora odmarati, i mada je bio tesko bolestan,
spokoj i pribranost ga je krasila, jer je oduvek bio ravnoduSan za svoju sudbinu. Rekao je
da Zeli da umre, da u tome nalazi veselje, da nikoga nije mrzeo i da je imao lepu karijeru
postigavsi slavu u matematici. ,,Za nekoliko trenutaka vise nigde nece biti funkcije, smrt ce
biti svuda, smrt je samo apsolutni odmor tela”, rekao je Lagranz. Umro je u zoru 10. aprila
1813. godine.

Lagranz je bio najskromniji i najveéi matemati¢ar u osamnaestom veku i za svog Zivota
je bio senator, grof Carstva i oficir Legije ¢asti. To je sve dobio od Napoleona, a takode je bio
odlikovan od strane kralja Sardinije i Fridriha Velikog, treceg kralja Pruske.
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Slika 9.18: Johan Karl Fridrih Gaus (1777-1855)

Sve §to je matematika devetnaestog veka
dala u smislu originalnih naucnih ideja
povezano je sa Gausom.

L. Kroneker

Johan Karl Fridrih Gaus (svoja remek-dela potpisivao je sa Karl Fridrih Gaus) roden je
u siromagnoj porodici u Braungvajgu u Nemackoj, 30. aprila 1777. godine. Gausov otac bio
je zidar, ¢ista¢ i vrtlar koji je celog zivota tesko radio. Bio je posten i Cestit ali veoma sirov i
gotovo okrutan prema svojoj deci. Svoju genijalnost Gaus je nasledio s majcine strane koja
mu je celog zivota bila podrska. Bila je ¢vrtog karaktera, oftroumna, Cestita i vesela. Mnogo
je ocekivala od svog sina, jer su joj govorili da ¢e biti najveéi matematicar u Evropi. Njegov
ujak mu je od malena razvijao logi¢ko razmisljanje (i sam je bio inteligentan), bavio se tkanjem
koje je sam naucio i bio je izvanredan.

Gaus je prvi put pokazao svoj talenat pre nego §to je napunio tri godine kada je korigovao
nedeljni obrac¢un plata radnika njegovog oca. U prve dve godine Skolovanja bio je obi¢an decak,
ali kada se u njegovoj desetoj godini pojavila aritmetika, tada je, znajuéi formulu za zbir prvih
100 prirodnih brojeva, resio profesorov zadatak za nekoliko sekundi. Njegov profesor je posle
toga od svog novca kupio najbolje knjige iz aritmetike i poklonio ih Gausu. Ubrzo je priznao
da Gausa viSe ni¢emu ne moze da naudi i da je decak ve¢ iznad njega. Profesorov pomocnik
Martin Bartels, koji je imao sedamnaest godina i koji je voleo matematiku, postaje dozivotni
Gausov prijatelj. Zajedno su ucili algebru i analizu.

U oktobru 1795. godine Gaus je zavrSio Karolinski fakultet. Tu je proucavao radove
Njutna, Ojlera i Lagranza. Napomenimo i to da je sa petnaest godina otkrio da prosti brojevi
teze beskona¢nosti istom brzinom kao i n/In n kada n — oo. To je dokazano tek 1896. go-
dine od strane francuskog matematicara Adamara. Gaus je otkrio Metod najmangih kvadrata
da bi se minimizirala greska prilikom obrade podataka. Primenjuje se kod linearne i nelin-
earne regresije, fitovanja krivih, u obradi signala, u statistici... U teoriji verovatnoce otkrio
je zakon raspodele (normalna raspodela) koja je jedna od najvaznijih neprekidnih raspodela
verovatnoce. Dalje, Gaus je dokazao da se pomocu lenjira i Sestara moze konstruisati pravilni
n-tougao sa neparnim brojem stranica samo ako je broj stranica prost Fermaov broj ili ako je
broj stranica dobijen mnozenjem Fermaovih prostih brojeva.
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Zanimljivo je i to da je Gaus od 1796. godine vodio dnevnik u koji je zapisivao svoja
otkri¢a koja nije objavljivao dokle god nisu bila savrSeno jasna i potpuno dokazana. Tek 1898.
godine taj dnevnik dospeo je u ruke ucenih ljudi. Sastojao se od devetnaest stranica i sadrzao
je 146 sazetih beleski o otkri¢ima ili rezultatima racunanja.

Od 1795. do 1798. godine boravio je na Univerzitetu u Getingenu i te godine su bile
najplodonosnije u Gausovom zivotu. Plemeniti vojvoda od Braunsvajga Karl Ferdinand je
finansijski pomagao Gausa, tako da se on nije oko toga brinuo i mogao je potpuno da se posveti
matematici. Kona¢no, 1798. godine, zavrseno je Gausovo remek-delo , Disquisitiones Arithme-
ticae” (,, Aritmeticka ispitivanja”). Ono obuhvata elementarnu teoriju brojeva i podeljeno je
na sedam glava. To je bila jedna od poslednjih matematickih knjiga napisanih na latinskom
jeziku.

U Helmstetu 1799. godine dobio je naziv doktora nauka nakon odbranjene disertacije
,2Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius
variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse” (,, Prikaz nove teoreme da se
svaka racionalna funkcija jedne promenljive moZe rastaviti na faktore prvog i drugog stepena’).
Deo disertacije bila je i fundamentalna teorema algebre (svaki polinom stepena veceg od jedan
ima bar jednu nulu u skupu kompleksnih brojeva) koju je prvi dokazao Gaus. Na dokazu se
radilo bar 200 godina od strane najboljih matematic¢ara kao $to su D’Alamber, Ojler, Lagranz
i Laplas. Gaus je precizirao i da su koreni svake algebarske jednacine sa jednom promenljivom
oblika a +bi, gde su a i b realni broejvi i i = —1. Nakon disertacije, on je svoje interesovanje
prosirio i na astronomiju, geodeziju i elektromagnetizam.

U poslednjoj deceniji osamnaestog veka, mnogi astronomi trazili su novu planetu izmedu
Marsa i Jupitera, jer su bili sigurni da postoji. U tom regionu su otkrivene brojne manje
planete, poznate kao asteroidi, nazvani Cerera (1801. godina - otkrio ih je Puzepe Pjaci). Ipak,
Cerera se nije mogla videti ni pod najboljim okolnostima i nestala je u blizini Sunca. Mnogo
meseci je proslo, a da najbolji astronomi nisu mogli da odrede gde bi se mogla nalaziti Cerera.
Konaé¢no, Gaus je pomocu svoje metode najmanjih kvadrata i numerickim procedurama uspeo
da nade orbitu. Rekao je astornomima gde i kada da gledaju i tako su je pronasli. To
mu je donelo novu slavu, penziju i imenovanje za profesora astronomije i prvog direktora
observatorije u Getingenu. Takode, ovo otkri¢e dovelo je do rada o asteroidima i njihovom
kretanju pod uticajem velikih planeta 1809. godine.

Dvadesetih godina XIX veka, Gaus se zainteresovao za geodeziju. U svom radu iz oblasti
diferencijalne geometrije, , Disquisitiones generales circa superficies curvas’ (,,OpSta istraZi-
vanja zakrivljenth povrsi’) iz 1827. godine, Gaus uvodi sistematsku upotrebu parametarskog
predstavljanja povrsi, dve osnovne kvadratne forme, sferno preslikavanje i pojam zakrivljenosti
u tacki povrsi.

Od 1830. godine Gaus je preokupiran matematickom fizikom i svaku granu koju je
dotakao, obogatio ju je. Posebno se bavio elektromagnetizmom, magnetizmom Zemlje i teori-
jom privlacenja na osnovu Njutnovog zakona. Tu je radio zajedno sa svojim prijateljem
Veberom. Godine 1835. Gaus dolazi do zakona koji se odnosi na raspodelu naelektrisanja do
postignuca elektricnog polja.

Umro je 23. februara 1855. godine. Poslednje pismo napisao je o otkri¢u elektri¢nog
telegrafa.
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Slika 9.19: Vilijam Dzordz Horner (1786-1837)

wPn(x)=ap+x (a1 +z(ag+ -+ x(an-1+zay) -))”
V.DzZ. Horner

Vilijam Dzordz Horner, britanski matematicar, roden je 9. juna 1786. godine u Bristolu
u Engleskoj. Sin svestenika, skolovao se Kraljevskoj Skoli u okolini Bristola, gde je sa Sesnaest
godina postao ucitelj, a za Cetiri godine i direktor. Ipak, 1809. godine napusta to mesto i
osniva svoju Skolu koju je vodio do svoje smrti. Sa suprugom Sarom imao je Sest kéeri i dva
sina, a jedan od sinova je preuzeo Skolu nakon oceve smrti.

Bio je stru¢njak i za klasi¢ne nauke i za matematiku. Hornerovo ime prvi put se pojavljuje
na listi osoba koje su resile neke od problema u ¢asopisu ,, The Ladies’ Diary’ (,Dnevnik za
dame”) za 1811. godinu, koji se najve¢im delom sastojao od logickih matematickih problema.
Sve do izdanja iz 1816. godine, godisnje je reSavao do petnaestak problema. Neka njegova
reSenja su Stampana, kao i dva problema koja je sam postavio. Doprinosio je i na drugi nacin
ovom Dnewvniku, pazljivim proucavanjem ¢lanaka i sugerisanjem c¢itaocima gde bi mogli da
nadu reSenja za odredene matematicke probleme.

Hornerov dokaz problema leptira je 1815. godine objavljen u ,, The Gentleman’s Diary’
(,,Dnevnik za gospodu”). Leptirov problem (slika 9.20) glasi: Neka je AB jedna tetiva kruZnice
i neka je tacka I sredina te tetive. Iz tacke C povucemo dve tetive, jednu kroz tacku I i sa E
obelezimo presek sa kruznicom, a drugu kao na slici 9.20 i sa F' obelezimo presek sa kruznicom.
Presek tetive F'C'i tetive AB obelezi¢cemo sa G. Iz tacke F' kroz tacku I povucemo novu tetivu
FD ina kraju nacrtamo tetivu DE. Presek tetiva AB i DE obelezi¢emo sa H. Dokazati da
je I sredina duzi GH.

Slika 9.20: Problem leptira

Pisao je o funkcionalnim jednacinama, teoriji brojeva, teoriji aproksimacija, ali i o op-
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tici. Njegov doprinos teoriji aproksimacija postovan je jer je shema za reSavanje algebarskih
jednatina dobila ime Hornerova metoda (shema).

Podstaknut od strane belgijskog fizicara Dzozefa Platea (prvi je demonstrirao opticku
iluziju pokretnih slika koristeé¢i rotirajucée diskove, odnosno uredaj koji je 1832. nazvao fe-
nakistoskop), Vilijam Horner osmislio je cilindri¢nu varijaciju pomenutog uredaja i to objavio
1834. godine. Uredaj je nazvao Daedaleum. Njegov rotirajudi cilindar je imao proreze izmedu
slika.

Horner umire 22. septembera 1837. godine u Batu u Engleskoj. Rad o Hornerovoj shemi
je, sa znacajnim urednickim napomenama Tomasa Stefensa Dejvisa, prestampan u Hornerovu
slavu u €asopisu ,,Dnevnik za dame’ za 1838. godinu. Izdanje ,,Dnevnika za gospodu’ za tu
godinu sadrzalo je kratku umrlicu.
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Slika 9.21: Ogisten Luj Kosi (1789-1857)

LLjudi odlaze, ali njihova dela ostaju.”
O.L. Kosi

Ogisten Luj Kosi, istaknuti francuski matematicar, profesor univerziteta u Parizu, jedan
od tvoraca teorije funkcija komleksne promenljive, roden je u Parizu 21. avgusta 1789. godine,
kao prvenac, manje od dva meseca nakon pada Bastilje. Otac, skupstinski pravnik, bio je pun
vrlina i milosrda §to je preslo i na sina. U to vreme Skole su bile zatvarane, nije bilo potrebe
za ljudima iz kulture i nauke, pa je pravo ¢udo kako je Kogijev otac izbego giljotinu. Uceni
ljudi su Cesto ostavljeni i da gladuju. Porodica Kogi skrivala se i gladovala u selu Arkej, pokraj
Pariza, gde je Ko#i senior sam uzgajao voce i povrée. Tek u dvadesetoj godini Kosi se poceo
oporavljati od neuhranjenosti. Skrivanje je trajalo jedanest godina i za to vreme KoSijev otac
je sam skolovao svoju decu. Sam je pisao udzbenike, neke i u stihovima, $to je njegovoj deci
bilo posebno zanimljivo.

Selo Arkej granicilo se sa velikim imanjem markiza Laplasa, matematic¢ara koji je bio
drustveniji od ostalog komgiluka, pa je tako ¢esto dolazio u dom Kosijevih. Veoma brzo je
otkrio da Kogi poseduje dar za matematiku. U toku narednih nekoliko godina Laplas je slusao
Kosijeva predavanja o beskona¢nim redovima i primenjivao prikazanu konvergenciju na svoje
redove.

Pocetkom januara 1800. godine Kogijev otac dobija mesto sekretara Senata i kancelariju,
pa je iz jednog njenog ugla, mladani Kosi cesto vidao Lagranza, profesora na Politehnici. I
Lagranz se odmah zainteresovao za decCaka i jednom prilikom je rekao da ¢e taj decak biti
bolji od tadasnjih matemati¢ara. Dao je i nekoliko saveta decakovom ocu, koji su bili veoma
korisni. Prvi je da mu do sedamnaeste godine ne daje knjige iz vise matematike, a drugi je da
mora poznavati jezicka pravila (gramatiku), jer ¢e pisati na maternjem jeziku.

Sa trinaest godina upisuje se u srednju skolu i odmah postaje zvezda, jer je dobijao prve
nagrade iz grckog i latinskog jezika. Bio je i jednu godinu na Politehnici i intenzivno studirao
matematiku uz dobrog mentora. Odlazi 1807. godine u Skolu za civilne inZenjere i istakao se
kao mladi¢ koji postuje propise. Bio je originalan i sposoban.

Sa dvadeset i Cetiri godine, zbog svojih sjajnih istrazivanja o poliedrima i simetri¢nim
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funkcijama, bio je zapaZen od strane vodec¢ih matematicara u Francuskoj. Sa dvadeset i sedam
godina uSao je u red najvecih zZivih matematicara. Jedini ozbiljni suparnik bio je mu dvadeset
godina stariji Gaus. Izazvao je senzaciju 1815. godine kada je dokazao Fermaovu teoremu
o poligonalnim brojevima (da se svaki prirodan broj moze predstaviti kao zbir tri trougaona
broja, Cetiri kvadratna broja, pet pentagonalnih brojeva, itd.) Naredne godine dobija nagradu
od Akademije za teoriju o Sirenju talasa na povrsini guste tecnosti neogranicene dubine. Postao
je 1 profesor na Sorboni. Evropski matematicari su ga bolje poznavali nego Gausa.

Objavio radove iz raznih oblasti matematike i njenih primena, postavljajuéi i reSavajuci
nove probleme i uvodeéi nove pojmove i nove metode. Takode je razvijao teoriju talasa u
optici i radio je na teoriji elasti¢nosti. Uveo je sledece termine u matematici: modul i argument
komleksnog broja, konjugovani kompleksni brojevi. Njegova glavna dela su: ,, Cours d’Analyse”
(,, Kurs analize”) i, Legcons sur les applications de calcul infinitésimal; La géométrie” (,, Primena
analize u geometrifi”).

Posle 1830. godine bio je ucitelj i muska dadilja trinaestogodisnjem sinu poslednjeg fran-
cuskog kralja Sarla desetog. Decak je bio razmaZen i po ceo dan je imao posla oko njega.
Retko je nalazio vremena za matematiku. Pobegao je od svog uCenika 1833. godine. U tom
periodu mu je najvazniji rad bio pokusSaj objaSnjenja disperzije svetlosti. Cetrdesetih godina
devetnaestog veka dao je najvezniji doprinos matematickoj astronimiji.

Umro je iznenada, 23. maja 1857. godine od groznice, nakon prelezane upale pluca.
Nekoliko sati pre smrti veselo je razgovarao sa pariskim nadbiskupom o dobrotvornom radu
koji je predlozio.
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9.18 Mikhail Vasilyevich Ostrogradsky
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Slika 9.22: Mihail Vasiljevi¢ Ostrogradski (1801-1862)

P(x) .,  Pi(x) Py(x) o7
o0 ™= T w’

M.V. Ostrogradski

Mihail Vasiljevi¢ Ostrogradski, ukrajinski matematicar, roden je 24. septembra 1801.
godine u Pageni u Ukrajini. Dolazi iz prosperitetne, aristokratske i konzervativne porodice.
Srednju skolu pohadao je u Poltavskoj gimnaziji, a 1816. godine upisao je Univerzitet u
Harkovu da studira fiziku i matematiku. Nakon cetiri godine poloZio je sve neophodne ispite,
ali mu je, iz religijskih razloga, zatrazeno da ponovo polaze ispite, Sto je on odbio, tako da
nikada nije dobio diplomu.

Od 1822. pa naredne Cetiri godine, studirao je na Sorboni i na francuskom Koledzu
u Parizu. Tu se susreo sa Laplasom, Lezandrom, Furijeom, Poasonom i Kosijem. U tom
periodu Ostrogradski je objavio neke radove u Pariskoj akademiji, koje je kasnije 1832. godine
ukljucio u rad o hidrodinamici. Godine 1828. vratio se u Sankt Peterburg i predstavio tri
vazna elaborata iz teorije toplote, dvostrukih integrala i teorije potencijala za Rusku akademiju
nauka. Na osnovu radova u ovim elaboratima, Ostrogradski je izabran za ¢lana Akademije
nauka.

Bio je prvi matematiCar koji je objavio dokaz teoreme divergencije. Ipak, Gaus je veé
dokazao tu teoremu rade¢i na teoriji gravitacije, ali njegove beleznice su objavljene mnogo
godina kasnije. Zbog toga, teorema divergencije se ponekad naziva Gausova teorema. Naime,
1828. godine Ostrogradski je postavio jednakost za pretvaranje zapreminskog u povrsinski
integral (poznatu kao Teorema o divergenciji)

/// <8P a_Q+aa_§> dmdydz://S(dedz%-dedm%—Rda:dy)

gde je V - zatvorena oblast u R? ogranicena sa po delovima glatkom zatvorenom povrdi S,
koja sebe ne preseca (OV = S), a P, Q, R, OP/0z, 0Q/dy i OR/Jz su neprekidne funkcije
nad V. Godine 1834. tu jednakost je uopstio na slucaj n-tostrukih integrala (kao i Dzordz
Grin) te se ona i u tom obliku pokazala vrlo zna¢ajnom u modernoj diferencijalnoj geometriji
(Ostrogradski-Grin-Gausova teorema).
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Od 1830. godine Ostrogradski je drZzao predavanja na Institutu za komunikacije, a od
1832. i na PedagosSkom institutu. Od 1847. godine postaje profesor matematickih nauka u
vojnim Skolama. Imao je doprinos u izu¢avanju obic¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednacina,
ra¢una varijacije, integracije racionalnih funkcija, teorije brojeva, geometrije, teorije verova-
tnoce, algebre i na polju matematicke fizike i klasi¢ne mehanike. Na primer, ako su P(z) i
Q(z) polinomi gde Q(x) ima visetruke korene, tada se integral racionalne funkcije P/Q resava

na sledeci nacin P p P
/ (2) 4 = P& [ Do)
Q(x) Q1(z) Q2(x)

gde je Q1(x) najvedi zajednicki delilac od Q(x) i Q'(x), dok je Q2(x) = Q(z)/Q1(z). Polinomi
koji treba da se odrede su Pj(x) i Py(z) koji su za stepen manji od stepena polinoma Q1 (z) i
Q2(x), redom.

Napisao je preko 80 istrazivackih publikacija, ali i mnoge odli¢ne udzbenike. Umro je u
Poltavi (Ukrajina) 1. januara 1862. godine.
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9.19 Niels Henrik Abel

Slika 9.23: Nils Henrik Abel (1802-1829)

Abel je ostavio matematicarima toliko posla
da tmaju Sta da rade narednih petsto godina.

S. Ermit

Nils Henrik Abel, norveski matematicar, roden je 5. avgusta 1802. godine u Nedstrandu u
Norveskoj. I otac i deda bili su mu svestenici. Otac mu je diplomirao teologiju i filozofiju. Sa
trinaest godina, Abel upisuje Katolicku §kolu, a godinu dana kasnije pridruzuje mu se stariji
brat Hans, koji je imao bolje ocene od Nilsa. Novi nastavnik matematike Bernt Holombo dolazi
1818. godine u §kolu i zadaje zadatke da ih ucenici reSavaju kod kuce (prethodni nastavnik
je strogo kaznjavao ucenike, a jednog je toliko isibao, da je de¢ak umro). Holombo je video
veliki Abelov potencijal i predlozio mu da prede na proucavanje vise matematike. Cak mu je
davao privatne ¢asove posle gkole. Sa Sesnaest godina Abel daje kompletan dokaz binomne
teoreme koja sada vazi za sve realne brojeve. Time je progirio Ojlerov rezultat koji se odnosio
samo na racionalne brojeve. Sam je usvajao velika dela Njutna, Ojlera, Lagranza i Gausa.

Nilsov otac umire 1820. godine, posto se nakon propasti njegove politicke karijere odaje
pi¢u. Abel je tada imao osamnaest godina i briga za majku i Sestoro brac¢e pala je na njegova
pleca. Nije se zalio. Bio je optimisti¢na dusa. Imao je i nekoliko ucenika i, da je bio sam, lepo
bi ziveo. Verujué¢i da ima u rukama jednog od najvecih matematic¢ara svih vremena, profesor
Holombo je svom bliskom prijatelju, Abelu, finansijski pomagao omogucivsi mu da se upise na
Univerzitet kralja Frederika u Oslu 1821. godine. Ve¢ tada je bio najpoznatiji matematicar u
Norvegkoj. Sve §to je znao, Holombo je ve¢ preneo Abelu, tako da je Nils, tragajuéi za novim
znanjem, poceo da proucava najnoviju matematicku literaturu. Tada dolazi i do najpoznatijeg
rezultata, da je nemoguce naéi algebarsko reSenje opSte jednacine petog stepena, odnosno
nemoguce je preko formule izraziti kako izgledaju koreni opsteg polinoma petog stepena (za
manje stepene, takvo reSenje postoji). Taj problem je bio star vise od 350 godina. Abel je
isprva mislio da je uspeo da nade traZeno reSenje i kada je svoje reSenje predocio glavnim
matemati¢arima u Norveskoj i Danskoj, oni su utvdili da nema greske u racunu. Ipak, Abel
je sam uvideo da dobijeno reSenje, zapravo nije reSenje posmatrane jednacine i posumnjao je
da li algebarsko resenje uopste postoji. Tada je dokazao da ne postoji. To otkrice desilo se
1823. godine, godinu dana nakon njegovog diplomiranja. Koristio je aparat teorije grupa koji
je osmislio nezavisno od Galoa. Galoa je kasnije upoznao Abelovo delo i divio mu se. Postoji
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verovatnoc¢a da Abel nikada nije ¢uo za Galoa.

I dalje su profesori sa univerziteta novéano pomagali Abelu i pruzali mu smestaj. Pocetkom
1823. godine objavio je svoj prvi rad u norveskom casopisu ,,Magazin for Naturvidensk-
aberne”. Iste godine piSe rad na francuskom jeziku ,,En alminnelig Fremstilling af Muligheten
at integrere alle mulige Differential-Formler” (,, Moguénosti integraljenja svih diferencijalnih
formula”), ali mu se gubi trag nakon odlaska na recenziju. Jedno vreme je boravio u Kopen-
hagenu gde je posec¢ivao poznate matematicare, a nakon povratka zatrazio je stipendiju za
odlazak u Nemacku i Francusku radi posete matematicarima. To mu nije odobreno. Dobio
je novCana sredstva da ostane u Oslu i da udi francuski i nemacki. Tokom tog perioda, za-
pravo 1824. godine, izdao je ,, Mémoire sur les équations algébriques’ (,, Memoare o algebarskim
jednacinama”).

Dobivsi dozvolu od norveskog kralja, septembra 1825. godine napusta Oslo sa jo§ Cetiri
svoja druga. Zeleo je da sa njima putuje do Kopenhagena, a posle sam do Getingena. Uslovi
stipendije bili su da poseti Gausa u Getingenu i da nakon toga ode u Pariz. Ipak, predomislio
se, 1 nakon Kopernhagena, odlazi sa drugovima u Berlin gde je imao sre¢u da naide na Av-
gusta Krelea, osnivaca velikog Casopisa za €istu i primenjenu matematiku. Zurnal je izlazio
periodic¢no, i bio je prvi koji je posvecen samo matematici. Krele je Abela, svog saradnika na
zurnalu, vodio svuda sa sobom, razmecuci se kao da poseduje nesto sto je najvrednije. Abelov
dokaz o nepostojanju algebarskog reSenja za op$ti polinom petog stepena, objavio je Krele u
svom C¢asopisu.

Nakon Berlina i Lajpciga pose¢uje i Frajburg gde je proucavao elipticke i hiperbolicke
funkcije. Tu je uoblicio i svoje remek delo - Abelovu teoremu. Posle Frajburga poseéuje Drez-
den, Prag, Italiju, Austriju i Svajcarsku. Radove koje je u meduvremenu napisao, slao je u
Berlin, dok najznacajniji ¢uva za Francusku akademiju nauka. Nalazi apartman u Parizu i
nastavlja da radi na teoremi. Oktobra 1826. godine zavrSava , Mémoire sur une Propriété
Générale d'une Classe Trés Etendue des Fonctions Transcendantes” (,Raspravu o glavnoj
karakteristici vrlo velike skupine transcendentalnih funkcija”) i ostavlja je Kosiju da je preda
akademiji. Kosi je bio zauzet oko svojih radova, tako da je to u¢inio Hetet (francuski izdavac).
Ko#gi je bio jedan od recezenata. Ipak, Abelova dela jedva da su bila poznata u Parizu, a nje-
gova skromnost ga je sprecavala da promoviSe svoja istrazivanja. Rad je ostavljen sa strane
i zaboravljen sve do Abelove smrti. Rasprava je sadrzala otkri¢a o integralima algebarskih
funkcija, koja su sada poznata kao Abelova teorema, i osnova je za kasniju teoriju Abelovih
integrala, Abelovih funkcija i mnogo algebarske geometrije.

Zbog nedostatka novcanih sredstava, u januaru 1827. godine, vraca se u Berlin gde mu
je nudeno mesto urednika Casopisa. To odbija i u maju iste godine dolazi u Norvesku. Kako
nije uspeo da ispuni uslove 8kolarine, ona mu vise nije bila dodeljivana, tako da je poceo da
daje Casove. Sredinom 1828. godine objavljuje rad u ¢asopisu ,,Astronomische Nachrichten’
iz Altone u Nemackoj.

Umro je 6. aprila 1829. godine u Frolandu u Norveskoj, od tuberkoloze koju je dobio
tokom boravka u Parizu. Holombo je 1839. godine izdao Abelova sabrana dela. Oformljena
je Abelova nagrada 1899. godine za poduhvate u matematici i ona je, na neki nacin, zamena
za Nobelovu nagradu.
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9.20 Augustus De Morgan

Slika 9.24: Ogastas De Morgan (1806-1871)

LImao sam x godina kada je bila godina 22

Koje godine sam roden?”
A. De Morgan

Ogastas De Morgan roden je 27. juna 1806. godine u gradu Maduraj u Indiji. Njegov
otac je bio zaposlen u engleskoj kompaniji u Indiji. Nakon sedam meseci, cela porodica
seli se u Englesku. Ubrzo nakon rodenja izgubio je vid na desnom oku zbog cega je bio
stidljiv i usamljen, i Cesto izloZen Salama u Skoli. Pohadao je privatnu skolu u svojim ranim
tinejdzerskim godinama, gde je i razvio veliki interes za matematiku. Njegovi matematicki
talenti ostali su nezapazeni sve dok nije napunio ¢etrnaest godina, kada ga je porodicni prijatelj
otkrio da crta na papiru pomocu lenjira i uglomera.

Upisao je Trinitski koledz u Kembridzu 1823, a diplomirao je 1827. godine. Iako je
razmatrao mogucnosti da upise medicinu ili pravo, ipak se odlu¢io da bude matematicar.
Godine 1828. dao je ostavku na mesto profesora na Univerzitetu, jer je njegov prijatelj dobio
otkaz bez navodenja razloga za to. Ipak, 1836. godine vrac¢a se na mesto profesora i tu ostaje
do 1866.

Bio je veoma produktivan nauc¢nik. Napisao je viSe od 1000 radova za viSe od 15 Casopisa.
Takode, pisao je i knjige u kojima su teme bile logika, verovatnoca, analiza i algebra. Dosta
se bavio i popularizacijom matematike. Njegova knjiga ,A Budget of Paradozes” (,,Zanimljivi
paradoksi’) zabavnog je karaktera. U njoj se nalaze pisma koje je De Morgan objavio u
londonskom periodi¢nom Casopisu ,, Athenaeum” u periodu 1863-1866. Revidirao je i prosirio
ovu zbirku pisama u knjigu, ali je umro pre objavljivanja. Njegova supruga Sofija izvrsila je
ovaj zadatak. Knjiga je duhovita i zabavna i fokusirana je na dostignuc¢a osoba koje koriste
drugadiji pristup razli¢itim zadacima koje uspevaju da rese.

Godine 1838. prikazao je, veruje se prvi put, tehniku dokazivanja poznatu kao Matematicka
indukcija, a kum nazivu dokazivanja bio je licno De Morgan. Cetrdesete godine XIX veka bile
su fundamentalne u razvoju simbolicke logike. Tada je De Morgan osmislio notaciju koja mu
je pomogla da dokaze ekvivalencije iskaza, kao Sto je i zakon koji nosi njegovo ime. Tokom
1842. godine predstavio je prvu preciznu definiciju konvergencije i granice beskona¢nih redova.
Bio je zainteresovan i za istoriju matematike (napisao je biografije Njutna i Haleja).

Vencao se 1837. godine sa Sofijom Frend (napisala je njegovu biografiju 1882. godine).
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Godine 1866. bio je suosniva¢ Londonskog matematickog drustva i postao njen prvi predse-
dnik. Iste godine izabran je za ¢lana Kraljevskog astronomskog drustva. Ipak, on je zabranio
da to drustvo uopste koristi njegovo ime i nije Zeleo da bude njegov ¢lan. Takode, odbio je
pocasnu diplomu Edinburskog univerziteta.

Njegovo istrazivanje, pisanje i ucenje nije mu ostavilo mnogo vremena za porodicni i
drustveni zivot. Bio je poznat po svojoj ljubaznosti, humoru i sposobnosti da svira flautu.
Bio je znalac Sirokog spektra. Jednom je primetio da je lakse napraviti kvadrat od kruga
(konstruisati kvadrat iste povrgine kao dati krug), nego Sarmirati matematic¢ara. Po njemu,
sila koja stvara inovacije u matematici nije rasudivanje, ve¢ masta. Bio je originalan ¢ovek
¢ak i medu matematicarima.

De Morgan je govorio da nije ni Englez, ni Skot, ni Irac, ve¢ ,nevezan” Britanac, koristec¢i
tehnicki izraz, koji se primenjuje na dodiplomskim studijama u Oksfordu i Kembridzu, za ljude
koji nisu ¢lanovi nijedne od te dve Skole. Umro je 18. marta 1871. godine nakon nervnog
rastrojstva.
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9.21 Karl Weierstrals

Slika 9.25: Karl Vajerstras (1815-1897)

JIstinag je da matematicar koji nije pomalo 1 pesnik,
nikada nece biti savrsen matematicar.”

K. Vajerstras

Karl Vajerstras, nemacki matematicar, roden je u Ostenfeldu u Nemackoj 31. oktobra
1815. godine kao najstariji sin. Otac mu je bio carinski sluzbenik u sluzbi Francuza, imao
je vladalacki autoritet i prusku tvrdoglavost kojoj se Karl uspeo suprotstaviti za razliku od
njegovog mladeg brata. U selu gde im je otac radio nije bilo Skole, pa je VajerStras upisao
Katolicku skolu u Paderbornu. U gkoli je uzivao i sprijateljio se sa iskusnim uciteljima. Sa
devetnaest godina zavrSava gkolu u znatno kra¢em roku od predvidenog i zasluzeno je dobio
veliki broj nagrada iz raznih oblasti od kojih je jedna, naravno, matematika.

Na Univerzitetu u Bonu izucava trgovacke zakone, ali osim macevanja, u kojem je bio
nenadmasan, i dosta druzenja uz pivo, od studiranja nije bilo niSta. Nakon Cetiri godine vraca
se kuéi bez diplome. Da ne bude sve tako crno, izmedu macevanja i pic¢a, obracao se velikim
uciteljima od kojih je upijao Laplasovu Nebesku mehaniku. Kao izlaz iz neprijatne situacije za
celu porodicu, odludio je da upise Akademiju u Minsteru da bi se osposobio za srednjogkolskog
profesora (1839. godine). To je, pokazace se, bila odsko¢na daska za kasniji matematicki rad.

Prisutnost profesora matematike Kristofa Gudermana, koji se u to vreme bavio eliptickim
funkcijama i stepenim redovima, donelo je Vajer§trasu dosta koristi. Na Gudermanovom uvod-
nom predavanju bilo je trinaest studenata, a na drugom ¢asu samo VajerStras. Njih dvojica
dobro su se razumevala. Pored elipti¢nih funkcija, Guderman je svom jedinom studentu davao
privatne ¢asove iz Analiticke sferne geometrije. Diplomirao je 1841. godine i pocinje da radi
kao srednjoskolski nastavnik i time se bavio narednih petnaest godina.

Rad na matematici bio je mogu¢ samo noc¢u. Godine 1842. samostalno je dosao do Kosijeve
fundamentalne teoreme iz analize. Iste godine postaje pomoc¢nik nastavnika matematike i
fizike na Progimnaziji u Dojé-Kroneu u zapadnoj Pruskoj, a predavao je i nemacki, geografiju
i knjizevnost. Ubrzo je unapreden u redovnog nastavnika. Tu je Stampao i prve radove.

Od 1848. godine boravio je u Braunsbergu i bio nastavnik u Kraljevskoj katolickoj gimna-
ziji. U 8kolskom programu bio je Vajerstrasov rad ,, Beitragt Theorie der Abel-Integrale” (,,Do-
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prinosi teoriji Abelovih integrala’) koji je ostao neprimecen od strane matematicara. Ipak,
1853. godine poslao je jedan rad ,Zur Theorie der Abelschen Funktionen” (,0 Abelovim
funkcijama”) u Kreleov slavni ¢asopis i rad biva prihvacen. To je izazvalo senzaciju, remek-
delo nepoznatog ucitelja za kog niko nije ¢uo. Prvog jula 1856. godine imenovan je za profesora
matematike na Kraljevskoj politehnickoj gkoli u Berlinu, u jesen iste godine postaje i pomo¢ni
profesor na Univerzitetu u Berlinu, a kasnije i redovni profesor. Cesto ga je pratila nesvestica,
pa je na predavanjima uvek neko od studenata zapisivao na tabli ono §to je Vajerstras sedeci
govorio. Vremenom je njegova nastava bila sve posecenija. Osnovna ideja na kojoj je temeljio
svoj dalji rad na matematici je da se iracionalni brojevi mogu prikazati preko konvergentnih
redova racionalnih brojeva.

Njegov najmiliji dak bila je Ruskinja Sonja Kovalevska (1850-1891). Od petnaeste godine
je pocela da studira matematiku, a sa devetnaest godina je bila ucenica profesora Lea Kenigs-
bergera u Hajdelbergu (koji je bio Vajestrasov dak). Tu je ucila o eliptitnim funkcijama.
Zeleci da upozna Vajerstrasa, skupila je hrabrost i otisla za Berlin. Bila joj je odbijena molba
da sluSa njegova predavanja, pa joj je Karl posvetio svako nedeljno popodne i poducavao ju
je. To je trajalo 4 godine, do 1874. godine. Ako se nisu sastajali, dopisivali su se.

Diplomirala je u Getingenu 1874. godine i vratila se u Rusiju radi odmora. Sledece godine
joj je umro otac i od tada se nije javljala VajerStrasu uprkos njegovim pismima. Nakon Sto
je postala majka, vraca joj se Zelja za matematikom, ali joj je bila potrebna pomo¢ bivSeg
ucitelja. Tri meseca 1880. godine provela je u Berlinu i nakon povratka u Moskvu vredno je
radila. Uoc¢i Bozi¢a 1888. godine, Sonja je primila Bordinovu nagradu Francuske akademije
nauka i umetnosti za rad ,,Mémoire sur un cas particulier du probléme de la rotation d’un
corps pesant autour d’un point fize” (,,O rotaciji krutog tela oko céurste tacke”). VajerStras
je bio odugevljen. Tri godine kasnije Sonja umire od gripa. Sva pisma dobijena od Sonje,
Vajerstras je tada spalio kao i ostalu prepisku, tako da su stradali i matematicki radovi.

Vajerstras je umro u februaru 1897. godine u Berlinu, u svojoj osamdeset drugoj godini,
posle duge bolesti.
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Slika 9.26: Bernard Riman (1826-1866)

Geometar poput Rimana uwvek je predvideo
najvaznije pojave danasnjeg doba.
A.S. Edington

Georg Fridrih Bernard Riman bio je nemacki matematicar koji je dao znacajan doprinos
razvoju matematicke analize i diferencijalne geometrije, ¢ime je ujedno utro put i za kasniji
razvoj Opste teorije relativiteta. Roden je 17. septembra 1826. godine u malom selu u
kraljevini Hanover (sada deo Nemacke). Otac mu je bio siromagni protestantski svestenik. Od
najranije mladosti Riman je bio plasljiva i nesigurna osoba, strahovao je od javnih nastupa i
to mu je kasnije bio veliki teret. Za svaki javni nastup uvek pripremao se marljivo i studiozno,
§to mu je oduzimalo mnogo vremena. Osnovno obrazovanje dobio je od svog oca koji je bio
izvrstan ucitelj. Veoma rano je pokazao briljantnost u aritmetici koju je ucio od Seste godine.
Kada mu je bilo deset godina, imao je ucitelja koji ga je poducavao aritmetiku i geometriju, i
veoma brzo je nalazio bolja reSenja u zadatim problemima od svog mentora.

Sa Cetrnaest godina prelazi kod bake u Hanover gde upisuje treéi razred gimanzije. Iako
su mu Skolski radovi bili sjajni, to ga nije ¢inilo sre¢nim. Bio je dosta usamljen, jedino
zadovoljstvo mu je bilo da, od svog dzeparca, Salje poklone svojoj porodici. Jedan od tih
poklona bio je jedinstveni veéni kalendar koji je sam izradio. Treba napomenuti da je kao
srednjoskolac Citao Ojlerove naucne radove. Nakon bakine smrti, prelazi u novu gimnaziju u
Lineburgu i tu ostaje do svoje devetnaeste godine. Taj period mu je bio najsretniji u zivotu.
Bio je na veoma maloj udaljenosti od kuce i stalno je odlazio do roditelja. TeZio je savrSenstvu
Sto ga je kasnije usporavalo u objavljivanju naucnih rezultata. Imao je problem sa pismenim
vezbama, ali su se stvari popravile kada je dobio novog ucitelja hebrejskog jezika. Direktor
gimanzije mu je dozvolio da vodi njegovu biblioteku, preporucio mu je da bude samouk i da
Cita one knjige iz matematike koje ga budu interesovale. On je to posluSao, pa je Lezandrovu
wEssai sur la théorie des nombres” (,, Teoriju brojeva’) od skoro 900 strana pre$ao za sedam
dana.

Upisuje Univerzitet u Getingenu 1846. godine gde studira teologiju i psihologiju, ali se
ubrzo prebacuje na matematiku (profesor mu je bio Gaus) i fiziku (predavao mu je Veber).
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Nakon dve godine se prebacuje u Berlin gde slusa od Jakobija (naprednu mehaniku i visu
algebru), Dirihlea (teoriju brojeva i analizu), Stajnera (modernu geometriju) i Eizenstejna
(elipti¢ne funkcije) - uvod u novu i vitalnu matematiku. Riman je, 1847. godine, u parcijanim
diferencijalnim jednacinama video polaznu tacku za teoriju funkcije kompleksne promenljive.
Dve godine su prosle do povratka u Getingen gde je odbranio doktorat ,, Grundlagen fiir eine
allgemeine Theorie der Functionen einer veranderlichen complexen Grifie.” (,,Osnove za opStu
teoriju funkcija kompleksne promenljive”’) pod Gausovim mentorstvom 1851. godine. Nakon
tri godine, tu pocinje da radi kao asistent. U meduvremenu se bavio matematickom fizikom i
prvim predavanjem koje je morao da odrzi da bi dobio dozvolu za rad kao profesor. Predavanje
je bilo vise nego uspesno.

Posle 1856. godine Riman krece svojim oruzjem u osvajanje Abelovih funkcija i diferen-
cijalnih jednacina koje su od velike vaznosti u matematickoj fizici. Preveliki rad ga je cesto
koStao zdravlja, ali i doveo do uspeha, jer je 1857. godine izabran za pomocénog profesora.
Dirihle je nasledio Gausa 1855, a Riman Dirihlea 1859. godine. Cesto je, zbog zdravstvenog
oporavka, odlazio u Italiju gde srece kolege iz njegove naucne oblasti.

Kada je procitao Lezandrovu ,, Teoriju brojeva”, jos tada je poceo da se interesuje za tajne
prostih brojeva. Ipak, tek 1859. godine Riman izdaje rad , Ueber die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen Grofie” (,O broju prostih brojeva mangih od unapred zadate velicine”).
To je bio rad na manje od deset strana. ReSavajudi taj problem, naiSao je na beskonad¢ni red
(kasnije nazvan Rimanova zeta-funkcija)

g(s)=1+%+3—i+%+%+m, s=u+vi, i?=-1,
gde su u # 11 v realni brojevi izabrani tako da red konvergira. U tom radu dao je i nekoliko
osobina ove funkcije. Pitanje je: za koje vrednosti s ¢e ((s) postati nula? Postavio je hipotezu
da su netrivijalne nule na pravcu kada je u = % Do danas taj problem nije reSen, a reSenje
ove hipoteze resilo bi mnoge probleme vezane za distribuciju prostih brojeva. Veza funkcije
C(s) i prostih brojeva ostvaruje se preko Ojlerovog identiteta

=Tl

p

gde se proizvod vrsi po svim prostim brojevima p ako je realni deo od s vedi od 1.

Jedva mesec dana nakon Zenidbe, razboleo se od upale pluéne maramice, a poSto se nije
potpuno izlecio, dobio je tuberkulozu. Od tada je bio sve losijeg zdravlja. Umro je 20.
juna 1866. godine u mestu Selaska (Italija), na vrhuncu nauc¢ne zrelosti. Na nadgrobnoj
plo¢i su ispisani redovi od strane italijanskih prijatelja ,,Oni koji vole Boga, cine sebi sve
najbolje.”. Rimanova rana smrt bila je veliki gubitak za matematiku, jer je njegov naucni rad
bio briljantan i od fundamentalne vaznosti.
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