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1. Merenje kolic¢ine informacija

Podatak je ¢injenica o nekom dogadaju ili pojavi. Ne ulazeci u istinitost tvrdnje ,,Danas je
lep dan* moze se zakljuciti da je to jedan podatak.

Informacija je obradena ¢injenica koja ima neku svoju vrednost za osobu kojoj je ¢injenica
izreCena. Da bi reCenica ,,Danas je lep dan® postala informacija, mora da ima znacaj
(vrednost) za primaoca, odnosno ako primaoc putuje ili ide na plazu onda primljeni podatak
obradom pretvara u informaciju.

1.1. Jedan dogadaj

Za meru neodredenosti nekog dogadaja koristi se pojam entropija. Klod Senon se smatra
,ocem teorije informacija i za entropiju se koristi njegova formula

n
H(x) = —Z p;log, p;
i=1

Entropija je uvek pozitivan broj jer je verovatnoc¢a p; manja od 1 pa je vrednost
logaritamske funkcije negativna.

yli

¥ = l0g X

Slika br. 1: Logaritamska funkcija

Zbir verovatnoca dogadaja je jednaka jedinici, odnosno

n
Zpi =1
i=1



Jedinica za entropiju je bit.
Ako su verovatnoc¢e dogadaja jednake i ako su moguci odgovori na pitanja ,,Da‘ 1,,Ne* (ili
»lacno®1,Netacno*) onda Senonov obrazac ima oblik

H(x) =log,n

Zadatak 1: Koliko bitova informacije sadrzi podatak da je bacanjem novc¢ica pala ,,glava*?

ResSenje: Pretpostavka je da se radi o idealnom nov¢icu, odnosno o jednako verovatnim
ishodima bacanja, odnosno verovatnoca da padne ,,glava® je pglava=0.5 1 ppismo=0.5. Nov¢i¢
ne moze pasti na stranu.

Primenom Senonovog obrasca koli¢ina informacija za taj dogadaj je
H(x) =log,n =log,2 =1

Dakle, informacija o ishodu bacanja nov¢i¢a nosi 1bit informacija. To odgovara i odgovoru
na pitanje ,,koliko pitanja treba da se postavi da bi se dobio odgovor na koju stranu je pao
nov¢i¢?*. Odgovor je ,,Jedno pitanje*. Pitanje bi moglo biti ,,Da li je pala glava?* i ako je
odgovor ,,.Da* onda se zna ishod bacanja (glava). Ako je odgovor ,,Ne“, opet se zna ishod
bacanja (pismo). Sustina je da je potrebno jedno pitanje da se sazna ishod bacanja novcica.

Zadatak 2: Koliko je pitanja potrebno postaviti da bi se utvrdilo na koji kolosek dolazi voz
ako stanica ima 11 perona?

Resenje: Primenom Senonovog obrasca
H(x) =log,n =log, 11 = 3,46 = 4

Posto je nemoguce postaviti 3,46 pitanja uvek je rezultat veci ceo broj, u ovom slucaju 4
bita.

Zadatak 3: Koliko je pitanja potrebno postaviti da bi se utvrdilo koja je karta izvucena iz
Spila od 52 karte?

Resenje: Primenom Senonovog obrasca
H(x) =log,n =log,52=571~6

Posto je nemoguce postaviti 5,71 pitanje, rezultat je 6 bitova.

1.2. ViSe nezavisnih dogadaja

Verovatno¢a da ¢e se desiti ishodi viSe nezavisnih dogadaja je jednaka proizvodu
verovatnoc¢a pojedina¢nih ishoda. U slu¢aju bacanja nov¢ica i kocke verovatnoce bi bile

k

p(Novci¢Kocka) = p(Novéi¢) « p(Kocka) =

N| =
| =
[S=Y
[\



Bacanjem nov¢ic¢a i kocke moguce je dobiti 12 razli¢itih ishoda.
Koli¢ina informacije za viSe nezavisnih dogadaja se izraCunava kao zbir koli¢ina
informacija pojedinacnih dogadaja 1 za bacanje novc€ica i kocke je

I(Nov¢i¢, Kocka) = log, Novéi¢ + log, Kocka = log, 2 + log,6 =1+ 2.58 = 4

Dakle, ako se Zeli izracunati koli¢ina informacije za viSe nezavisnih dogadaja koristi se
Hartlijeva teorema koja izrazava maksimalnu koli¢inu informacija za viSe nezavisnih
dogadaja

Imax (M, Ny, ..., ny) = log, ng + log, ny + -+ + log, n,y,

Podrazumeva se da se radi o idealnom nov¢icu 1 idealnoj kocki, odnosno da su pri bacanju
novcic¢a ishodi da je nov€i¢ pao na jednu ili drugu stranu jednako verovatni te da isto vazi
1 za bilo koju stranu kocke ili bilo koju kartu iz Spila karata.

Zadatak 1: Koliko bitova informacije nosi podatak da je bacanjem dva novc¢i¢a na oba
pala ,,glava*?

Resenje: Primenom Hartlijeve teoreme
I(Nov¢i¢l, Novtic2) = log, Nov€i¢l + log, Nov¢ié2 = log,2 + log,2=1+1=2

To znaci da su dovoljna dva pitanja da bi se saznao ishod bacanja dva nov¢€ica. Pitanja bi
mogla biti ,,Da li je palo pismo?*. Ako je odgovor ,,Da‘ onda znamo ishod prvog dogadaja
a ako je odgovor ,,Ne“ — takode znamo ishod bacanja. isto pitanje se ponavlja i za drugi
nov¢i¢ 1 koristimo istu logiku. Jasno je da se radi o nezavisnim dogadajima pa su pitanja
postavljena za jedan pa za drugi dogadaj.

Zadatak 2: Koliko pitanja je potrebno postaviti da bi se saznao ishod bacanja dve kocke?

Resenje: Primenom Hartlijeve teoreme

I(Koc1,Koc2) = log, Kocl + log, Koc2 = log, 6 + log, 6 = 2.58 + 2.58 = 5,16 = 6

Zadatak 3: Koliko pitanja je potrebno postaviti da bi se saznao ishod bacanja dve kocke i
jednog novcica?

Resenje: Primenom Hartlijeve teoreme

I(K1,K2,N) =log, K1 +log, K2 + log, N =
= log, 6 + log, 6 + log,6 =258+ 258+1=6,16 7



1.3. Zadaci za vezbanje

Zadatak 1: Koliko je pitanja potrebno postaviti da bi se utvrdilo koji je broj pao pri bacanju
kocke?

Zadatak 2: Koliko bitova nosi informacija da je iz Spila ,,madarica“ (32 karte) izvucena
dama herc?

Zadatak 3: Koliko je bitova potrebno da bi se saopstio ishod bacanja nov¢ic¢a i dve
kockice?

Zadatak 4: Koliko je pitanja potrebno postaviti da bi se saznao ishod bacanja novc¢ica,
jedne kockice i izvlac¢enja jedne karte iz Spila od 52 karte?

Zadatak 5: Koliko bitova informacija nosi podatak da je na prvoj kockici pala dvojka, na
drugoj trojka a na trecoj Cetvorka?



2.Brojni sistemi
Brojni sistemi se mogu podeliti na pozicione 1 nepozicione.

Karakteristika pozicionih brojnih sistema je da se vrednost broja dobija kao zbir koji se
dobija kada se svaka cifra pomnozi sa osnovom brojnog sistema na stepen pozicije,
odnosno kao

n

broj = Z a; 1

i=—m
odnosno
broj=a, "+ ap_; *r" 1+ o+ a;xritagx 0+ as x4+ ot a, k™
U dekadnom brojnom sistemu vrednost broja 876,54 je
876,54=8% 1024+ 7101+ 6+ 10°+ 5% 1071 + 4% 1072

Vrlo je vazno uociti poziciju cifre pa je tako

Pozicija | 2 1 0 -1 -2

Broj 8 7 6 , 5 6

U dekadnom brojnom sistemu nulta pozicija se zove ,,jedinice® (tj. 10°), prva ,,desetice*
(10Y), druga pozicija je ,,stotine* (tj. 10?) itd. Za druge brojne sisteme ne postoje takvi
adekvatni nazivi.

Posto osnova brojnog sistema moze biti razli¢ita, da bi se znalo u kom brojnom sistemu se
rauna osnova brojnog sistema se pise u indeksu u zagradi (broj 25 se piSe 25(10)).

Vrednost broja kod nepozicionih brojnih sistema se odreduje na drugaciji nacin. Poznati
rimski brojni sistem je predstavnik nepozicionih sistema koji je 1 danas u upotrebi. Svaka
od sedam cifara ima svoju vrednost pa je

I —Cifrazabroj 1

V - Cifra za broj 5

X - Cifra za broj 10

L - Cifra za broj 50

C - Cifra za broj 100

D - Cifra za broj 500



M - Cifra za broj 1000

Pravila za tumacenje vrednosti broja su:

Cifre rimskih brojeva (I, V, X, L, C, D 1 M) imaju uvek istu vrednost nezavisno na
kom mestu u broju se nalaze.

Rimski brojevi se uvek pisu (i €itaju) s leva na desno, od najvece do najmanje cifre.
Ako su cifre napisane tako da desna nije veca od leve, onda se vrednosti cifri
sabiraju.

Ako je vrednost leve cifre manja od desne, onda se vrednost leve cifre oduzima od
vrednosti desne.

Cifre I, X 1 C smeju se uzastopce zapisati najvise tri puta.

Cifre V, L 1 D smeju se zapisati samo jednom.

Cifra I se oduzima samo od V 1 X, cifra X samo od L. i C a cifra C samo od D i M.

2.1. Binarni brojni sistem

Binarni brojni sistem je pozicioni brojni sistem koji ima osnovu brojnog sistema r=2 a
raspolaze ciframa 01 1.

2.1.1. Pretvaranje dekadnog broja u binarni ekvivalent

Dekadni broj se deli sa osnovom brojnog sistema (u ovom slucaju sa 2) 1 rezultat deljenja
se pise ispod dekadnog broja a ostatak pri deljenju sa strane. Dobijeni binarni broj se Cita
odole na gore.

Zadatak 1: Dekadni broj 361 pretvoriti u binarni ekvivalent.

ResSenje:

3
1

61
80
90
45
22
11
5
2
1
0

1
0
0
1
0
1
1
0
1

Dakle, broj 361(10)=1011010012)

Kako se to moze proveriti?

Posto je binarni brojni sistem pozicioni, za njega vaZzi da se vrednost broja izracunava kao

pa je

n

broj = Z a; 1

i=—m



broj=1*28+0%27+1*20+1*2°+0*2*+1*2°+0*22+0*2' +1*2=
=256 +0+64+32+0+8+0+0+1=36100

Zadatak 2: Dekadni broj 1589 pretvoriti u binarni ekvivalent.
1589
794
397
198
99

49

24

12

e = R = I e T S A s B U e S Y

S = W

Dakle, broj 1589(10=110001101012)
Pretvaranje binarnog broja u dekadni ekvivalent:

11000110101 2) =1*2104+1#294+0%28+0%27+0%264+1#25+1*244+0*23+1*224+0*21+1 %20 =
=1024+512+0+0+0+32+16+0+4+ 0+ 1=158910

Zadatak 3: Dekadni broj 3035 pretvoriti u binarni ekvivalent.
ResSenje:

3035

1517

758

379

189

94

47

23

1

—_ O = = e ek O = k. O =

1
5
2
1
0




Dakle, broj 3035(10)=1011110110112)

Pretvaranje binarnog broja u dekadni ekvivalent:

1011110110112y =1*21 +0*21041#294+1#28+1#274+1*264+0*25+
H1R2H1#2P4+0%27+1*214+1%20 =

=2048+0+512+256+128+64+0+16+8+0+2+1=3035x0

2.1.2. Sabiranje binarnih brojeva

Sabiranje binarnih brojeva podleze pravilima sabiranja za pozicione brojne sisteme sa
posebnim akcentom na raspolozive cifre (01 1). Tako je

Binarni Racuna se kao Dekadni
1 1

_10 +0

1 =1%¥20 = 1

_tl +1

10 =0*20 + 1*¥2! = 2

_tl +1

11 =1%20+ 1¥2! = 3
_tl +1
100 =1%22 = 4

Zadatak 1: Sabrati binarne brojeve 11010 1 10011 u binarnom brojnom sistemu 1 rezultat
proveriti u dekadnom brojnom sistemu.

ResSenje:

11010
+10011

Sabiranje pocinje najmanje zna¢ajnom mestom, odnosno krajnje desnom kolonom (nulta
kolona), gde je 0)+12)=1(2), piSe se 1, odnosno

11010
+10011
1

sledeca levo (prva) kolona se racuna kao 1¢2)+12=102) a treba sabrati jos i prenesen broj 1
pa je rezultat 12)+1=10(2) . Nula se piSe a 1 se prenosi na vece tezinsko mesto, odnosno

11010
+10011
01

druga kolona se racuna kao 0@)+02)=0@) a treba dodati jo§S i1 preneSen broj 1 pa je
0@yt1@2)=1(). Jedan se piSe, odnosno

11010
+10011
101



treca kolona se racuna kao 1¢2)t0)=1() . Jedan se piSe, odnosno

11010
+10011
1101

cetvrta kolona se racuna kao 10y+12=10() . Nula se piSe a 1 se prenosi na vece tezinsko
mesto, odnosno

11010
+10011
01101
posto u petoj koloni nema brojeva upisuje se prenesena jedinica pa je rezultat

11010
+10011
101101
provera u dekadnom brojnom sistemu podrazumeva pretvaranje binarnih brojeva u dekadne
1 sabiranje u dekadnom.

brojl (oy= 1¥24+1%23+0%224+1*2'+0%2°= 16 + 8 + 0 + 2 + 0 = 2610
broj2 (10)= 1*2*4+0*234+0*22+1*214+1%2°=16 + 0+ 0 + 2 + 1 = 191,
broj3 (10)= 1*2° + 0*244+1%23+1%224+0*214+1%2° =32+ 0+ 8 + 4+ 0 + 1 = 4510

Sve je dobro izracunato jer je 26(10)+ 1910y =45(10)

Zadatak 2: Sabrati binarne brojeve 11011 1 10111 u binarnom brojnom sistemu i rezultat
proveriti u dekadnom brojnom sistemu.

ResSenje:

11011
+10111

Sabiranje pocinje najmanje zna¢ajnom mestom, odnosno krajnje desnom kolonom (nulta
kolona), gde je 12)*12=10¢), piSe se 0 a prenosi se 1 na vece znacajno mesto, odnosno

11011
+10111
0

sledeca levo (prva) kolona se racuna kao 1¢2)+12)=102) a treba sabrati jos i prenesen broj 1
pa je rezultat 10)+1=11(2) . Jedan se piSe a 1 se prenosi na vece tezinsko mesto, odnosno

11011
+10111
10
druga kolona se racuna kao Op)+1p)=1@) a treba dodati jo§S i1 preneSen broj 1 pa je
12)+12=102). Nula se piSe a 1 se prenosi na vece teZinsko mesto, odnosno

11011
+10111
010



treca kolona se ratuna kao 1p+02)=l¢) a treba dodati joS 1 preneSen broj 1 pa je
12)+12=102). Nula se piSe a 1 se prenosi na vece teZinsko mesto, odnosno

11011
+10111
0010
Cetvrta kolona se racuna kao 1(2t12=10¢) a treba dodati jo§ i1 preneSen broj 1 pa je
10@)yt1@2)=11(2). Jedan se piSe a 1 se prenosi na vece teZinsko mesto, odnosno

11011
+10111
10010
posto u petoj koloni nema brojeva upisuje se prenesena jedinica pa je rezultat

11011
+10111
110010

provera u dekadnom brojnom sistemu podrazumeva pretvaranje binarnih brojeva u dekadne
1 sabiranje u dekadnom.

brojl (10)= 1*2*4+1%234+0*22+1*214+1%2°= 16 + 8 + 0 + 2 + 1 = 2710

broj2 (10)= 1*244+0*23+1%22+1*214+1%2°= 16 + 0+ 4 + 2 + 1 = 2319

broj3 (0= 1*2° + 1#244+0%234+0*22+1%2'40*2° =32 + 16 + 0 + 0 + 2 + 0 = 5019

Jasno je da je sve dobro izracunato jer je 2710)+ 23(10) =50¢10)

2.1.3. Oduzimanje binarnih brojeva

Pravila za oduzimanje u binarnom brojnom sistemu su identi¢na kao 1 za sve pozicione
brojne sisteme.

Zadatak 1: Od binarnog broja 1101 oduzeti binarni broj 11 i raunanje proveriti u
dekadnom brojnom sistemu.

ResSenje:

1101
- 11

U nultoj koloni se od 1 oduzima 1 i dobija 0.

1101
- 11
0
U prvoj koloni je potrebno oduzeti od 0 jedinice $to ne moze. Potrebno je pozajmiti jedinicu

sa veceg tezinskog mesta pa racunati 10-1 1 dobija se rezultat 1.

1101
- 11
10
U drugoj koloni potrebno je od 1 oduzeti nulu ali 1 vratiti pozajmljenu jedinicu tj dodati

pozajmljenu jedinicu u broj koji se oduzima i to je u stvari 1-1=0

10



1101
- 11

010

U trecoj koloni treba od 1 oduzeti 0 i rezultat je 1.

1101
- 11

1010

provera u dekadnom brojnom sistemu podrazumeva pretvaranje binarnih brojeva u dekadne
1 oduzimanje u dekadnom.

brojl (10)= 1%234+1%2240*214+1*2°=8+ 4+ 0+ 1 = 13(10)
broj2 (10)= 1#¥2141%20=2+1 = 310
broj3 (10)= 1*234+0%22+1%2140%2° = 8 + 0 + 2 + 0 = 101

Rezultat je ispravan jer je 13(10)+ 3(10) =10(10)

Zadatak 2: Od binarnog broja 11011 oduzeti binarni broj 101 1 racunanje proveriti u
dekadno brojnom sistemu.

11011
- 101

U nultoj koloni se od 1 oduzima 1 1 dobija 0.

11011
- 101

0
U prvoj koloni je potrebno oduzeti od 1 nulu 1 dobija se rezultat 1.

11011
- 101
10
U drugoj koloni potrebno je od 0 oduzeti 1 ali to ne moze. Mora se pozajmiti 1 sa veceg

tezinskog mesta 1 broj koji se oduzima je u stvari 10-1=1

11011
- 101

110

U trecoj koloni treba od 1 oduzeti 0 ali 1 vratiti pozajmljenu jedinicu pa se zapravo oduzima
1-1 1 rezultat je 1.

11011
- 101

0110

U cetvrtoj koloni treba od 1 oduzeti 0 1 rezultat je 1.

11011
- 101

10110
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provera u dekadnom brojnom sistemu podrazumeva pretvaranje binarnih brojeva u dekadne
1 oduzimanje u dekadnom.

brojl (10)= 1*2% + 1*234+0*22+1*214+1%2°= 16 + 8 + 0 + 2 + 1 = 27(10)
broj2 (10)= 1*22 + 0*2141%2° =4+ 0+ 1 = 510,

broj3 (oy= 1¥2% + 0%23+1*¥224+1%214+0%2°= 16 + 0+ 4 + 2 + 0 = 2219
Rezultat je ispravan jer je 2710y - 5¢10) = 22(10)

2.1.4. MnoZenje binarnih brojeva

Pravila za mnoZenje u binarnom brojnom sistemu su identi¢na kao i za sve pozicione brojne
sisteme.

Zadatak 1: PomnoZiti binarne brojeve 1101 1 11 a racunanje proveriti u dekadnom
brojnom sistemu.

ResSenje: Posle mnozenja najmanje znacajnom cifrom dobija se

1101* 11
1101

MnoZenjem druge cifre mnoZioca dobija se

1101*11
1101
1101

Potrebno je sabrati dva broja i sabiranjem dobija se

1101* 11
1101
1101
100111

Treba uociti da sabiranje zadnje tri kolone (nulta, prva i druga) ne predstavlja problem
(1+0=1, 0+1=1, 1+0=1) ali 1+1=10. Nula se piSe a 1 se prenosi na vece tezinsko mesto.
Cetvrta kolona se racuna kao 1+0=1+ preneta jedinica=10 koje se tako i piSe.

Provera u dekadnom brojnom sistemu je

11012=1%23+1%224+0%21+1#2°=8+4+0+1=13

11)= 1%¥2'+1*20=2+1=3

100111 02)= 1*¥234+0*244-0*234+1*2241*214+1*20=32+0+0+4+2+1=39

MnoZenje u dekadnom sistemu je

1310)*3010=39%10)

Zadatak 2: Pomnoziti binarne brojeve 11011 1 1011 a racunanje proveriti u dekadnom
brojnom sistemu.

ResSenje: Posle mnozenja najmanje i pravilnog potpisivanja dobija se

12



11011 * 1011
11011
11011
00000
11011
100101001

Sabiranje u nultoj koloni je 1+0+0+0=1
Sabiranje u prvoj koloni je 1+1+0+0=10, nula se piSe a 1 se prenosi u slede¢u kolonu

Sabiranje u drugoj koloni je 0+1+0+0+prenetih 1 =10, nula se piSe a 1 se prenosi u sledecu
kolonu.

Sabiranje u tre¢oj koloni je 1+0+0+1+prenetih 1=11, jedan se piSe a 1 se prenosi u sledecu
kolonu.

Sabiranje u cetvrtoj koloni je 1+1+0+1+prenetih 1=100, nula se piSe a 10 se prenosi u
sledecu kolonu.

Sabiranje u petoj koloni je 0+1+0+0+prenetih 10=11, jedan se piSe a 1 se prenosi u sledecu
kolonu.

Sabiranje u Sestoj koloni je 0+0+0+1+prenetih 1=10, nula se piSe a 1 se prenosi u sledecu
kolonu.

Sabiranje u sedmoj koloni je 0+0+0+1+prenetih 1=10, piSe se nula a se prenosi u sledecu
kolonu.

Sabiranje u osmoj koloni je 0+0+0+0+prenetih 1=1, piSe se jedan.

Provera u dekadnom brojnom sistemu:

11011 2= 1*2% +1%23+0%224+1#21+1#2°=16+8+0+2+1=27

1011 2)= 1#23+0*22+1%21+1#29=8+0+2+1=11

100101001 (2)=1*284+0+27+0%26+1%25+0%2% +1%23+0%22+0*2!+1*2%=
=256+0+0+32+0+8+0+0+1=297(10,

2.1.5. Deljenje binarnih brojeva

Zadatak 1: Podeliti binarne brojeve 11110 1 101 u binarnom brojnom sistemu 1 rezultat
proveriti u dekadnom brojnom sistemu.

Resenje: 1z brojioca se izdvaja onoliko cifara koliko moze da se podeli sa imeniocem, u
ovom slucaju 111. Tako je 111:101=1 sa ostatkom koji se pise ispod.

11110:101=1
101
10

13



Spusta se 1 1deli se 101:101=1 a ostatak (u ovom sluc¢aju 0) se pise ispod

11110 :101=11
101
101
101
0
Spusta se 0 1 deli se 0:101=0 a ostatak (u ovom slucaju 0) se pise ispod

11110:101=110
101
101
101
00
_0

0
Provera u dekadnom brojnom sistemu:

111100)= 1%2% +1%23+1*22+1*21+0%2%=16+8+4+2=30
101 2= 1¥224+0*21+1%2%=44+0+1=5
110)= 1%27+1*2'+0%*2°=4+2+0=6

Rezultat deljenja dekadnih brojeva 30:5=6 §to znaci da je racunanje ispravno.

Zadatak 2: Podeliti binarne brojeve 11101 1 100 u binarnom brojnom sistemu 1 rezultat
proveriti u dekadnom brojnom sistemu.

Resenje: 1z brojioca se izdvaja onoliko cifara koliko moze da se podeli sa imeniocem, u
ovom slucaju 111. Tako je 111:100=1 sa ostatkom koji se pise ispod.

11101 : 100=1
100
11

Spusta se 0 1 deli se 110:100=1 a ostatak (u ovom slucaju 10) se pise ispod

11101 : 100=11
100
110
100
10
Spusta se 1 1deli se 101:100=1 a ostatak (u ovom sluc¢aju 1) se pise ispod

11101 : 100=111
100
110
100
101
100
1

Posto viSe nema brojeva, stavlja se zarez, spusta se 0 i deli se 10:100=0 a ostatak (u ovom
slucaju 10) se piSe ispod
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11101 : 100=111,0
100
110
100
101
100
10
0
10

Spusta se 0 1 deli se 100:100=0 a ostatak (u ovom sluc¢aju 0) se pise ispod

11101 : 100=111,01
100
110
100
101
100
10
0
100
100
0

Provera u dekadnom brojnom sistemu:

11101 2)= 1*2% +1%23+1%224+0%214+1#2°=16+8+4+1=29

100)= 1*2240*24+0*2%=4+0+0=4

111,01 2= 1%22+1%214+1%2040%214+1%#22=44+2+1+0+1/4=7,25(10)

Rezultat deljenja dekadnih brojeva 29:4=7,25 §to znaci da je racunanje ispravno.

2.2. Oktalni brojni sistem

Oktalni brojni sistem je pozicioni brojni sistem koji ima osnovu brojnog sistema r=8 a
raspolaze ciframa 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7.

Pretvaranje dekadnog broja u oktalni ekvivalent

Dekadni broj se deli sa osnovom brojnog sistema (u ovom slucaju sa 8) 1 rezultat deljenja
se piSe ispod dekadnog broja a ostatak deljenja sa strane. Dobijeni oktalni broj se ¢ita odole
na gore.

Zadatak 1: Dekadni broj 314 pretvoriti u oktalni ekvivalent 1 proveriti rezultat.

ResSenje:
314 |2
39
4 |4
0

15



Suprotni smer tj. pretvaranje oktalnog broja u dekadni ekvivalent koristi ¢injenicu da je
oktalni brojni sistem pozicioni pa vazi

broj=4 %8 +7* 8 +4*80=4%64+7*8+2%1=256+56+2=314x0

Zadatak 2: Dekadni broj 1375 pretvoriti u oktalni ekvivalent 1 proveriti rezultat.
ResSenje:

1375

171

21

2

0

N D W

Suprotni smer tj pretvaranje oktalnog broja u dekadni ekvivalent koristi ¢injenicu da je
oktalni brojni sistem pozicioni pa vazi

broj=2*8 +5* g +3 % +7*0=D*512+5%64+3*8+7* 1=
=1024 + 320 + 24 + 7= 1375(10)

2.2.1. Sabiranje oktalnih brojeva

Sabiranje se raCuna na isti nacin kao 1 u svakom drugom pozicionom sistemu ali se mora
voditi racuna da je najveca cifra 7 (Tabela 1).

Tabela 1: Sabiranje u oktalnom brojnom sistemu

+11 2 3 4 5 6 7
112 3 4 5 6 7 | 10
2] 3 4 5 6 7 10 | 11
3] 4 5 6 7 10 11| 12
415 6 7 10 11 12 | 13
516 7 10 11 12 13 | 14
6| 7 10 11 12 13 14 | 15
7110 11 12 13 14 15 | 16

Zadatak 1: Sabrati oktalne brojeve 562 1 123 i rezultat proveriti u dekadnom brojnom
sistemu.

ResSenje:

562
+ 123
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Prema tablici sabiranja, nulta kolona je 3+2=5. Prva kolona se ra¢una kao 6+2=10, nula se
piSe a 1 se prenosi na vece tezinsko mesto.

562
+ 123

05
Druga kolona se ra¢una kao 5+1+prenesena jedinica=7

562
+ 123

Proverau dekad7n(3)5m brojnom sistemu je:

5625 =5*8+6*8 +2*%8 =5*64+6*8+2*1=320+48+2=370x0
1235 =1 %8> +2*81 +3*80=1*64+2*8+3*1=64+16+3 =283
7058 =7*8+0*8 +5*%8 =7*64+0*8+5*1=448+0+5=453)

Posto je 370¢10) + 83(10) = 453(10) raCunanje u oktalnom brojnom sistemu je ispravno.

Zadatak 2: Sabrati oktalne brojeve 546 1 473 i rezultat proveriti u dekadnom brojnom
sistemu.

ResSenje:

546
+ 473

1

Prema tablici sabiranja, nulta kolona je 6+3=11. PiSe se 1 1 prenosi se 1. Prva kolona se
rauna kao 4 + 7 + preneSenih 1 = 14, Cetiri se piSe a 1 se prenosi na vece tezinsko mesto.

546
+ 473
41
Druga kolona se racuna kao 5+4+prenesSena jedinica = 12. Dva se piSe a 1 prenosi na vece

tezinsko mesto.

546
+ 473

241
tre¢a kolona ima samo prenesSenu jedinicu pa je rezultat

546
+ 473

1241

Provera u dekadnom brojnom sistemu je:

5465y =5*82+4*81 +6*8=5%64+4*8+6%1=320+32+6=3580

473 =4* 8 +7*81 +3*80=4*64+7*8+3*1=256+56+3=31510)

1241y)=1*8+2* 8 +4*81 + 1 %8 =1*256+2*64+4*8+1*1=
=512+ 128+ 32+ 1=673(0)
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Posto je 35810y + 31510y = 67310) racunanje u oktalnom brojnom sistemu je ispravno.
2.2.2. MnoZenje oktalnih brojeva
Mnozenje oktalnih brojeva se moZe raCunati na dva nacina. prvi je da se koristi tabela

mnozenja u oktalnom brojnom sistemu (Tabela 2)

Tabela 2: Mnozenje u oktalnom brojnom sistemu

2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7
4 6 |10 | 12| 14 | 16
6 | 11 (14 | 17| 22 | 25
10 | 14 | 20 | 24 | 30 | 34
12 | 17 | 24 | 31 | 36 | 43
14 1 22 | 30 | 36 | 44 | 52
16 | 25 | 34 | 43 | 52 | 61

11

N (NN AW N -
N | N || B~ W

Druginacin je da se mnozi kao da se radi o dekadnom brojnom sistemu a onda da se dekadni
rezultat pretvara u oktalni ekvivalent.

Zadatak 1: Pomnoziti oktalne brojeve 56 1 67 a rezultat proveriti u dekadnom brojnom
sistemu.

Resenje: Ako se pomnoze cifre 6 1 7 kao dekadni brojevi dobija se dekadni broj 42. Njega
treba pretvoriti u oktalni ekvivalent na poznati na¢in

42 |2
515
0

pa je 4210y = 52(3) . PiSe se 2 a 5 prenosi na vece tezinsko mesto pa je

56 * 67

2

Mnozenje cifara 5 1 7 kao dekadnih se svodi na 5*7=35(10) §to je

35 |3
4 |4
0

pa se sledeca cifra racuna kao 3 + prenesenih 5 = 8. Dekadni broj 8 je
8 |0
1|1
0
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pa se piSe 0 a prenosi se jos 1, pored 4, na vece teZinsko mesto. Tako je
56 * 67
02
Ukupno se prenosi 4+1=5 pa je rezultat mnozenja
56 * 67
502
MnoZenje 56 * 6 pocinje sa dekadnim mnoZenjem 6*6=36. Oktalni ekvivalent je
36 |4
4 |4
0

pa se piSe 4 a 4 prenosi na vece tezinsko mesto

56 * 67
502
4

Sledi 5*6=30+ prenetih 4 = 3410, . Oktalni ekvivalent je
34 |2
4 |4
0

pa je
56 * 67
502
424

Sabiranje je

56 * 67
502
_424
4742

Provera u dekadnom brojnom sistemu koristi ¢injenicu da je oktalni brojni sistem pozicioni
56(s) =15 * 8!+ 6 * 8% = 4610

67 =6 * 81 + 7 * 80 =554

47425 =4 * 8+ 7* 8+ 4 * 81 +2 * 80 =2530(

Posto je 46(10)* 5510y = 253010y racunanje je ispravno.
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Zadatak 2: Pomnoziti oktalne brojeve 345 1 56 a rezultat proveriti u dekadnom brojnom
sistemu.

Resenje: Ako se pomnoze cifre 5 1 6 kao dekadni brojevi dobija se dekadni broj 30. Njega
treba pretvoriti u oktalni ekvivalent na poznati na¢in

30 |6
3 (3
0

pa je 300y = 36¢3) . PiSe se 6 a 3 prenosi na vece tezinsko mesto pa je
345 * 56
6
Mnozenje cifara 4 1 6 kao dekadnih se svodi na 4*6+prenetih 3=2710) §to je
27 |3
3 (3
0

pa se piSe 3 a prenosi se 3. Tako je

345 * 56
36

Mnozenje cifara 3 1 6 kao dekadnih se svodi na 3*6+prenetih 3=2110) §to je
21 |5
2 12
0

pa se piSe 5 a prenosi se 2. Tako je
345 * 56
2536
MnozZenje 345 * 5 pocinje sa dekadnim mnozenjem 5*5=25. Oktalni ekvivalent je
25 |1
313
0

pa se piSe 1 a 3 prenosi na vece tezinsko mesto

345 * 56
2536
1
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Sledi 4*5=20+ prenetih 3 = 2310y . Oktalni ekvivalent je
23 |7
2 12
0

pa je
345 * 56
2536
71

Sledi 3*5=15 + prenetih 2 = 1710y . Oktalni ekvivalent je
17 |1
2 12
0

pa je
345 * 56

2536
2171

Sabiranje je

345 * 56
2536
2171
24446

Provera u dekadnom brojnom sistemu koristi ¢injenicu da je oktalni brojni sistem pozicioni
3455y =3 * 82+ 4 * 81 +5* 8% =229,

56(s)=15* 8!+ 6 * 8% = 4610

244465y =2 *8* +4 % 8 + 4 * 82 + 4 * 81 + 6 * 8°= 1053419

Posto je 229¢10)* 46(10) = 1053410y racunanje je ispravno.

2.3. Heksadecimalni brojni sistem

Heksadecimalni brojni sistem je pozicioni brojni sistem koji ima osnovu brojnog sistema
r=16 a raspolaze ciframa 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, A, B, C, D, E, F. Slova se koriste zbog
nedovoljnog broja cifara u dekadnom brojnom sistemu (samo 10).

Pretvaranje dekadnog broja u heksadecimalni ekvivalent

21



Dekadni broj se deli sa osnovom brojnog sistema (u ovom slucaju sa 16) i rezultat deljenja
se piSe ispod dekadnog broja a ostatak deljenja sa strane. Dobijeni heksadecimalni broj se
¢ita odole na gore.

2.3.1. Pretvaranje dekadnog broja u heksadecimalni
Zadatak 1: Pretvoriti dekadni broj 154 u heksadecimalni ekvivalent

Resenje: Dekadni broj 154 se deli sa osnovom heksadecimalnog brojnog sistema (rezultat
je 9 koje se piSe ispod) a ostatak je 10. Dekadno 10 je ekvivalentno cifri A u
heksadecimalnom sistemu. Sledec¢e deljenje je 9:16 gde je rezultat 0 (piSe se ispod) a
ostatak (9) piSe se sa desne strane. Rezultat se ¢ita od dole na gore pa je

154 | A
9 9
0

Provera u dekadnom brojnom sistemu:

9Ax16) =9 * 16! + 10 * 16° = 144 +10 = 15410

Zadatak 2: Pretvoriti dekadni broj 2895 u heksadecimalni ekvivalent

Resenje: Dekadni broj 2895 se deli sa osnovom heksadecimalnog brojnog sistema (rezultat
je 180 koje se piSe ispod) a ostatak je 15. Dekadno 15 je ekvivalentno cifri F u
heksadecimalnom sistemu. Sledece deljenje je 180:16 gde je rezultat 11 (pise se ispod) a
ostatak (4) pisSe se sa desne strane. Deljenje 11:16 daje rezultat 0 (piSe se ispod) a ostatak
(11 dekadno tj B heksadecimalno) pise se sa desne strane. Rezultat se Cita od dole na gore

pa je

2895
180 | 4
11 | B

0

Provera u dekadnom brojnom sistemu:

B4F(16)= 11 * 16> +4 * 16! + 15 * 16" = 2816 + 64 + 15 = 289510

2.3.2. Sabiranje u heksadecimalnom brojnom sistemu

Sabiranje u heksadecimalnom brojnom sistemu je po istim pravilima za sve pozicione
brojne sisteme a specificno zbog cifara koje su na raspolaganju (Tabela 3).
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+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C E F
1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10
2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E 10 11
3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12
4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13
5 6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14
6 7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15
7 8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16
8 9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17
9 A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18
A B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
B C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A
C D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B
D E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C
E F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C 1D
F 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A 1B 1C 1D 1E

Tabela 3: Sabiranje u heksadecimalnom brojnom sistemu

Zadatak 1: Sabrati heksadecimalne brojeve C72 1 157 1 rezultat proveriti u dekadnom
brojnom sistemu.

ResSenje:

C72
+ 157

9

Prema tablici sabiranja, nulta kolona je 2+7=9. PiSe se 9. Prva kolona se racuna kao 7 + 5
=12 a to je heksadecimalno C pa se piSe C.

C72
+ 157

C9
Druga kolona se racuna kao C+1 = D. Tako je

C72
+ 157

DC9
Provera u dekadnom brojnom sistemu je:

C7206=12*% 16 +7*16' +2* 16°=12*256 +7* 16 +2* 1 =3072 + 112 + 2 = 318610
15706=1*%16°+5* 16" +7*16° =1 *256 +5* 16 + 7 * 1 =256 + 80 + 7 = 3431,
DCY16)=13 %162+ 12* 16! +9* 16°=13*256+12* 16 +9* 1 =

=3328 + 192 + 9 = 352910
Posto je 3186¢10) + 34310y = 3529(10) raCunanje u heksadecimalnom brojnom sistemu je

ispravno.

Zadatak 2: Sabrati heksadecimalne brojeve B7D 1 1F7 1 rezultat proveriti u dekadnom
brojnom sistemu.
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ResSenje:

B7D
+ 1F7

4

Prema tablici sabiranja, nulta kolona je D+7=13(10) + 70y = 20(10)= 1416) . PiSe se 4 a 1
prenosi na vece tezinsko mesto. Prva kolona se racuna kao 7 + F + preneta jedinica = 7(10)
+ 15¢10) + 110y = 23¢10) = 17¢16) . PiSe se 7 a prenosi 1.

B7D
+ 1F7

74
Druga kolona se ra¢una kao B+1+ prenetih 1 = D. Tako je

B7D
+ 1F7

D74
Provera u dekadnom brojnom sistemu je:

B7Dae=11* 16+ 7 *16' + 13* 16° =11 *256+7* 16 + 13 * 1 =2816 + 112+ 13 =
:2941(]0)

1F706=1*16°+15* 16! +7*16°=1*256+15* 16 + 7 * 1 =256 + 240 + 7 = 50310
D746 =13 %162+ 7% 16! + 4 * 16" =13 ¥ 256 + 7 * 16+ 4% 1 =
= 3328 + 112 + 4 = 3444,

Posto je 29410y + 50310y = 344410y racunanje u heksadecimalnom brojnom sistemu je
ispravno.

2.3.3. MnoZenje heksadecimalnih brojeva
MnozZenje heksadecimalnih brojeva se moze racunati na dva nacina.
Prvi je da se koristi tabela mnozenja u heksadecimalnom brojnom sistemu (Tabela 4)

Druginacin je da se mnozi kao da se radi o dekadnom brojnom sistemu a onda da se dekadni
rezultat pretvara u heksadecimalni ekvivalent.

Posto je drugi nacin blizi raCunanju koje se poznaje u primerima ¢e se koristiti drugi nacin.
Vrlo je bitno da se u jednom broj ne smeju upisivati cifre od razli¢itih brojnih sistema.
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Tabela 4: Mnozenje u heksadecimalnom brojnom sistemu

* 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
1 1 2 3 4 5 7 8 9 A B C D E F
4 6 8 A C D 10 12 14 16 18 1A 1C 1E
6 9 C F 21 15 18 1B 1E 21 24 27 2A 2D
8 C 10 14 18 1C 20 24 28 2C 30 34 38 3C
A F 14 19 1E 23 28 2D 32 37 3C 41 46 4B
C 12 18 1F 24 2A 30 36 3C 42 48 4E 54 S5A
E 15 1C 23 2A 31 38 3F 46 4D 54 5B 62 69

10 18 20 28 30 38 40 48 50 58 60 68 70 78

12 1B 24 20 36 3F 48 51 S5A 63 6C 75 7E 87

1E 28 32 3C 46 50 S5A 64 6E 78 82 8C 96

16 21 2C 37 42 4D 58 63 6E 79 84 8F 9A 15

18 24 30 3C 48 54 60 6C 78 84 90 9C A8 B4

1A 27 34 41 4E 5B 68 75 82 8F 9C A9 B6 C3

1C 2A 38 46 54 62 70 7E 8C 9A A8 B6 C4 D2

mlE|lg|laAalw|[p el |la|ln]s]w]|n
sl lesll Bl NN lew e IN-TN IN-CIN ST Yo N XN N RUUCIY BN Y
N

1E 2D 3C 4B S5A 69 78 87 96 AS B4 C3 D2 El

Zadatak 1: Pomnoziti heksadecimalne brojeve F9 1 8D a rezultat proveriti u dekadnom
brojnom sistemu.

Resenje: Da bi se pomnozile cifre 9 i D potrebno ih je pretvoriti u dekadni ekvivalent pa
se mnozenje svodi na mnozenje dekadnih brojeva 9 i 13. Kao rezultat dobija se dekadni
broj 117. Njega treba pretvoriti u heksadecimalni ekvivalent na poznati nacin

117 |5
7 7
0

paje 11710y = 75x6) . PiSe se 5 a 7 prenosi na vece tezinsko mesto pa je
F9 * 8D

5

Mnozenje cifara F(i¢) 1 D(16) kao dekadnih se svodi na 15*13+prenetih 7=20210) $to je
202 | A
12 |C
0
pa se piSe A a prenosi se C na vece tezinsko mesto. Tako je

F9 * 8D
CAS

Mnozenje F9u6 * 8(6) poCinje sa dekadnim mnozenjem 9*8=72. heksadecimalni
ekvivalent je
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72

pa se piSe 8 a 4 prenosi na vece tezinsko mesto

F9 * 8D
CAS
8

Sledi heksadecimalno mnozenje F(16)*8(16) Sto se svodi na dekadno mnoZenje 15*8=120+
prenetih 4 = 12410y . Heksadecimalni ekvivalent je

124 | C
7 7
0

pa je
F9 * 8D
CAS
7C8

Sabiranje je

F9 * 8D
CAS
7C8
8925
jer se sabiranjem nulte kolone dobija 5.

Prva kolona se racuna kao heksadecimalni A+8 §to je dekadnih 10+8= 18 a kako je 1810
= 12(16) piSe se 2 a 1 nosi na vece teZinsko mesto.

Druga kolona se racuna kao Ci6) + C(16) + prenetih 1 = 1210y + 1210y +1 = 25¢10) = 19(16)
pa se piSe 9 a prenosi 1 na vece tezinsko mesto.

Treca kolona se raCuna kao 7(16) + 1(16) = 8(16).

Provera u dekadnom brojnom sistemu koristi ¢injenicu da je heksadecimalni brojni sistem
pozicioni

F96) =15 * 16" + 8 * 16° = 249,

8D(16)=8 * 16" + 13 * 16" = 14110

892516)=8* 16> +9* 16 +2 * 16! + 5 * 16° = 3510919

Posto je 249.10y* 14110y = 3510910y raCunanje je ispravno.
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Zadatak 2: Pomnoziti heksadecimalne brojeve D5A 1 C9 a rezultat proveriti u dekadnom
brojnom sistemu.

Resenje: Da bi se pomnozile cifre A i 9 potrebno ih je pretvoriti u dekadni ekvivalent pa
se mnozenje svodi na mnozenje dekadnih brojeva 10 1 9. Kao rezultat dobija se dekadni
broj 90. Njega treba pretvoriti u heksadecimalni ekvivalent na poznati nacin

90 A
5 5

pa je 90a0) = 5SAqi6) . PiSe se A a 5 prenosi na vece tezinsko mesto pa je
D5A * C9
A
Mnozenje cifara 5(16) 1 9(16) se svodi na 5¢10*910y+prenetih 5=50(10) Sto je
50 2
3 3
0
pa se piSe 2 a prenosi se 3 na vece tezinsko mesto. Tako je
D5A * C9
2A
Mnozenje cifara D) 1 9(16) kao dekadnih se svodi na 1310y*9¢10y+prenetih 3=12010) Sto je
120 |8
7 7
0
pa se piSe 8 a prenosi se 7 na vece tezinsko mesto. Tako je
D5A * C9
782A

Mnoienje D5A(16) * C(]6) poéinje Sa mnoienjem A(]6)*C(16):10(]0) *12(10) 2120(10).
Heksadecimalni ekvivalent je

120 |8
7 7
0

pa se piSe 8 a 7 prenosi na vece tezinsko mesto

DS5SA * C9
782A
8
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Sledi heksadecimalno mnozenje 516 *Cis) Sto se svodi na dekadno mnozenje
510*12(10=60(10y+ prenetih 7 = 6710y . Heksadecimalni ekvivalent je

67 3
4 4

piSe se 3 a 4 nosi na vece tezinsko mesto, pa je

DS5SA * C9
782A
38

Heksadecimalno mnoZenje D16)*C(16) se svodi na dekadno mnoZenje 13(10)*12(10) +
prenetih 4=160¢10y. Heksadecimalni ekvivalent je

160 |0
10 | A
0

pisSe se 0 a A nosi na vece tezinsko mesto, pa je

DS5SA * C9
782A
A038

Sabiranje je

D5A * C9

782A
A038
ATBAA

jer se sabiranjem nulte kolone dobija A.

Prva kolona se racuna kao heksadecimalni 2(16)+8(16) $to je dekadnih 2(10)+8(10)= 10 a kako
je 100y = Aqe) pise se A.

Druga kolona se racuna kao 8(16) + 316) = 8(10) + 310y = 1110) = B16) pa se pise B.

Treca kolona se racuna kao 7(16) + Oq16) = 7(16).

Cetvrta kolona se ra¢una kao 06y + Aci6) = Agi).

Provera u dekadnom brojnom sistemu koristi ¢injenicu da je heksadecimalni brojni sistem
pozicioni

D5Age) =13 * 162+ 5* 16" + 10 * 16° = 341819

C916) =12 * 16" + 9 * 16° = 20119

ATBAAG6) =10 *16*+7 * 16>+ 11 * 16>+ 10 * 16" + 10 * 16° = 68701810

Posto je 341810)* 20110y = 68701810y racunanje je ispravno.
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2.4. Pretvaranje heksadecimalnog broja u oktalni
IzraCunavanje je mogu ¢e na dva nacina:

prvi nain je preko dekadnog brojnog sistema kada se heksadecimalni broj pretvori u
dekadni ekvivalent a onda se dekadni broj preracuna u oktalni broj,

drugi nacin je preko binarnog brojnog sistema kori§¢enjem Cinjenice da je osnova binarnog
brojnog sistema 2, da je osnova oktalnog brojnog sistema 3 1 da je osnova heksadecimalnog
brojnog sistema 4. Postupak je direktan 1 heksadecimalni broj se cifru po cifru direktno
prevodi u binarni ekvivalent a onda se cifre dobijenog binarnog broja dele u grupo po 3 i
direktno, cifru po cifru, pretvaraju u oktalni broj.

Zadatak 1: Heksadecimalni broj D946AS5 pretvoriti u oktalni ekvivalent

Resenje: Heksadecimalni broj se pretvara u binarni ekvivalent cifru po cifru
D 9 4 6 A 5
1101 1001 0100 0110 1010 0101

kada se binarni broj prikaZe u grupama po 3 cifre onda se dobija

110 110 010 100 011 010 100 101
6 6 2 4 3 2 4 5

donji broj je oktalni ekvivalent pocetnog heksadecimalnog broja.

Zadatak 2: Oktalni broj 5744655 pretvoriti u heksadecimalni ekvivalent

Resenje: Heksadecimalni broj se pretvara u binarni ekvivalent cifru po cifru
5 7 4 4 6 5 5

101 111 100 100 110 101 101

kada se binarni broj prikaze u grupama po 4 cifre onda se dobija

1 0111 1100 1001 1010 1101
1 7 C 9 A D

donji broj je heksadecimalni ekvivalent pocetnog oktalnog broja.
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2.5. Zadaci za vezbu

Zadatak 1: Pomnoziti binarne brojeve 10010112)1 11011(2) u binarnom brojnom sistemu
a rezultat izraziti u dekadnom 1 oktalnom brojnom sistemu (rezultat:
111111010012y =2025(10) =3751(s))

Zadatak 2: Pomnoziti oktalne brojeve 372) 1465s) u oktalnom brojnom sistemu a rezultat
izraziti u dekadnom 1 heksadecimalnom brojnom sistemu (rezultat: 226702,
= 77250010y =12DC216))

Zadatak 3: PomnoZiti heksadecimalne brojeve 3D7 i1 F6 u heksadecimalnom brojnom

sistemu a rezultat izraziti u dekadnom 1 oktalnom brojnom sistemu (rezultat:
3B09A(16) =24181 8(10) :730232(8))

Zadatak 4: IzraCunati 100100102y — 10111p) a rezultat izraziti u oktalnom 1
heksadecimalnom brojnom sistemu.

Zadatak 5: Pretvoriti oktalni broj 372465 u heksadecimalni ekvivalent.
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3. ALGORITMI

Algoritam je procedura, recept ili postupak za reSavanje problema istog tipa.

Algoritam se moZe predstaviti govornim jezikom, graficki (blok dijagramom),
programskim jezikom i1 pseudokodom.

Simboli za graficki nac¢in predstavljanja koraka algoritma su standardizovani i tumace se
samo na jedan nacin. Simboli su:

Simbol Znacenje

Pocetak algoritma

Unos podataka. Uneti podatak se
W dodeljuje u promenljivu x
}
!

Vrednost 1zraza sa desne strane se
dodeljuje u promenljivu na levoj
strani

<0 >0 U zavisnosti od vrednosti promenljive
A nastavlja se jednom od grana

Ne Da U zavisnosti od istinitosti izraza
~— A>17 >_. . .
nastavlja se jednom od grana

E Na izlazu se dobija vrednost
promenljive navedene u simbolu
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C stop ) Kraj algoritma

Zadatak 1: Nacrtati algoritam koji izraCunava prosek od N unetih brojeva.

ReSenje: Prvo se ucitava od koliko brojeva treba praviti prosek i to se dodeljuje u
promenljivu N. Taj broj se prepisuje u promenljivu I koja broji koliko jo§ brojeva treba
sabrati. PocCetni zbir se postavlja na 0. Pita se da li je broj I manji od 1. Ako jeste
promenljivoj P se dodeljuje prosek, daje se na izlaz i1 zaustavlja se algoritam. Ako I nije
manje od 1 onda se u promenljivu Broj ucitava novi broj, sabira sa dosadasnjom sumom,
smanjuje se I za jedan jer je potrebno sabrati jedan broj manje i ponovo se pita da li ima jos
brojeva za sabiranje. Ako ima, ucitava se novi broj, sabira sa dosada$njom sumom,
smanjuje promenljiva I 1 pita se da 1i jo§ ima brojeva za sabiranje.

Start

-
.
5=0
NE DA
e ———
\ Hrs) / P=S/N

5=5+Broj Izlaz
l P
=I-1
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Zadatak 2: Nacrtati algoritam koji pronalazi najmanji broj od unetih brojeva.

Resenje: Prvo se ucitava broj N, odnosno koliko brojeva ukupno treba uneti. For petljom
se unose brojevi u niz A (ima ih ukupno N komada pri ¢emu je prvi broj smeSten u A(1),
drugiu A(2) itd.). Prvi broj u nizu tj A(1) se proglaSava za do sada najmanji broj. Nova for
petlja koja ide od 2 do N omogucava da se uporede svi ¢lanovi niza od drugog do N-tog sa
do sada najmanjim brojem. Ako do sada najmanji broj nije manji od nekog ¢lana niza onda
taj ¢lan niza postaje do sada najmanji broj i poredi se sa preostalim ¢lanovima niza. Kada
se zavrsi for petlja u promenljivoj MIN se nalazi najmanji broj koji se daje na izlaz.

START

N
DA i

— FORI1=1,N

}

A(l)

=S

MIN=A(1)

!

— FORI1=2,N

>

MIN=A(I)
MIN
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Zadatak 3: Nacrtati algoritam koji pronalazi sumu glavne 1 sumu sporedne dijagonale
kvadratne matrice.

ResSenje: Prvo se ucitava broj N, odnosno dimenzija matrice. Zatim se unose elementi
matrice 1 to po prvo prvi red, pa drugi itd. Elementi koji se nalaze na glavnoj dijagonali
imaju poziciju gde su indeks reda 1 indeks kolone jednaki, odnosno sabiraju se elementi
A(1,1)+A(2,2)+...+A(n,n). Elementi na sporednoj dijagonali su A(1,n)+A(2,n-1)+...A(n,1),
odnosno kada indeks reda ide od 1 do n onda je indeks kolone n+1-i.

Start

» FOR I=1,N

v

FOR J=1,N

A

FOR I=1, N

v

—» FOR J=1,N

G=G+A(LJ)
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3.1. Zadaci za vezbanje

Zadatak 1: Nacrtati algoritam koji pronalazi najmanji zajednicki sadrzalac brojeva A 1 B
koji se unose na ulazu.

Zadatak 2: Nacrtati algoritam koji pronalazi najveci zajednicki delilac brojeva A 1 B koji
se unose na ulazu.

Zadatak 3: Nacrtati algoritam koji pronalazi najve¢i palindrom od pomnozena dva
trocifrena broja. Na izlazu dati najvec¢i palindrom i trocifrene brojeve od kojih
je dobijen. Pomo¢: palindrom je broj koji, kad se Cita cifru po cifru, ima istu
vrednost ako se Cita sa leva na desno 1 sa desna na levo (npr. 626 ili 38583).

Zadatak 4: Nacrtati algoritam koji pronalazi N-ti ¢lan Fibonacijevog niza. Pomo¢: N-ti
¢lan Fibonacijevog niza je zbir prethodna dva ¢lana (npr. prvih nekoliko
¢lanova je 1,1,2,3,5,8,... itd.).

Zadatak 5: Nacrtati algoritam koji ispisuje proste brojeve od 1 do unetog broja N. Pomo¢:
uneti broj N 1 u for petlji od 1 do N proveriti da li je broj prost, odnosno deljiv
samo sa | 1sa samim sobom.
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4. OPTIMIZACIONE METODE

Optimizacija je deo matematiCke oblasti Operaciona istraZzivanja a predstavlja postupak
pronalazenja najboljeg reSenja uz postovanje datih uslova. Optimalno reSenje se moze
traziti raspoloZivim metodama optimizacije (linearno programiranje, nelinearno
programiranje, celobrojno programiranje, dinami¢ko programiranje, transportni problemi,
redovi ¢ekanja, teorija igara, viSekriterijjumska optimizacija itd.) a koja ¢e se metoda
primeniti zavisi od problema koji se zeli optimizirati.

Imajuciu vidu veliki broj raspolozivih metoda optimizacije, na slede¢im stranicama ¢e biti
opisan postupak pronalaZzenja optimalnog reSenja linearnim programiranjem grafickom i
simpleks (analitickom) metodom. Linearno programiranje podrazumeva da su funkcija
cilja 1 sva ograniCenja linearnog tipa. Razmatrac¢e se samo jednokriterijjumska varijanta
(postoji samo jedna funkcija cilja).

4.1. Graficka metoda

Graficka metoda omogucava da se ograniCenja i funkcija cilja nacrtaju i time se oznacava
oblast dozvoljenih (mogucih) reSenja 1 jasno uoc¢ava tacka optimalnog reSenja. Nedostatak
metode je

1. zahtev da se mora vrlo precizno 1 krupno crtati (teSko se procita druga ili treca
decimala)

2. neupotrebljiva je za vise od 2 promenljive (za tri promenljive je potrebno crtati u tri
dimenzije a za Cetiri promenljive grafikon treba da je ¢etvorodimenzionalan §to se
ne moze na jednom grafikonu nacrtati).

Zadatak 1: Vulkanizer na poljoprivrednom gazdinstvu popravlja traktorske gume. Za
popravku prednje gume potreban je 1 sat rada prese za gumu i 1 sat rada vulkanizera na
montazi 1 demontazi gume. Za popravku zadnje traktorske gume potreban je 1 sat rada
prese za gume i 2 sata rada vulkanizera. Presa za gume se moZe koristiti najvise 4 sata a
vulkanizer moze raditi najviSe 6 sati. Za popravljenu prednju gumu ostvaruje se profit od 4
evra po komadu a za popravljenu zadnju gumu 6 evra po komadu. Optimizirati strukturu
popravki tako da se ostvari najveci profit.

ResSenje: Prvo se uocavaju promenljive koje treba optimizovati a to su prednja guma (x1) i
zadnja guma (x2). UocCavaju se ogranicenja — raspolozivo vreme rada prese za gume (4 sata)
1 raspolozivo vreme rada vulkanizera (6 sati). Formira se nejednacina ograni¢enja za presu

1x1+1x2<4

Sto se tumaci da je za popravku jedne prednje gume potrebno 1 ¢as/kom i za popravku jedne
zadnje gume 1 Cas/kom koriS¢enja prese a ukupno se presa za gume moze koristiti 4 Casa.
Vrlo je vazno proveriti da li se jedinice u nejednacini slazu, odnosno kada se napiSe sa
jedinicama
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cas

l[éas
kom

@] x1[kem]+1[

] x,[kem] < 4 [las]
sve je ispravno jer se sabiraju ¢asovi i ¢asovi a ograni¢enje je u casovima.
Isto to vaZi 1 za ograniCenje rada vulkanizera
cas

1 [ﬁ] x,[kem] + 2 [kem

! ] x,[kem] < 6 [Cas]
Postoji jo$ jedno ograniCenje koje ne piSe ali je logicno, a to je da su
x1>0,x%x>0

jer se ne moze popraviti npr. -3 gume.

Da bi se pronaslo optimalno reSenje potrebno je da postoji cilj optimizacije. U zadatku je
to optimiziranje maksimalnog profita pa je funkcija cilja

evra
kom

4 [evra
kom
Dakle, ogranicenja su:

x,[kem] + 6 [ x,[kem]| - max [evra]

za presu za gume Ix1+1x2<4
za vulkanizera Ix1+2x2<6
uslov nenegativnosti x1>0,x>0
funkcija cilja Z: 4x,+6x, - max

ReSavanje problema optimizacije graficlkom metodom pocinje crtanjem koordinatnog
sistem 1 to samo prvog kvadranta, odnosno u delu gde su x; >0 1 x» >0. Na koordinatni
sistem se crta prvo ogranic¢enje (za presu za gume). Ograni¢enje se posmatra kao jednacina.
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Posto je ograni¢enje nejednacina, nacrtana prava je granica oblasti koja zadovoljava
nejednacinu. Odredivanje oblasti je najlakSe ako se u nejednafinu uvrste tacke
koordinatnog sistema. Ako se uvrste x;= 0 1 x> = 0 u nejednacinu dobija se onda je

0+0<4

a to znaci da tacka (0,0) jeste u oblasti pa je

Crtanje drugog ogranienja je na slican nacin, ograni¢enje se posmatra kao jednacina,
nacrta prava a onda odredi oblast

X,

h

5 A
"N




Oba ogranicenja ¢ine oblast mogucih resenja ili oblast dozvoljenih resenja koja je u preseku
oba ogranicenja

X,

h

X, +X,=4

5 A
"4
% Oblast mogucih reSenja

2

0 <
0 1 2 3 4\ 5 g

Ostaje da se nacrta funkcija cilja 1 da se prava translira do najdalje tacke unutar oblasti
mogucih reSenja a to je tacka M.

X,

5 4
~~~~~‘/4.\.

~\
-~
-

3N
2

/\
Z=4X +6X, 1

0

Da bi se pronaSao optimum, potrebno je procitati koordinate tacke M a to je
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x1=2, X2= 2. Potrebno je proveriti da li reSenje zadovoljava ograni¢enja, odnosno

Za presu za gume I x1+1x2<4 2+2<4 Zadovoljeno
za vulkanizera I x1+2x2<6 2+4<6 Zadovoljeno
uslov nenegativnosti x1>20,x>0 Zadovoljeno
funkcija cilja Z: 4x;+6x, > max 8+ 12 =20 Maksimum

Sto znaci da je optimalno reSenje da se popravlja 2 prednje 1 2 zadnje gume 1 da se moze
ostvariti profit od 20 evra. Metodi optimizacije garantuju da ne postoji nijedan drugi odnos
koji zadovoljava ogranicenja a daje veci profit.

Kakvo bi reSenje bilo kada bi funkcija cilja bila drugacija, odnosno ako je zadatak

Zadatak 2: Vulkanizer na poljoprivrednom gazdinstvu popravlja traktorske gume. Za
popravku prednje gume potreban je 1 sat rada prese za gumu i 1 sat rada vulkanizera na
montazi 1 demontazi gume. Za popravku zadnje traktorske gume potreban je 1 sat rada
prese za gume i 2 sata rada vulkanizera. Presa za gume se moZe koristiti najvise 4 sata a
vulkanizer moze raditi najviSe 6 sati. Za popravljenu prednju gumu ostvaruje se profit od 1
evra po komadu a za popravljenu zadnju gumu 5 evra po komadu. Optimizirati strukturu
popravki tako da se ostvari najveci profit.

Resenje: Razlika u odnosu na prethodni zadatak je samo u drugacijem optimizacionom
zadatku. Dakle crtanje ograniCenja 1 oblasti dozvoljenih resenja je jednako

X,

3

X, +X,=4

Oblast mogucih resenja

.
i
3

2
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Potrebno je nacrtati funkciju cilja
Z: 1x;+5x, - max

Crtanje funkcije cilja je najjednostavnije ako se ona posmatra kao jednacina 1 izjednaci sa
najmanjim zajednickim sadrzaocem za brojeve 511 a to je 5. Takva jednacina se lako crta
1 samo je potrebno tu pravu translirati do najdalje tacke unutar oblasti dozvoljenih reSenja.

X =4 M(0,3)

Tacka optimuma M(0,3) omogucava maksimalni profit od 15 evra a optimalno reSenje je
da se popravljaju samo zadnje gume.

4.2. Simpleks metoda

Simpleks metoda je optimizacioni matematicki postupak koji prevazilazi nedostatke
grafickog metoda (broj promenljivih) ve¢ uvek daje optimalno reSenje. Postupak obuhvata:

formiranje ogranicenja

definisanje funkcije cilja

pretvaranje ogranicenja i funkcije cilja u standardnu formu
formiranje prve simpleks tabele

izracunavanje svih ostalih simpleks tabela po pravilima.

Postupak ¢e se objasniti na primeru.

Zadatak 1: Voc¢njak prodaje oblacinsku visnju po 1000evra/t 1 ¢aCanski rubin po
1500evra/t. Voce se moze brati maSinom bera¢icom koja se moze koristiti najvise 12000
casova ili se mogu uposliti radnici najvise 8000¢asova.

Kapaciteti su: za oblac¢insku visnju, produktivnost masina je 2¢asa/t a radnika 1cCas/t. Za
¢acanski rubin, masinom je potrebno 2¢asa/t a radnicima 2¢as/t.
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Na trziStu se moze plasirati do 4000t oblacinske viSnje 1 do 3000t viSnje ¢acanski rubin.

U kojim koli¢inama treba brati oblaCinsku viSnju 1 ¢acanski rubin da bi se ostvario
maksimalni profit? Resiti simpleks metodom.

ResSenje:

prvo se formiraju ograni¢enja

masina beracica 2 x1 +2x2 < 12000
radnici I x1 +2x2 < 8000
trziSte za oblacinsku visnju x1+ <4000
trziSte za ¢acanski rubin x2 < 3000

uslov nenegativnosti x1>0,%x>0

funkcija cilja Z: 1000 x; + 1500 x, —» max

Standardna forma je omogucava da se nejednacine pretvore u jednacine 1 pri njenom
formiranju je neophodno postovati sledeca pravila:

ako je ogranienje < sa leve strane se dodaje jedna slek (manjkovna) promenljiva koja
preuzima neiskori$¢eni resurs

ako je ograniCenje = sa leve strane se dodaje jedna surplus (viSkovna) promenljiva koja
oznacava vrednost koja je dostignuta preko ogranicenja.

ako je ograniCenje > sa leve strane se oduzima jedna surplus (viSkovna) promenljiva i
dodaje jedna veStacka (artifical) promenljiva.

U funkciji cilja slek 1 surplus promenljive imaju uvek koeficient 0. Ako je ciljna funkcija
maksimizacija onda promenljiva artifical ima koeficient -M a ako je ciljna funkcija
minimizacija koeficient uz nju je M pri ¢emu je M dovoljno veliki broj, teoretski
beskonacno velik.

Posto su ograni¢enja u zadatku < u svaku relaciju se dodaje manjkovna promenljiva a u
ciljnu funkciju uz nju ide koeficient 0.

Standardna forma:

masina beracica 2x1+2x2+ X3 = 12000
radnici 1 x1+2x + x4 = 8000
trziSte za obla¢insku visnju X1 + + X5 = 4000
trziSte za ¢aCanski rubin Xy + +x6 = 3000
uslov nenegativnosti x1>20,%x>0
funkcija cilja Z: 1000 x4 + 1500 x, + 0 (x3 + x4 + x5 + x¢) = max
prva simpleks tabela se formira prepisivanjem brojeva iz standardne forme u tabelu pa je
Linija | Baza Vrednost x1 x2 x3 x4 x5 X6
1 x3 12000 2 2 1 0 0 0
2 x4 8000 1 2 0 1 0 0
3 x5 4000 1 0 0 0 1 0
4 X6 3000 0 1 0 0 0 1
5 / 0 1000 1500 0 0 0 0
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Potrebno je pronaci pivot (radnu) kolonu a to je kolona u kojoj je najveci broj u zadnjem
redu, odnosno u redu ciljne funkcije.

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
1 x3 12000 2 2 1 0 0 0
2 x4 8000 1 2 0 1 0 0
3 x5 4000 1 0 0 0 1 0
4 x6 3000 0 1 0 0 0 1
5 / 0 1000 | 1500 0 0 0 0

Pivot (radni) red je red u kome je koli€nik izmedu kolone Vrednost i pivot kolone najmanji.

Za liniju 1 koli¢nik je 12000:2=6000, za liniju 2 je 8000:2= 4000, za liniju3 4000:0=
beskonacno, za liniju 4 3000:1=3000. Najmanji koli¢nik je u liniji 4 1 to je pivot (radni)
red. U preseku pivot reda 1 pivot kolone nalazi se pivot element.

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
1 x3 12000 2 2 1 0 0 0
2 x4 8000 1 2 0 1 0 0
3 x5 4000 1 0 0 0 1 0
4 X6 3000 0 1 0 0 0 1
5 / 0 1000 | 1500 0 0 0 0

Za izracunavanje redova u sledecoj tabeli vaze sledeca pravila:
- pivot red se rauna tako Sto se svi brojevi u redu dele sa pivot elementom.

- u pivot redu u koloni baza postoje¢a promenljiva se zamenjuje promenljivom u vrhu pivot
kolone

- ostali redovi (koji nisu pivot red) se mnoze koeficientom kojim se u pivot koloni dobiju
nule tako da se u istoj koloni element u pivot redu pomnozen koeficientom sabira sa
elementom u istoj koloni a u redu koji se racuna.

Postujuc¢i ova pravila prvi red sledece tabele se raCuna na slede¢i nacin:

koeficient je -2 jer pivot element (1) pomnozen sa -2 1 sabran sa elementom u pivot koloni
a 1. redu daje rezultat 0. Sada se tim koeficientom mnoZe svi elementi u pivot redu i sabiraju
sa brojevima u 1. koloni.

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
1 x3 12000 2 2 1 0 0 0
2 x4 8000 1 2 0 1 0 0
3 x5 4000 1 0 0 0 1 0
4 X6 3000 0 1 0 0 0 1 /(-2)/(-1500)
5 / 0 1000 | 1500 0 0 0 0 «—

Linija 6 se ra¢una na slede¢i nacin: kolona vrednost se racuna kao 3000%(-2)+12000=6000.
kolona x1 se racuna kao 0*(-2)+2=2, kolona x2 je 1*(-2)+2=0, kolona x3 se racuna kao
0*(-2)+1=1, kolona x4 je 0*(-2)+0=0, kolona x5 je 0*(-2)+0=0, x6 je 1*(-2)+0=-2

Linija | Baza Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 x6
6 x3 6000 2 0 1 0 0 -2
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Da bi se dobio 7. red potrebno je 4. red pomnoziti sa (-2) i sabrati odgovarajuce pozicije.
Kolona vrednost se racuna kao 3000*(-2)+8000=2000, kolona x1 se racuna kao 0*(-
2)+1=1, kolona x2 je 1*(-2)+2=0, kolona x3 se racuna kao 0*(-2)+0=0, kolona x4 je 0*(-
2)+1=1, kolona x5 je 0*(-2)+0=0, x6 je 1*(-2)+0=-2

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 x6
6 x3 6000 2 0 1 0 0 -2
7 x4 2000 1 0 0 1 0 -2

Posto 8. red ve¢ ima u pivot koloni vrednost 0, moZze se ceo red prepisati bez izmena

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
6 x3 6000 2 0 1 0 0 -2
7 x4 2000 1 0 0 1 0 -2
8 x5 4000 1 0 0 0 1 0

9. red je pivot red 1 u kolonu Baza upisuje se promenljiva iz pivot kolone a racuna se tako
da se ceo red podeli sa pivot elementom. Posto je pivot element 1 onda nema nikakve
promene osim §to se u bazu upisuje x2 pa je

Linija | Baza Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
6 x3 6000 2 0 1 0 0 -2
7 x4 2000 1 0 0 1 0 -2
8 x5 4000 1 0 0 0 1 0
9 x2 3000 0 1 0 0 0 1

10. red se racuna kao 1 ostali redovi, koeficient je 1500 pa je u koloni vrednost 3000*(-
1500)=-4 500 000, kolana x1 je 0*(-1500)+1000=1000, x2 je 1*(-1500)+1500=0, x3 je 0*(-
1500)+0=0, x4 je 0*(-1500)+0=0, x5 je 0*(-1500)+0=0, x6 je 1*(-1500)+0=-1500.

Linija | Baza Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
6 x3 6000 2 0 1 0 0 -2
7 x4 2000 1 0 0 1 0 -2
8 x5 4000 1 0 0 0 1 0
9 x2 3000 0 1 0 0 0 1
10 / -4 500 000 1000 0 0 0 0 -1500

Optimizacija je zavrSena kada u zadnjem redu nema brojeva vec¢i od 0. U tabeli postoji
kolona veca od 0 i ta kolona (x1) postaje nova pivot kolona. Pivot red ¢e biti onaj sa
najmanjim koeficientom. Koeficienti su; 6000:2=3000, 2000:1=2000, 4000:1=4000 1
3000:0= beskonacno. Najmanji koeficient je u liniji 7. Koli¢nici kojima treba mnoziti pivot
element da bi se u koloni dobile nule su takode prikazani.
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Linija | Baza Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
6 x3 6000 2 0 1 0 0 -2 |
7 x4 2000 1 0 0 1 0 -2 /(-2) /(-1) /(-1000)
8 X5 4000 1 0 0 0 1 0 |<—
9 X2 3000 0 1 0 0 0 1 \
10 / -4 500 000 | 1000 0 0 0 0 -1500



Postujuci pravila ra¢unanja sledeca simpleks tabela je

Linija | Baza Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
11 x3 2000 0 0 1 -2 0 2
12 x1 2000 1 0 0 1 0 -2
13 x5 2000 0 0 0 -1 1 2
14 x2 3000 0 1 0 0 0 1
15 / -6 500 000 0 0 0 -1000 0 500

Posto 1 dalje u zadnjem redu promenljivih postoji broj ve¢i od 0 neophodno je ponoviti
postupak 1 formirati slede¢u simpleks tabelu odredivanjem pivot kolone, pivot reda i
koeficienata

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
11 x3 2000 0 0 1 -2 0 2 /+/(-1) /(-1/2) /(-250)
12 | x1 2000 1 0| o0 1 0o | 2 :J_|
13 x5 2000 0 0 0 -1 1 2 \
14 x2 3000 0 1 0 0 0 1
15 / -6 500 000 0 0 0 -1000 0 500 | <
Izracunata simpleks tabela je
Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
16 X6 1000 0 0 1/2 -1 0 1
17 x1 4000 1 0 1 -1 0 0
18 x5 0 0 0 -1 1 1 0
19 x2 2000 0 1 -1/2 1 0 0
20 / -7 000 000 0 0 -250 -500 0 0

Kako u zadnjem redu u kolonama sa promenljivima nema broja ve¢eg od 0 donosi se
zakljucak da je postupak zavrSen 1 da je potrebno procitati rezultat. Optimalno reSenje je

x1=4000, x2=2000 1 ostvaren profit je 7 000 000 (da bi se dobio iznos optimizacije potrebno
je rezultat uvek pomnoziti sa -1).

Kada se uvrste promenljive u ogranicenja 1 funkciju cilja dobija se potvrda da je dobijeni
rezultat optimalan.

Kada se ovaj problem unese u program Lingo koji je specijalizovan za probleme
optimizacije dobija se sledece reSenje

Global optimal solution found.

Objective value: 7000000.
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.03
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
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Total constraints: 5

Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 8
Nonlinear nonzeros: 0

Variable Value Reduced Cost

X1 4000.000 0.000000

X2 2000.000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 7000000. 1.000000

2 0.000000 0.000000

3 0.000000 750.0000

4 0.000000 250.0000

5 1000.000 0.000000

Zadatak 2: Poljoprivredno gazdinstvo Zeli da proizvodi pSenicu i kukuruz na 7 ha
povrsine. U magacinu se nalazi 64 1 pesticida 1 42 mc dubriva. Da bi se ostvario profit od
6000 dinara po ha zasejane pSenice potrebno je uloziti 3mc/ha dubriva 1 9 I/ha pesticida. Za
profit od 9000 din/ha kukuruza potrebno je uloziti 6 mc/ha dubriva i1 3 V/ha pesticida.
Struktuirati setvu tako da se postigne najveci profit primenom simpleks metode.

ResSenje :

prvo se formiraju ograni¢enja

povrsina x1+ x <7
pesticidi Ox1+3x2 <64
dubrivo 3x1+ 6x2 <42
uslov nenegativnosti x1>0,x2>0
funkcija cilja Z: 6000 x; +9000 x, — max

Standardna forma je omogucava da se nejednacine pretvore u jednacCine 1 pri njenom
formiranju je neophodno postovati pravilo:

ako je ograniCenje < sa leve strane se dodaje jedna slek promenljiva koja preuzima
neiskoriS¢eni resurs pa je

Standardna forma:

povrsina X1+ X2+ X3 = 7
pesticidi 9x1+3x + X4 = 64
dubrivo 3x1+6x + Xs = 42
uslov nenegativnosti x1>20,%x>0

funkcija cilja Z: 6000 x; +9000 x, + 0 (x3 + x4 + x5 + x¢) = max
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prva simpleks tabela se formira upisivanjem brojeva iz standardne forme u tabelu pa je

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5
1 x3 7 1 1 1 0 0
2 x4 64 9 3 0 1 0
3 x5 42 3 6 0 0 1
4 / 0 6000 | 9000 0 0 0

Po pravilima, prvo se odreduje radna kolona (ona u kojoj je u zadnjem redu najveci
pozitivan broj) a to je kolona x2, a zatim 1 radni red (gde je koli¢nik kolone Baza i radne
kolone najmanyji), odnosno 1. red proglaSavamo radnim redom.

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5
1 x3 7 1 1 1 0 0 /(-3) / (-6) /(-9000)
2 x4 64 9 3 0 1 0 | <
3 x5 42 3 6 0 0 1 <—|
4 / 0 6000 | 9000 0 0 0

Radni red se mnozi odgovaraju¢im koeficientima i rezultat je druga simpleks tabela:

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5
1 x2 7 1 1 1 0 0
2 x4 43 6 0 -3 1 0
3 x5 0 -3 0 -6 0 1
4 / -63000 -3000 0 -9000 0 0

Posto u zadnjem redu nema pozitivnih brojeva zakljucuje se da je dobijen optimalni rezultat
a to je x2=7 1 maksimalni profit Z=63000din.

Kada se ovaj problem unese u program Lingo koji je specijalizovan za probleme
optimizacije dobija se sledeci ekran

Global optimal solution found.

Objective value: 63000.00
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 3
Elapsed runtime seconds: 0.03
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 4
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 8
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
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X1 0.000000 0.000000
X2 7.000000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 63000.00 1.000000
2 0.000000 3000.000
3 43.00000 0.000000
4 0.000000 1000.000
Zadatak 3: Data je tabela sa podacima
Proizvod A Proizvod B Proizvod C Kapacitet
Masina 1 4 5 4 4200
Masina 1 2 2 1 1500
Sirovina 2 3 4 2400
Dobit 10 12 10

Optimizovati problem proizvodnje simpleks metodom tako da se ostvari najveca dobit.

ResSenje :

prvo se formiraju ograni¢enja

masina 1
masina 2

sirovina

uslov nenegativnosti

funkcija cilja

4x1+5x +4x%x3<4200

2x1+2%x

x3 < 1500

2x1+3x + 4x3<2400

x1>20,x2>0,x3>0

Z: 10x; +12x, + 10x3 - max

Standardna forma je

masina 1
masina 2

sirovina

uslov nenegativnosti

funkcija cilja

4x1+5x2 +4x3+x4 = 4200
2x1+2X X3 + X5 =1500
2x1+3x + 4x3+ + x¢ = 2400

x1>20,x2>0,x3>0

Z: 10x; +12x,+ 10x3 +0(x4 + x5+ x¢) » max

Prva simpleks tabela je
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Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
1 x4 4200 4 5 4 1 0 0o |
2 x5 1500 2 2 1 0 1 0 | /(-2.5)/(-1.5)/(-6)
3 X6 2400 2 3 4 0 1 1 «— ‘
4 / 0 10 12 10 0 0 0



Druga simpleks tabela je

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
1 x4 450 -1 0 3/2 1 |-5/2 0 | *
2 x2 750 1 1 1/2 0 1/2 0 —
3 X6 150 -1 0 5/2 0 |-3/2 1 | /(0.6)/(-0.2)/(-1.6)
4 / -9000 -2 0 4 0| 6| 0 | «—— 1

Treca simpleks tabela je

Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 x5 X6
1 x4 360 -2/5 0 0 1 -16/10 -3/5
2 X2 720 6/5 1 0 0 8/10 -1/5
3 x3 60 -2/5 0 1 0 -3/5 2/5
4 / -9240 -2/5 0 0 0 -18/5 -8/5

Posto u zadnjem redu u kolonama gde su promenljive nema pozitivnih brojeva
zakljucujemo da je postupak doveo do optimalnog resenja a to je x1=0, x2=720, x3=60 a
maksimum je 9240.

Kada se problem resi u programu Lingo dobija se slede¢i listing

Global optimal solution found.

Objective value: 9240.000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.03
Model Class: LP
Total variables: 3
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 4
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 12
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 0.000000 0.4000000
X2 720.0000 0.000000
X3 60.00000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 9240.000 1.000000
2 0.000000 3.600000
3 360.0000 0.000000
4 0.000000 1.600000
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Zadatak 4: Dat je sledec¢i problem optimizacije

Ixi+1x2 +1x3<1
Ixi+1x2 +2x3=2
3x1+2x2 + 1x3>4
x120,x2>20,x3=>0

funkcija cilja Z:2x1+3x,+ 4x3 > max

ResSenje:
Standardna forma je

Ixit1x2 +1x3+x4 =1

Ixi+1x2 +2x3 +x6 =2

3x+2x + 1x3- X5 +x7=4
uslov nenegativnosti x120,x>0,x320,x4>0,x5>0,%x%>0,x7>0
funkcija cilja Z:2x1+3x,+ 4x3 +0x4+ 0x5 — Mxg — Mx; > max

Posto se u standardnoj formi pojavljuju viSkovne 1 veStacke promenljive mora se koristiti
dvostepeni Simpleks metod. Potrebni vektori su:

Vektor promenljivih XT =[x, X2, X3, X4, X5, X6, X7]
Vektor pocenih baznih promenljivih Xo! = [x4, X6, X7]
Vektor vrednosti pocetnih baznih promenljivih BT =11, 2, 4]

Matrica koeficienata u jedini¢nim ! ! ! ! 0 0 0
ograni¢enjima 1 1 2 0 o0 1 0
3 2 1 0 -1 0 1

Vektor koeficienata u ciljnoj funkciji | CT =2, 3, 4, 0, 0, -M, -M]

Vektor koeficienata u ciljnoj funkciji | Co" = [0, -M, -M]
uz pocetne bazne promenljive

Potrebno je izracunati matri¢ni racun
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. . 1 1 1 1 0 0 0
kA= k
CT—Co™A=[2,3,4,0,0,-M, -M] - [0, -M, -M] L1 2 0 o 1 o
3 2 1 0 -1 0 1
CT—Co™A=[23 400 -M -M]-[-4M -3M -3M 0 M -M -M]
CT—Cy ™A=[2+4M 3+3M 443M 0 -M 0 0]
1
Co'*B=[0,-M,-M] * |2 |=-6M
4
Na osnovu ovog racunanja prva simpleks tabela je
Linija | Baza | Vrednost x1 X2 x3 x4 | x5 | x6 | x7
1 x4 1 1 1 1 1 0 0 0
2 X6 2 1 1 2 0 0 1 0
3 x7 4 3 2 1 0 -1 0 1
4 / -6M 2+4M | 3+43M |{443M | O | -M | O 0

Zbog vece preglednosti zadnje red se deli u dva reda. Bira se najveci pozitivan broj u
zadnjem redu 1 proglasava za pivot kolonu. Pivot red ¢e biti linija broj 1.

Druga simpleks tabela je

Linija | Baza | Vrednost | x1 X2 x3 | x4 | x5 | x6 | x7
1 x4 1 1 1 1 1 0 0 0 |/(-1)/(-3)/(-2)/(-4)
2 X6 2 1 1 2 |0 |0 |1 |0 |«
3 X7 4 3 2 1 0 -1 0 1 <—| \
4 / 0 2 3 4 0 0 0 0
-6 4 3 3 0 -1 0 0 | «

Po utvrdenom kriterijjumu se formira tre¢a simpleks tabela

Linija | Baza | Vrednost | x1 X2 x3 | x4 | x5 | x6 | x7
1 x1 1 1 1 1 1 0 0 0

2 X6 1 0 0 1 -1 0 1 0

3 X7 1 0 -1 2 | -3 ] -1 0 1

4 / -2 0 1 2 -2 0 0 0
-10 0 -1 -1 | -4 0 -1 10

Posto je linija broj 1 ispala iz baze reSenja a u njoj se nalazila promenljiva X4, onda se brise
kolona u kojoj se nalazi ta promenljiva pa nastaje
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Cetvrta simpleks tabela

Linija | Baza | Vrednost | x1 X2 x3 x5 | x6 | x7
1 x1 1 1 1 1 0 0 0

2 X6 1 0 0 1 0 1 0

3 X7 1 0 -1 -2 -1 0 1

4 / -2 0 1 2 0 0 0
-10 0 -1 -1 0 -1 0

Posto u zadnjem redu u kolonama gde su promenljive nema pozitivnih brojeva
zakljucujemo da je postupak doveden do kraja. Predlozeno resenje je x1=1.

Potrebno je proveriti da li reSenje zadovoljava pocetna ogranicenja

Uslov | Vrednost za X;=1 Zadovoljen uslov
Ixi+1x2 +1x351 1 Da
Ixi+1x2 +2x3=2 1 Ne
3x+2x2 + 1x3>4 3 Ne

Kako rezultat simpleks metode ne zadovoljava pocetna ograniCenja zakljucuje se da
problem nema reSenja i da za date pocCetne uslove ne postoji realno reSenje.
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4.3. Zadaci za vezbanje

Zadatak 1:

Dat je linearni program:
Minimizirati: zZ=X1 +2x2
priograniCenjima: x; +3x2 > 11
2x1+ x2 = 9

uz uslov da su: X]1X2 nenegativni.

a. Program prevestiu standardnu formu 1 zatim ga reSiti simpleks algoritmom.
b. Proveriti da li pri istim ograni¢enjima 1 uslovima gornji program ima

maksimum.

c. Program resSiti 1 grafiCkim metodom.

Zadatak 2:

Zadatak 3:

Zadatak 4:

Resiti metodom simpleks sledeci linearni program:

Minimizirati: Z=X1 tTX2+X3+X4+ X5+ X¢g
priogranifenjima: X + X6 =7
X1 +x2 220
X2+ x3 >14
X3+ x4 220
X4+ x5 210
X5+ X6 =5

uz uslov da su sve promenljive nenegativne.

Poljoprivredno gazdinstvo moze da poseje pSenicu 1 kukuruz na najvise 19 ha.
U magacinu se nalazi 46 1 pesticida 1 36 mc dubriva. Da bi se postigao solidan
prinos pSenice treba uloziti 3mc dubriva 1 8 1 pesticida po svakom zasejanom
hektaru. Za kukuruz ova ulaganja su 5 mc/ha dubriva i 3 1/ha pesticida. Ako je
ocekivani profit za pSenicu 20000 din/ha, a za kukuruz 24000 din/ha, odrediti
na koliko je hektara optimalno posejati pSenicu, a na koliko kukuruz. Strukturu
setve odrediti analiti¢ki, metodom Simpleks.

Poljoprivredna apoteka na raspolaganju ima 200 litara demineralizovane vode,
5 kilograma fosmeta 1 4kg piriproksifena. Od raspolozivih hemijskih
komponenti moZe da pravi tri proizvoda Imidan, Pyxal 1 Silico. Jedan kilogram
Imidana donosi profit od 450 dinara, profit za jedan kilogram Pyxala je 600din,
a profit po jednom kilogramu Silica je 550din. Za jedan kilogram zastitnog
sredstva pored tajnih sastojaka potrebno je za Imidan, 6 1 demineralizovane
vode, 100g fosmeta 1 200g piriproksifena, za kilogram Pyxala 10 1
demineralizovane vode, 200g fosmeta 1 250g piriproksifena a za jedan kilogram
Silica treba 8 | demineralizovane vode, 180g fosmeta 1 400g piriproksifena.

Kako menadZer poljoprivredne apoteke treba da rasporedi raspoloZive resurse
(demineralizovanu vodu, fosmet 1 piriproksifen) na proizvode tako da bi
apoteka ostvarila maksimalni profit?
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ReSenje: Treba praviti samo Pyxal i to 16 kilograma jer se tako ostvaruje najveéi profit od
9600din.

Zadatak 5: Neka je zadatak isti kao prethodni ali uz dodatni uslov da je, zbog asortimana

1 ponude potrebno da se pravi najmanje po 3 kilograma od svake vrste
zastitnog sredstva. Kakvo je onda optimalno resenje?
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