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Predgovor

Udzbenikom “PRIMENJENA MATEMATIKA za studente bioloskih smerova”, obradene su, u okviru
sedam glava, neke od oblasti matematike, koje po misljenju autora, imaju primenu u privrednoj praksi.
Naravno, mnoge oblasti koje takode imaju veliku primenu, nisu obradene. Na primer geometrija koja ima
dvomilenijumsku intenzivnu primenu od osnovne izgradnje tocka i kolibe - davno, do kompjuterske grafike
danas, nazalost nije obradena. Stoga preporucujem udzbenik Kompjuterska geometrija i grafika [1] onima
koji su zainteresovani za savremenu primenu geometrije.

Osnovni pojmovi i definicije su u prvoj glavi ilustrovani brojnim primerima. Druga glava sadrzi i elemente
klasiéne kombinatorike u okviru koje je obradena primena latinskih kvadrata na planiranje eksperimenata.
U okviru trece glave izneti su: razmera, proporcija, procentni racun, ra¢un mesanja, pravilo trojno, racun
deobe, verizni racun, slozeni kamatni racun, rac¢un uloga i otplate duga, kao i vremenske serije podataka.

Osnovi linearne algebre su izneti u cetvrtoj glavi. Metode za reSavanje sistema linearnih jednacina su
opisane u petoj glavi. Linearnom programiranju (Sesta glava), mladoj oblasti matematike proistekloj iz
organizacionih i transportnih problema pre oko Sest decenija, posveéena je posebna paznja. Pored elemen-
tarne geometrijske metode, za reSavanje problema linearnog programiranja (LP) dati su osnovi simpleks
metode. Transportni problem, kao specijalan oblik problema linearnog programiranja, je detaljnije obraden.
Za njegovo reSavanje opisana je modi metoda.

U poslednjoj glavi su opisani matematicki modeli nekih jednostavnijih agronomskih problema. Vecina
opisanih modela su modeli celobrojnog linearnog programiranja (nepoznate su celobrojne, a ne realne kao
kod LP). Zahtev celobrojnosti usloznjava nalazenje optimalnog resenja, ali je on ipak ¢esto neizbezan pri
modeliranju. Na primer ako se optimizuje broj osnovnih i(ili) pomoénih masina, broj pojedinih stoénih
grla i(ili) zivine na farmi tesko je izbeéi celobrojnost. U radu [17] u kome se optimizuje organizacija rada
kombajna za vreme Zetve pSenice, uljane repice i je¢ma na velikom gazdinstvu (oko 1500 ha) i iznajmljivanje
istih kombajna na okolnim malim imanjima je uspesno izbegnuta celobrojnost. Cilj ovog poglavlja je da se
studenti osposobe za modelovanje jednostavnijih agronomskih modela.

U okviru iznete teorije, kroz primere, detaljno je uradeno oko 50 zadataka. Na kraju izabranih poglavlja
dati su zadaci za samostalno vezbanje. Ukupno ih ima 105. Ve¢ina od njih ima dato resenje. U okviru svake
glave data su poglavlja sa reSenim teorijskim pitanjima. Teorijska pitanja su re¢enice za koje treba utvrditi
da li su tacne ili ne. Recenice su netacne ukoliko moze da se nade primer kada je opsSte tvrdenje u recenici
netacno ili ukoliko je posledica u recenici netactna a pretpostavka tac¢na ili ukoliko definicija nekog pojma



nije precizna. U bar 50% slucajeva recenice su konkretni (jednostavniji) zadaci za koje treba proveriti da li
su tacéno reseni. ReSenje svake recenice je dato na desnoj margini recenice. Ako je reCenica tac¢na oznaka na
margini je T, a ako je reCenica netacna oznaka je 1. Svih, 881 teorijskih test pitanja su reSeni. Nadam se da
¢e primeri, zadaci i reSena teorijska test pitanja olaksati studentima polaganje testova iz teorije i zadataka.
Bogata zbirka zadataka [8] ¢e dodatno pomodi studentima da uvezbaju slozenije zadatke.

Teorijska test recenica
"Niz 2, —4,8,—16... sa opstim clanom —(—2)" n € N' je geometrijski niz.”
je ta¢na. Ova recenica spada u konkretne zadatke.

Cest oblik teorijskih pitanja su implicitne re¢enice. Implicitne re¢enice mogu da sadrze veznik ako
(alternative za ako su ukoliko, kada, pretpostavka je... ) ili tada (alternative za tada su onda, sledi, ima za
posledicu... ). Implicitna reCenica je netacna ukoliko mozemo da nademo primer u kome je pretpostavka
ta¢na a posledica netacna.

Ukoliko se recenica sastoji od dve ili viSe tvrdnji odvojenih zarezom ili veznikom ¢ ili veznicima n¢ - ni
u pitanju su konjuktivne rec¢enice koje su tac¢ne jedino ukoliko su sve tvrdnje u recenici tacne. Tako je na
primer, recenica
" Niz 2, —4,8,—16... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti opada, i neogranicen je i 0odozgo i
odozdo.”
konjuktivna i ima Sest tvrdnji od kojih samo jedna nije ta¢na (niz jeste geometrijski), te je i cela recenica
netacna.

Recenica sa veznikom ili je ili eksluzivno disjunktivna (ta¢na je jedino ukoliko je ta¢no jedna od tvrdnji
u takvoj recenici tacna) ili disjunktivna (tacna je ukoliko je bar jedna od tvrdnji u takvoj recenici taéna).
Tako je na primer, recenica
” Svaki linearni sistem sa 6 jednacina i 2 nepoznate moZe biti ili neodreden ili protivurecan.”
ekskluzivno disjunktivna koja je tacna jer bilo koji sistem linearnih jednacina sa 6 jednacina i 2 nepoznate
nikad ne moze biti odreden. Dok je recenica
” Determinanta je jednaka nuli ako su dve kolone proporcionalne ili dve vrste proporcionalne.”
je implicitno disjunktivna. Pretpostavka u prethodnoj recenici ” dve kolone su proporcionalne ili su dve vrste
proporcionalne” je disjunktivnog oblika i moze da se realizuje ukoliko su oba ili samo jedan od dva uslova
ispunjeni, a u svim tim slucajevima posledica je da je determinanta jednaka nuli, te je recenica tacna.

Recenice ekvivalencije su obavezne kod definicija, a moguée su i kod nekih tvrdenja. One sadrze veznik
akko (skracenica od ako i samo ako) ili re¢i to znaci ili ekvivalentno... Oba dela recenice ekvivalencije
moraju u isto vreme da budu ta¢na ili neta¢na da bismo recenica bila tacna. Tako je recenica
” Svaki sistem linearnih jednacina je saglasan akko je odreden.”
neta¢na recenica ekvivalencije jer postoji sistem koji je saglasan a nije odreden.

Ovaj udzbenik pokriva u potpunosti predvideni sadrzaj izbornog predmeta Primenjena matematika na



slede¢ih sedam smerova prve godine Poljoprivrednog fakulteta: Ratarsko-povrtarski, Vocarsko-vinogradar-
ski, Stocarski, Hortikultura, Fitomedicina, Agroekologija i zastita Zivotne sredine i Organska poljoprivreda.

Autor se zahvaljuje recenzentima na pazljivom ¢itanju udzbenika i nizu korisnih primedbi, a posebnu
zahvalnost autor duguje docentu dr Nebojsi Dedovi¢ koji je procitao delove udzbenika i svojim zapazanjima
doprineo kvalitetu udzbenika.

Iskreno se nadam da ée ovaj udzbenik studentima Poljoprivrednog fakulteta omoguéiti uspesnije i brze
sticanje potrebnih znanja iz osnova primenjene matematike.

prof. dr SneZana Matié¢-Keki¢
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Primenjena matematika za studente bioloskih smerova

Glava 1.

1 Uvodni pojmovi, oznake i definicije

Motivaciju studentima da savladaju gradivo ovog udzbenika bi sledeéi primeri iz prakse trebalo da pruze.
Sa usvojenim gradivom, njihovo reSavanje je lako. U zagradama na kraju svakog primera je oblast koju treba
savladati.

1.

Porodica Sljivié¢ pece rakiju, i zeli da sazna koliko destilovane vode treba da dodaju u 12 1 prepecenice
od 70% alkohola da bismo dobili rakiju od 40% alkohola? (ra¢un mesanja)

. Sveze smokve sadrze 80% vode, a suve 10%. Koliko kilograma suvih smokava se moze dobiti od 12 kg

svezih? (procentni racun)

. Za izgradnju svinjca i kokoSinjca porodica Gradimirovi¢ angazovala je komsije Dobri¢ (oca Mirka i

sinove Zivka i Ranka) i Brzi¢ (dedu Stanimira i unuka Branimira). Deda Stanimir je pomagao nedelju
dana, Branimir i Zivko 4 dana, Mirko 3 dana, a Ranko 2 dana. Gradimirovié¢i su odluéili da izdvoje 100
evra da se “zahvale” koms§ijama. Kako treba da rasporede izdvojena sredstva Stanimiru, Branimiru,
Mirku, Zivku i Ranku u skladu sa brojem dana njihovog rada? (racun podele)

Neka je pcelar poceo péelarenje sa dve kosnice, 1 neka se godisnje broj pcela poveca rojenjem za 33%, a
smanji od varoe i ostalih bolesti za 15%. Koliko ¢e péelar imati kosnica posle 10 godina bez dodatnog
ulaganja u nova drustva? (osnovna formula slozenog kamatnog ra¢una)

. U toku godine prodaja Secera je u sedmomesec¢nom periodu novembar — maj stabilna. Medutim,

u periodu jun — oktobar poveéana je potraznja i prodaja Seéera (obrada sezonskog voéa, vinarska
industrija... ). Uoceno je da se potrebe za Se¢erom u periodu jun — oktobar redom poveéavaju za
16%, 13%, 17%, 32% i 23% u odnosu na maj. Prodaja Secera u maju, u Novom Sadu, je dostigla 450
tona. Toliko su robne rezerve i obezbedile za svaki mesec u godini. Koliko dodatno treba obezbediti
SeCera da bismo se pokrile potrebe za Seéerom u mesecima sa pove¢anom potraznjom? (vremenske
serije - bazni indeksi)

(sistem linearnih jednacina - model)

Hladnjaca ima uskladisteno 118000, 316000, 264000 i 242000 kesica zam-
| P[P [ By | Py , . I ,
rznutog spanaca (S), graska (G), boranije (B) i meSanog povréa (M).

1 31 2| 2

Kako se blizi proleée, uprava je odlucila da trzistu ponudi pakete povréa,
tipa P, P», P53 i P4 po snizenim cenama, da bismo oslobodila hladnjacu

za predstojec¢u sezonu. Koliko paketa treba prodati pa da se isprazni

2w Qlw

3 13| 5|8
2 15|55
4 1413 |5

hladnjaca?
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7. Govedina sadrzi 18% proteina, 8% lipida i 0,1% holesterola; sir (polu¢vrst) sadrzi 28% proteina, 26%
lipida i 0,1% holesterola; jaje sadrzi 28% proteina, 12% lipida i 0,45% holesterola; crni pSeni¢ni hleb
sadrzi 10% proteina, 1,2% lipida i nema holesterola. Kilogram mesa, sira, jaja i hleba ima 1500, 3500,
1600 i 2400 kalorija. Koliko treba za jedan obrok uzeti mesa, sira, jaja i hleba a da ukupno uzmemo
najvise 1200 kalorija, bar 22% proteina, i minimalno holesterola? (problem linearnog programiranja -
model)

8. Jedna kokoska ima za tri nedelje dve mogucnosti: ili da polozi 12 jaja ili da izleze 10 pili¢ca. Posmatra
se proizvodni period od 12 nedelja (4 ciklusa od po 3 nedelje). Nakon toga se sva zivina prodaje: piliéi
iz prvog ciklusa i kokoske po ceni od K dinara, pili¢i iz drugog i treéeg ciklusa po ceni od P dinara po
komadu, a jaja po ceni od J dinara po komadu (K>P>J). Treba optimizovati zaradu. U proizvodnju
ulazimo sa 100 kokoSaka i 100 jaja. (problem celobrojnog linearnog programiranja - model)

1.1 Skupovi, funkcije, operacije, relacije

Skup (mnozina, mnostvo... ) i njegovi elementi (¢lanovi, objekti... ) su osnovni pojmovi matematike.
Skupove razmatramo u okviru nekog univerzuma, koji ¢emo oznaciti sa I. Univerzum je recimo: ljudska
populacija, brojevi, biljne vrste... Ako skup S sacinjavaju elementi x,y, z... oznacava se S = {z,y,z...}.

Sa S ={z:Px)}ilisaS={z|P(x)} oznacava se skup svih elemenata = koji imaju osobinu P. Ako
je S skup, tada x € S oznacava da je x element skupa S ili da « pripada skupu S, dok = &€ S znaci da z nije
element skupa S. Oznaka za prazan skup je ().

1.1.1 Skupovi

Definisimo neke poznate operacije sa skupovima: uniju, presek, razliku, simetri¢nu razliku i komplement
skupa; neke binarne relacije na skupovima: =, C ; kao i proizvod dva skupa, kardinalnost i partitivni skup
skupa.

Skup B je podskup skupa A, u oznaci

B C A, dko je (Vx)(x € B=x € A)!

Skupovi A © B su jednaki, u oznaci

A=B akoje ACBABCA
Presek AN B, skupova A i B je skup
ANB={z|z€ ANz € B}
Unija AU B, skupova A i B je skup
AUB={z |z € AVz € B}
Razlika A\ B, skupova A i B je skup
A\B={z|z€ ANz ¢ B}

!Oznake =, A,V i V definisane su u poglavlju 1.6.
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Proizvod skupova A i B, A x B, je skup uredenih parova
AxB={(z,y) |z € ANy € B}

Simetri¢éna razlika A A\ B skupova A i B je skup
AANB={z|zx€AVreB}=(A\B)U(B\A)

Komplement skupa A u odnosu na univerzalan skup I je skup
CiIA={z|zelnaxg A} =1T\A

Partitivni skup P(A) skupa A je skup svih podskupova skupa A
P(A) = {B| B C A}

Kardinalnost |A| skupa A je broj njegovih elemenata.

1.1.2 Preslikavanja, operacije i relacije

Preslikavanje (funkcija) f nepraznog skupa A na neprazan® skup B je pridruzivanje koje elementima
skupa A dodeljuje elemente skupa B tako da je zadovoljeno: svakom elementu a iz skupa A pridruZujemo
tacno jedan element b iz skupa B, koji oznacavamo sa b= f(a).

Preslikavanje f skupa A na skup B oznacavamo sa f : A — B. Skup A je domen funkcije f, ili skup
originala, dok je skup B kodomen, ili nadskup skupa slika funkcije f.

Funkcija f je konstantna ako je njen skup slika jednoelementni skup.

Funkcija je identi¢no preslikavanje, u oznaci id, na skupu S ako je definisana kao id : S — S, tako da za
svako s € S je id(s) = s.

Oznacimo sa S™ n-tostruki proizvod skupa S: S x S x ... x S. Tako je skup S™ skup svih uredenih n-torki
iz skupa S.

Preslikavanje & je n-arna operacija (operacija duzine n), n > 1, na nepraznom skupu S ako je:
&: 5" — 5.

Za n =1, & je unarna operacija. Na primer, negacija — je unarna operacija u skupu iskaznih formula
F. Komplement skupa u odnosu na univerzalan skup I je takode unarna operacija na partitivnhom skupu
P(I). Kardinalni broj skupa nije unarna operacija, za konacan univerzalan skup I, kardinalnost skupa je
preslikavanje | |: P(I) — {0,1,2...|1]}.

Zan = 2, & je binarna operacija. Unija, presek, razlika, simetri¢na razlika i proizvod skupova su binarne
operacije na skupu P(I). Veoma Cesto kod binarnih operacija umesto da pisemo &((s1,s2)) = s3 piSemo
s1dsy = s3. Kada je n = 3 radi se o ternarnim operacijama...

Neprazan skup p, je binarna relacija (relacija duzine 2), na nepraznom skupu S ako je ) # p C S2.

Relacija p je podskup skupa svih uredenih parova elemenata iz skupa S.

Ako je p binarna relacija na skupu S onda se ravnopravno koriste slede¢a dva ekvivalentna zapisa:
(s1,82) € p 1 s1ps2, Sto se Cita kao element s; je u relaciji p sa elementom ss.

2U daljem tekstu neée uvek biti naglaseno da se radi o nepraznim skupovima.
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1.2 Osobine preslikavanja, operacija, relacija
1.2.1 Osobine preslikavanja
Funkcija f : A— B je:

e injektivna ili “1-1” ako je
(Vai,a3 € A) (f(ar) = fa2) = a1 =a2);

e sirjektivna ili “na” ako je (Vb€ B)(Ja€ A) f(a) =1

2”

e bijekcija ako je “1-1”7 ¢ “na”.

Oznake kvantifikatora V i 3 definisane su u poglavlju 1.6.3, dok su skupovi brojeva Z, Z%*, R i R* uvedeni
u poglavlju 1.3.

Inverzna funkcija f~!, bijektivne funkcije f : A — B je funkcija f~'' B — A, tako da (Vb €
B)f'(b)=a€ A& f(a) =b.

Date su funkcije f i g, takoda f:A— B 1 g¢g:B — C. Tada je funkcijo k kompozicija funkcija f
ig, woznacik=gof ako k:A— C, tako da je (Va € A) k(a) = (go f)(a) = g(f(a)).

Primeri: Posmatrajmo tri funkcije f, g i h koje su definisane na sledeéi nacin:
f: 222 g:Z—Z"U{0} i h:RT =R,

flx)=2-2—1, g(x) =2% ih(zr) =Inz.

Funkcija f je injektivna ali nije sirjektivna, jer se svi celi brojevi preslikavaju na neparne cele brojeve.
Druga funkcija nije ni “1-17, jer razliciti originali imaju iste slike, recimo g(—2) = ¢g(2) = 4, ni “na”, jer na
primer, ceo pozitivan broj 3 nema ceo koren. Bijektivno preslikavanje je funkcija h. Funkcija A je injektivna,
jer za svaka dva pozitivna, realna broja, z i y, vazi h(z) = h(y) & Inz =Iny < = = y. Takode, (Vx € R)
postoji pozitivan realan broj a € R tako da je e® = a > 0. Tada je h(a) = Ina = Ine® = x, $to znaci da je
funkcija h sirjektivna. Kako je h bijekcija, postoji njena inverzna funkcija o= : R — RT, koja je takode
bijekcija i definisana je kao h™1(x) = e®.

Kompozicija funkcija f i g je funkcija k = (go f) : Z — ZTU{0} iVz € Z je k(z) = (go f)(z) =
g f)=92-2-1)=2-2-12=4-22-4-24+1€c Z+.

Primetimo da se proizvod g - f, funkcija f i g razlikuje od njihove kompozicije g o f. Njihov proizvod je
funkcija (g - f) (z) = g(x) - f(x) =22 (22 — 1) =223 — 2%, zaz € Z.

Vaze sledecée osobine:

1. Kompozicija injektivnih (sirjektionih) preslikavanja je injektivno (sirjektivno) preslikavanje.
2. Ako je funkcija g inverzna za funkciju f, tada je takode f inverzna funkcija funkcije g.

3. Inverzna funkcija g (bijektivne) funkcije f je takode bijekcija i vazi go f = fog=id.
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4. Za kompoziciju tri preslikavanja vazi asocijativnost. Preciznije, ako su funkcije f, g i h takve da
su definisane odgovarajuée kompozicije: f : A — B, g: B — C ih : C — D zadovoljeno je
(hog)o f=ho(gof).

Dokaz 4. Po definiciji kompozicije preslikavanja je go f : A — C i ho(go f) : A — Sli¢éno je
(hog)of : A— D. Takode je (Ya € A) ho(gof) (a) = h((gof)(a)) = h(g(f(a))) = (hog)f(a) = (h g)of (a).
Kako su dva preslikavanja f1 : X — Y i fo: X — Y jednaka ako je Vx € X fi(x) = fa(x), prethodna
izvodenja impliciraju da su kompozicije preslikavangja jednake, (hog)o f=ho(go f).

Dokaze tuordenja 1. 2. i 3. u okviru prethodnog stava ostavljamo kao zadatke. O

1.2.2 Osobine binarnih operacija
Binarna operacija & : S — S je:
e komutativna < (Vsq,s2 € S) s1desy = sodesy
e asocijativna < (Vs1, 89,53 €.5) (s1des2)dss = s1ée(sadess3)
e kancelativna sa leve strane < (Va,b € S)(Vs € S) séa = sédb= a=05b
e kancelativna sa desne strane < (Va,b € S)(Vs € S) ades = bds = a=0b
e sa neutralnim elementom ¢ < (Je € 5)(Vs € S) sdbe = eds = s
e sa inverznom unarnom operacijom ! & (Vs€ S)(Ts 1 € 9) shs I =s"ds=¢

e distributivna prema operaciji O : 8> — S <

(Vsl,SQ,Sg € S)(81@82)&83 = (81&53)@(82&83) 1 83&(81@52) = (53&81)@(53&82).

Na primer, operacija sabiranja + u skupu celih brojeva Z, ima sve navedene osobine za binarnu operaciju
iz prethodne definicije. Neutralni elemenat za sabiranje u Z je 0. Inverzni element za bilo koji ceo broj
T € Z je njegov suprotni ceo broj —z € Z.

1.2.3 Osobine binarnih relacija
Binarna relacija p C S? na skupu S je:
o refleksivna < (Vse€ 5) (s,s) €p
e simetricna < (Vsy,s2 € 5) (s1,52) € p= (52,51) €p

e tranzitivna <«
(Vs1,82,83 €.S) ((s1,82) € pA (s2,83) € p) = (s1,83) €Ep
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e antisimetricna <
(Vs1,52 € 5) ((s1,52) € pA(S2,51) € p) = 51 = 52

e relacija ekvivalencije ako je refieksivna, tranzitivna i simetriéna
e relacija poretka ako je refleksivna, tranzitivna i antisimetricna.

Klasa ekvivalencije elementa z € S relacije ekvivalencije p C S? je skup

Kl ={yeS| zpy}.

Primeri: Osnovni primeri relacija ekvivalencije su sve relacije jednakosti: jednakost krvnih grupa na pop-
ulacionom skupu, jednakost brojeva na nekom brojnom skupu, jednakost tipa automobila na skupu svih
automobila... Paralelnost pravih u skupu svih pravih u prostoru, podudarnost geometrijskih objekata,
slicnost trouglova su takode relacije ekvivalencije. Kongruentnost po modulu p, u oznaci = (mod p) (dva
broja x i y su u relaciji kongruencije po modulu p, odnosno x = y(mod p) ako je zadovoljeno da je p|(x —y),
tj. = i y imaju jednake ostatke pri deljenju sa p) je takode relacija ekvivalencije na skupu brojeva. Na
primer, na skupu prirodnih brojeva u odnosu na relaciju = (mod 2) postoje dve klase ekvivalencije: parni
i neparni prirodni brojevi.

Relacije poretka su <, >, | na nekom skupu brojeva. Podskup (inkluzija) C na partitivnom skupu
P(I) jeste relacija poretka, dok relacija “biti pravi podskup” C nije relacija poretka jer nema osobinu
refleksivnosti.

1.3 O skupovima brojevima

Od prvih termina: malo, nekoliko, mnogo... koji su trebali da blize odrede koli¢inu necega, do skupa
kompleksnih brojeva nastajale su i gasile se mnoge civilizacije. Ipak,

skup prirodnih brojeva N' = {1,2,3...} ‘

pokazao se dovoljan za prebrajanje diskretnih koli¢ina.

Istorijski gledano, veoma davno su se koristili i racionalni, iracionalni, a samim tim i realni brojevi.
Na primer, iracionalan broj 7 je Arhimed (3. vek p.n.e) izrazio preko obima upisanih i opisanih pravilnih
mnogouglova u krug, a veé stari Kinezi (3 vek n.e.) su rac¢unali 7 sa tacnoséu do na 7 decimala. Kako
su se brojevima pre svega izrazavale mere (duzina, povrsina, zapremina) do renesanse su se negativni
brojevi uglavnom smatrali fikcijom. Tek krajem XVI veka, u okviru reSavanja kubnih jednacina, stidljivo se
pojavljuju kompleksni brojevi. Upotreba kompleksnih brojeva do XVIII veka je bila retka i sa greskama u
rac¢unu. Oni su bili precizno definisani od strane Gausa.

Na skupu prirodnih brojeva posmatramo dve binarne operacije: sabiranje i mnozenje. Ove dve operacije
su asocijativne, komutativne i vazi distributivnost mnozenja prema sabiranju. Prirodan broj 1 je neutralni
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elemenat za mnozenje. Neutralni elemenat za sabiranje je 0 i on ne pripada skupu prirodnih brojeva.

Progiren sa 0, skup prirodnih brojeva oznac¢avamo sa‘ No=1{0,1,2,3...}. ‘

1.3.1 Niz brojeva

Niz je preslikavanje skupa prirodnih brojeva ili skupa Ay u neki skup brojeva. Na primer, preslikavanje
a: N — {-1,1} po formuli a(n) = (—1)", je niz brojeva —1,1,—1,1,—1,1.... Formula a(n) = a,, = (—1)",
n € N, se naziva opStim ¢lanom niza, a slike preslikavanja a su —1 i 1, i oni su ¢lanovi niza.
Geometrijski niz
Niz brojeva:
ai,ag,asz...ay...
oblika

2 3 4 n

a, a-q, a-q°, a-q¢°, a-q ...aq"...
pri ¢emu su a # 0 i ¢ # 1 realni brojevi, nazivamo geometrijskim nizom. Brojeve koji ucestvuju u nizu
nazivamo ¢lanovi niza. Svi ¢lanovi niza imaju isti oblik: a, = a¢™, pri ¢emu je eksponent n prirodan broj

ili nula. Clan a, = a¢” nazivamo opS$tim ¢lanom niza. Svaki geometrijski niz mozemo krace zapisati
an+1

preko njegovog opsteg Clana. Broj ¢ mnazivamo kolicnikom geometrijskog niza jer je

. . 333 3
n € Ny. Tako bismo niz 3, ST

= q za sve
n

1 n
.. krace zapisali kao niz 3 <§) , n € Ny. Tako su sledeéi nizovi

brojeva:

a: 1,3,9, 27, 81...

b: 5, 10, 20, 40, 80...

c: 1, 0,2, 0,04, 0,008, 0,0016...

geometrijski za parametar a redom jednak 1, 51i 1 dok je parametar ¢ redom jednak 3, 2 i 0,2.
Formula za zbir prvih k ¢lanova geometrijskog niza je,

k—1 k

. 1—
Zaql:a—l—a-q+a-q2+...—|—a-qk_1:a1_qq, q# 1.
i=0

Dokaz ove formule je izveden matematickom indukcijom u slede¢em odeljku.
Na ovaj na¢in brzo sabiramo veéi broj ¢lanova geometrijskog niza na primer, 1 + 2 4+ 4 4+ 8 4... + 210=
1__2H
=2047.
1-2
ili recimo
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Aritmeticki niz
Aritmetickim nizom nazivamo niz brojeva oblika

a, a+d, a+2d, a+3d, a+4d... a + nd...

pri ¢emu su a i d realni brojevi i d # 0. Svaka dva susedna ¢lana aritmetickog niza se razlikuju za d. Opsti
¢lan aritmetickog niza je oblika a, = a + nd, n € Ny.

Aritmeticki nizovi su na primer:
a: 1,3,5,7,9,11, 13... 14+2n...
b: 3,4,24,14,04, —1,4, =24, —3,4... 3,4 —n...
i njih na kraé¢i nac¢in moZemo da zapiSemo pomoc¢u opsteg ¢lana kao niz a, = 1 + 2n, n € Ny, odnosno kao
niz b, = 3,4 —n, n € Nq.

Zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza se rac¢una po formuli

n—1

Z(a—l—id) :n-a+dn(n_ D = nlao + an)
2 2 ’

=0

Zmagi, zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza se racuna tako sto saberemo prvi i poslednji ¢lan, i taj zbir
pomnozimo sa n/2. Tako je zbir prvih 7 ¢lanova (n = 6) niza a, =3+2n, n€ Ny (a=3, d=2,)

7 (3+15)

= 63.
2

3+54+7+9+11+134+15=
Osobine niza
Neki nizovi su takvi da im je svaki sledeéi ¢lan veéi od prethodnog. Njih zovemo rastuéi nizovi. Sliéno,
opadajudi nizovi su oni kod kojih je svaki sledeéi ¢lan manji od prethodnog.
Niz je konvergentan ukoliko ¢lanovi niza teZe (konvergiraju) ka fiksnom realnom broju, kada indeks
niza n tezi co (neograniceno raste). Taj broj zovemo granica (limes) niza i precizno je definisana u nastavku.
Clanovi niza b: %, 2—17, 6i4, % su svi pozitivni, manji od 1 i prili¢no brzo se smanjuju, pa je jasno da
kada n tezi oo opsti ¢lan niza b tezi ka 0. Sa druge strane, vrednosti ¢lanovi niza a: 1, -1, 1, -1... ne
zavise od veli¢ine indeksa n, ve¢ samo od njegove parnosti, i o¢igledno opsti ¢lan a,, ne tezi jednom fiksnom
realnom broju. Za niz ¢, sa opStim ¢lanom ¢, = sinn, n € A, nije jednostavno utvrditi da li ima granicu
ili ne.
Niz a konvergira ka granici g, §to oznacavamo sa
lim a, =g, ilisa a, — gkad n— oo,
n—oo
ako za svaki pozitivan realan broj €, postoji indeks niza ng € N, tako da svi ¢lanovi niza sa indeksom veéim
od ng pripadaju intervalu (g — €, g + €).
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Ovaj otvoreni interval je podskup skupa realnih brojeva, i naziva se € okolina broja g. U e okolini
broja g su svi realni brojevi ¢ija je udaljenost od ¢ manja od €. Kako € moze biti veoma mali pozitivan broj,
na primer 1071,1075,10712... sledi da kada postoji granica niza, ¢lanovi niza se “neograniceno zgusnjavaju”
oko granice. Medutim “zgusnjavaje” oko nekog broja ne obezbeduje uvek postojanje granice niza. Tako niz

p: 1,3,3,1,9, .27, {5

ima neograniceno rastuée neparne ¢lanove p1, p3, ps..., a parni ¢lanovi po, pa, pg... se “zgusnjavaju” ka 0,
ali 0 nije granica ovog niza. Broj 0 je tacka nagomilavanja ovog niza. Ukoliko u svakom intervalu koji sadrzi
broj t ima bezbroj ¢lanova nekog niza, onda je broj t tacka nagomilavanja tog niza. Tako niz a: 1, —1,
1, —1... ima dve tacke nagomilavanja 1 i —1.

Ukoliko je rastuéi niz ogranic¢en odozgo, Sto znaci da su svi ¢lanovi niza manji od nekog broja, on je i
konvergentan.

Jedan takav konvergentan (rastuéi i ograni¢en odozgo) niz je niz e sa opstim ¢lanom oblika: e, =

n
<1 +— ] , n € N. Posebna interesantnost ovog niza je $to je potreba za njegovim proucavanjem prois-
n

tekla iz bankarstva. Lako je izracunati (proverite) da su ¢lanovi ovog niza, redom, slede¢i realni brojevi:
e1 =2, e =2,25 e3 =2,37, eq =2,4414, e5 = 2,48832... e1g0 = 2,70481... e19000 = 2, 71825...

Sto je veéi indeks niza e to je odgovarajuéi ¢lan niza blize iracionalnom broju e=2,71828182846... koji
je granica niza. Znaci, vazi da je
1 n
lim <1 + ) = e.
n—oo n

Problem odredivanja granice niza e je postavio poznati Svajcarski matematicar Jakov Bernuli na osnovu
sledeéeg “zelenaskog” zadatka:
Ako kreditor da izvesnu sumu novca na zajam sa kamatom, pod uslovom da se u svakom pojedinom trenutku
proporcionalni deo godi$nje kamate dodaje kapitalu, koliko ¢e mu se dugovati na kraju godine?
Analizirajmo problem na pojednostavljenim parametrima. Neka pozajmljen kapital iznosi 1 dinar i neka

12
je godisnja kamata 100%. Tada bismo uz mesecno ukamadivanje dug na kraju godine bio <1 + E) , dok

365

bismo sa dnevnim ukamacdivanjem dug na kraju godine bio <1 + 365 . Neprekidnim (kontinuiranim)

ukamacivanjem (svakog trenutka se dug uvecéava za kamatu), ukupan dug na kraju godine bismo bio

n—oo

1 n
lim <1—|—> = ¢ dinara.
n

Napomena. Broj e je iracionalan. Drugi, veoma poznat iracionalan broj je m. On je povezan sa merama
(povrsina, obim kruga... ) geometrijskih objekata i otkriven je mnogo ranije od iracionalnog broja e.
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Niz je ogranic¢en odozdo ukoliko postoji realan broj od koga su svi ¢lanovi niza veéi. Sledeéi nizovi su:

a: 1, -2,3, —-4,5, —6, 7...

b: 1,2, 3, 4.

c: —1 -2, -3, —4, —5...

a neogranicen i odozgo i odozdo, b neograni¢en odozgo i ograni¢en odozdo, a niz ¢ neograni¢en odozdo i
ogranic¢en odozgo.

Niz moze imati najviSe jednu granicu niza, dok moze imati vise tacaka nagomilavanja. Kako je tacka
nagomilavanja niza realan broj u ¢ijoj svakoj okolini se nalazi bezbroj ¢lanova tog niza, nizovi a, b i ¢
nemaju tacku nagomilavanja, dok niz d: 1, 0,—1, 1, 0, —1, 1, 0, —1... ima tri tacke nagomilavanja 1, 0 i
—1. Iz ovog primera nam je jasno da niz moze imati bilo koji konacan broj tacaka nagomilavanja. Medutim
granica niza, ukoliko postoji, je jedinstvena. Ukoliko niz ima samo jednu tacku nagomilavanja, ona moze,
ali i ne mora biti njegova granica. Niz p: 1, %, 3, i, 9, %, 27, 1—16 ima jedinstvenu tacku nagomilavanja koja
nije njegova granica.

1.3.2 Matematicka indukcija - jedna metoda dokazivanja

Indukcija lat. inductio, znaé¢i zakljuc¢ivanje iz pojedinacnog o opStem, to je suprotna metoda misljenja
i dokazivanja od dedukcije. Matematickom indukcijom mozemo dokazivati tvrdenja koja su obavezno u
funkciji prirodnih brojeva. Tako je u primeru koji sledi indukcijom po prirodnom broju dokazana formula
za zbir ¢lanova geometrijskog niza. Po realnom parametru se ne moze izvoditi indukcija.

U opstem slu¢aju matematickom indukcijom dokazujemo neko tvrdenje® tipa

Vke N vazi  T(k),
u tri tzv. induktivna koraka:
orak: Pokazujemo da tvrdenje vazi za k=1, tj. da je tacno T'(1).
orak: Pretpostavimo da je tvrdenje T'(k) tacno za neko k, k € N.
orak: Dokazemo da pod pretpostavkom da vazi korak 2. vazii T'(k + 1).

Obja3njenje: Ako smo dokazali da iz ta¢nosti T'(k) za posledicu imamo ta¢nost T'(k+1) za svaki prirodan broj
k, onda ako pokazemo tacnost T'(1) to ima za posledicu T'(2) (za k=1), a zatim tacnost T'(2) za posledicu
ima T'(3), zatim tacnost 7'(3) povlaci tacnost 7'(4)... Na ovaj nac¢in vidimo da tvrdenje vazi za sve prirodne
brojeve.

Primer. Ilustrujmo matematicku indukciju na dokazu sledeceg tvrdenja, koje je formula za zbir prvih k + 1

3T (k) moze biti formula, nejednagina, jednakost...

10
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¢lanova geometrijskog niza (videti odeljak 1.3.1, ove glave):

k . 1— qk+1
T __
=0
i . 1— qk-i-l
Ovde je tvrdenje T'(k) formula > ja-¢' =a- !
-9
1 . 1— q1+1 12 o q2
1. Tvrdenje za k=1, ima s leve strane oblik ), ,a-¢" = a + aq, a sa desne a 1 =a 1
—q —4q
1—¢)(1
a(lq)ﬂ = a(1 + q), sto je jednako. Znaci T'(1) je tacno.
—4q

2. Pretpostavimo da vazi za neko k, k € N, formula T(k).

3. Da vidimo ¢emu je jednako T'(k + 1). Levu stranu mozemo razbiti na dva sabirka a zatim iskoristiti
pretpostavku koraka 2.:

1k ' e
z:a-qlzzza-qZ + ag"™ = a——— + ag"th.
=0 =0 1-q

Dalje, prostim ra¢unom imamo

1 — gk+! 1 — ghtl 4 ghtl — gh+2 1— ght?
a—— + aq =a =a
I—¢q l—¢q l—gq

Spajanjem pocetka i kraja ovog niza jednakosti zaista dobijamo da je tacno tvrdenje T'(k + 1).

Napomena. Prvi korak matematicke indukcije je najcesce trivijalan. U tre¢em koraku je neophodno iskoristiti
pretpostavku drugog koraka.

1.3.3 Celi brojevi

Ukoliko zelimo da imamo “ja¢e” osobine za operaciju sabiranja, odnosno ukoliko hoéemo da imamo
reSenje po nepoznatoj x, za svaku algebarsku jednacinu oblika:
1) z+a=b abeN
(koja u skupu N ima resenje samo za a < b) moramo prosiriti skup prirodnih brojeva na

skup celih brojeva Z = {N'} U {0} U {-N},

gde je —N = {—n,n € N} i —n je resenje

11
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jednacine x +n = 0.

U strukturi (£,+) dodatno vazi da svaki element iz skupa celih brojeva ima svoj suprotan ceo broj za
inverzni u odnosu na operaciju sabiranja: x + (—x) = 0, € Z. ReSenje jednacine 1) u skupu Z se dobija
kao b+ (—a). U skupu celih brojeva se moze definisati apsolutna vrednost broja kao unarna operacija

| = z, x>0,
| -z, <0

Ova unarna operacija prema sabiranju i mnozenju se odnosi po sledeé¢im pravilima:

1. |z 4+ y| < |z|+ |y (nejednakost trougla)
2wyl =lz[lyl
3.z —yl = ] = |yl

1.3.4 Racionalni brojevi

Operacija mnozenja na skupu Z nema novih osobina. Jednac¢inu
2) x-a=b abeZ ia#0
ne mozemo da resimo u okviru skupa celih brojeva, sem u sluc¢ajevima kada je zadovoljeno da alb. Zato
prosirujemo skup celih brojeva na

skup racionalnih brojeva Q = {x |z e Z, ye /\/} :
Y

Resenje jednacine 2) u skupu Q se dobija kao —. Kako sada svaki broj oblika Ty skupa Q \ {0} ima svoj
Y

=1.

SRS S

. . .. .. x
inverzni u odnosu na operaciju mnozenja: — -

U ovako definisanom skupu racionalnih brojeva javlja se potreba (zbog razli¢itih zapisa jednakih brojeva,

npr., % = % = % = ...) da se definiSe kada su dva racionalna broja jednaka:
%zgéa-d:c-b. Sliéno,%ﬁé@a-dgc-b.

Skup prirodnih (celih) brojeva nije imao osobinu da se izmedu bilo koja dva razli¢ita prirodna (cela)
broja nalazi prirodan (ceo) broj. Medutim, ovakvu osobinu ima skup racionalnih brojeva:

Za bilo koja dva mzlzczta racionalna broja postoji mczonalan broj koji je izmedu njih.

a c

Dokaz. Neka su 7 1 E dva racionalna broja pri ¢emu je E < p < a-d < c-b. Tada racionalan broj
a a atc ¢

b i pi jeste izmedu njih 5 b+ i 4 < a Zaista, iz sledeceg niza ekvivalentnih nejednakosti imamo:
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a-d<cb& adt+c-d<cbtcde (atc)-d<c-(b+d) & Zi;<§ Na slican nacin, pokazuje

se i druga zahtevana nejednakost. O

Posledica prethodne teoreme je da se izmedu svaka dva razli¢ita racionalna broja nalazi beskonacno
mnogo racionalnih brojeva.

Decimalni zapis racionalnih brojeva

Svaki racionalan broj moze se poznatim postupkom deljenja brojioca sa imeniocem svesti na tzv. deci-
malni zapis sa konaéno (% = 0.25) ili beskonaéno (& = 0.3333... = 0.3 ili 22 = 1.85714285714... = 1.857142)
mnogo decimalnih mesta koja se pocevsi od neke pozicije periodi¢no ponavljaju. Iznad cifara koje se pon-

avljaju stavljamo tacke da bismo oznacili period ponavljanja.

1.3.5 Realni brojevi

Tako su racionalni brojevi “gusti”, oni ipak nisu dovoljni da izraze ¢ak ni duzine, a kamoli povrsine i
zapremine. Recimo, duzina dijagonale jedini¢nog kvadrata nije racionalan broj, kako sledi iz sledeceg stava.

Stav. Ne postoji racionalan broj x tako da je x> = 2.

a a2
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji racionalan broj 7 tako da je (Z) = 2, pri ¢emu bez
umanjenja opstosti mozemo uzeti da su a i b uzajamno prosti. Tada je a® = b? - 2, §to implicira da je a
paran broj. Neka je a = 2k, k € Z, tada je 4 - k> = 2 - b? sledi da je i b paran broj. Ovo je u suprotnosti sa
pretpostavkom da su a i b uzajamno prosti. O

Na osnovu prethodnog stava, resenja /2 = 1.4142135... i —/2 jednacine z2 = 2 nisu racionalni brojevi,
kao §to racionalni brojevi nisu ni 7 = 3.14...e = 2.718281.... Iracionalni brojevi su i v/5 = 2, 2360679775...,
V3 = 1,73205080757..., \/7, v/11 ... (iracionalnih brojeva ima vise nego racionalnih).

Slika 1. Skupovi brojeva

Zakljuéno, svi brojevi koji u decimalnom zapisu imaju beskona¢no mnogo decimala koje nemaju peri-
odi¢no ponavljanje su iracionalni brojevi. Skup iracionalnih brojeva oznac¢avamo sa Z.
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Skup realnih brojeva, R, je unija disjunktnih skupova racionalnih i iracionalnih brojeva
R=ZUQ.

Inkluzivni odnosi (M C 2 C Q@ C R, Z C R) definisanih skupova su Venovim dijagramom predstavljeni
na slici 1.

1.3.6 Kompleksni brojevi

U skupu realnih brojeva nema resenja algebarska jednac¢ina 2> = —1. Problem prevazilazimo definisan-
iz

jem imaginarne jedinice . Skup kompleksnih brojeva je

C={zlz=2+1iy, z,ycR}

Ako je y = 0 dobijamo skup realnih brojeva.

—4+/16 — 48

Na ovaj nagin, resenja jednaéine 222 + 4z + 6 = 0, su = —1 4 V/2i. Ova reSenja su
konjugovano kompleksni brojevi. Uopste, konjugovano kompleksni brojevi z i z su oblika z = = + iy i
z=x—1y gde su x,y € R.

Postoji vise ekvivalentnih na¢ina zapisivanja kompleksnih brojeva. Dva od njih su:

1. z=x+1y x,y € R, po definiciji skupa C;
(koordinate ovako zapisanog kompleksnog broja su (z,y), sl. 2.a)
2. z=(r,¢), re RTU{0}, ¢€][0,2n)

(Polarne koordinate kompleksnog broja sl. 2.b)

Geometrijske interpretacije kompleksnih brojeva

Im
z
y
Re
X
_y Z
Slika 2. a) Gausova ravan b) Polarni koordinatni sistem

U Gausovom koordinatnom sistemu (sl. 2.a) imamo dve ortogonalne realne ose. Horizontalna osa
nosi vrednost realnog dela = kompleksnog broja z = x + iy, a vertikalna osa je nosa¢ imaginarnog

14
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dela y. Pisemo, Re(z) = x i Im(z) = y. Tako je kompleksan broj z tacka u ravni sa koordinatama
(Re(2), Im(2)) = (z.y)-

Kompleksan broj u polarnom koordinatnom sistemu je tacka u ravni sa koordinatama z = (r, ¢).

Radijus ili moduo r kompleksnog broja je njegovo rastojanje od koordinatnog pocetka, dok je ¢ argu-
ment ili ugao koji radijus zaklapa sa pozitivnim delom z-ose. Konjugovano kompleksni broj kompleksnog
broja z se u opstem sluc¢aju oznacava sa zZ. Konjugovano kompleksni broj kompleksnog broja z = (7, ¢) je
z=(r,—¢) (sl. 2.b).

Moduo kompleksnog broja z = x + iy oznacavamo sa |z| i on je jednak |z| = y/x2 + y2, i predstavlja
rastojanje tacke z od koordinatnog pocetka. Ako zelimo da iz Gausove ravni predemo u polarni koordinatni
sistem za kompleksni broj z = 2 4 iy polarne koordinate su (|z|, ¢), gde je ugao ¢ = arctg . Suprotno, ako
iz polarnog koordinatnog sistema prelazimo u Gausovu ravan, za kompleksni broj z = (7, ¢) koordinate u
Gausovoj ravni su z =r-cos¢ i y=r-sin¢ (uporedite a) i b) na sl. 2).

1.4 Teorijska pitanja

1.1. Niz sa ¢lanovima 3, 3, 3... 3... je geometrijski. il
1.2. Niz sa ¢lanovima 3, 3, 3, ... 3... je aritmeticki. 1
1.3. Niz sa ¢lanovima 3, 6, 9, 15... je rastuéi aritmeticki niz. 1
1.4. Niz 2, —10, 50... 2-(=5)"... je geometrijski. T
1.5. Niz sa ¢lanovima 3, 6, 9... 3-n... je rastudéi aritmeticki niz. T
1.6. Niz sa c¢lanovima —3, —6, —12... je rastuéi geometrijski niz. 1L
1.7. Niz 2, —4,8... .. —(—2)™... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti opada. ul
‘ 1.8. Niz 2,—4,6, —8... nije ni aritmetic¢ki ni geometrijski, niti raste niti opada. ‘ T
‘ 1.9. Niz a: 5, 4, 3, 2, 1... sa opStim ¢lanom a, =5 —n, n € Ny je aritmeticki. ‘ T
‘ 1.10. Niz a : 5, 4, 3, 2, 1... sa opStim ¢lanom a, =5—n, n € N je geometrijski. ‘ 1
‘ 1.11. Niz a : 2, 4, 8, 16... sa opstim ¢lanom a, = 2n, n € N je geometrijski. ‘ 1
‘ 1.12. Niz a: 1, —11, 121... sa opstim ¢lanom (—11)", n € Ny je aritmeticki. ‘ 1
1.13. Niza: 5, 6, 7, 8, 9... sa opStim ¢lanom a, =5+ n, n € Ny je geometrijski. 1
1.14. Niz zadat opStim ¢lanom g(n) = #, n € N je opadajudi. L
1.15. Niz a : %, —1, 4, —8, 16,... sa opstim ¢lanom a, = (—2)", n € Ny je geometrijski. il
‘ 1.16. Niz a: 2, —10, 50... sa opstim ¢lanom 2 - (—5)", n € Nj je geometrijski. ‘ T
‘ 1.17. Niza:1,—1,—3,—5... sa op$tim ¢lanom 3 —2-n, n € N je aritmeticki. ‘ T
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1.18. Niz a: 5, 3, 1, —1,—3, —5... sa opstim ¢lanom 7 — 2 -n, n € N je aritmeticki. 1
1.19. Niz a: 11,1, 13, —25... je aritmeticki, opadajuéi niz sa opstim ¢lanom 23 — 12 -n, n € N. T
‘ 1.20. Niz a: 11,1, —13, —25... je aritmeticki, opadajuéi niz sa opstim ¢lanom 23 — 12 -n, n € Ny. ‘ 1
‘ 1.21. Niz a: 0, —11, —22... je opadajudi aritmeticki sa opstim ¢lanom (—11) - n, n € Np. ‘ T
‘ 1.22. Niz g: 1, —11, 121... je geometrijski sa opstim ¢lanom (—11)", n € Nj. ‘ T
1.23. Niz 2, —4,6,—8,10, —16... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti opada, i neogranicen -
je i odozgo i odozdo.
1.24. Niz —2,4,—6,8... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti opada, i neogranicen je i T
odozgo i odozdo.
1.25. Niz 2, 4, 6, .... je aritmeticki niz ograni¢en odozdo i neograni¢en odozgo, ¢iji je zbir prva cetiri -
clana jednak 2+4-4+6+4-8=20.
1.26. Niz 2, 4, 8... .. je geometrijski niz, ograni¢en odozdo i neograni¢en odozgo, ¢iji je zbir prva cetiri
¢lana jednak 2+4+8+16=30. T
1.27. Zbir prva 4 ¢lana geometrijskog niza 2, —10, 50... je jednak 2 — 10 + 50 = 42. 1
1.28. Zbir prva Cetiri ¢lana aritmetickog niza 1, 3, 5... je jednak 14+3+45+7=16. T
1.29. Zbir prva 4 ¢lana geometrijskog niza 2, —8, 32... je jednak 2 — 8 + 32 — 128 = —102. T
1.30. Zbir prvih 11 ¢lanova geometrijskog niza je 1 — 5 + 25 — 125 4 ... — 51 = 11_((_5;1 1L
: : § . . 1= (=5)"
1.31. Zbir prvih 12 ¢lanova geometrijskog niza je 1 —5+25 — 1254 ... — 5" = B — T
o 11 1—(=5)"
1.32. Vazi 2-104+50—-2504... —2-5 :2‘7. T
1.33. Vazi 3+6+12+24+...43-220=3145725. 1
1.34. Zbir prvih 21 ¢lanova geometrijskog niza g, = 3-2", n € N je 34+6+124244...+3.229=6291453. | T
1.35. Vazi 1234124+1254...+877=377500. T
1.36. Zbir prvih 8 ¢lanova geometrijskog niza 2, —10, 50... je jednak 65104. 1
1.37. Zbir prvih 8 ¢lanova geometrijskog niza 2, —10, 50... je jednak —130208. T
1.38. Vazi 1+3+5+7+...4+333=15280. €
1.39. Zbir prvih 7 ¢lanova geometrijskog niza 2, —10, 50... je jednak —65104. 1L
1.40. Niz f(n) = (_;)n’ n € N ima 2 tacke nagomilavanja. 1
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1)
1.41. Niz f(n) = (=1) , n €N ima jednu tacku nagomilavanja koja se poklapa sa granicom. T
n
‘ 1.42. Niz —1,1,—1, 1... ima dve tacke nagomilavanja. ‘ T
‘ 1.43. Svaki rastudi niz ograni¢en odozgo ima granicu. ‘ T
‘ 1.44. Svaki opadajuéi niz ograni¢en odozgo ima granicu. ‘ il
1
1.45. Niz 0,0.3,0.33,0.333... ima granicu jednaku 3 T
‘ 1.46. U svakoj okolini tacke nagomilavanja niza ima bezbroj ¢lanova niza. ‘ T
1.47. Za svaku okolinu tacke nagomilavanja niza moze da se odredi ¢lan niza tako da svi ¢lanovi niza N
koji ga slede pripadaju toj okolini.
1
1.48. Niz sa opstim ¢lanom e, = (1 + —)" n € N je rastudi i oranicen odozgo sa granicom e. T
n

1.5 Kardinalnost skupova

Kada skup ima konacan broj elemenata, onda nema dileme o ukupnom broju elemenata (kardinalnosti)
takvog skupa. Medutim, kada se posmatraju skupovi sa beskona¢no mnogo elemenata, kao sto su skupovi
N,Z,Q,R,C,Z, prva ideja je da su oni iste kardinalnosti, ali nije tako. U ovom odeljku ¢emo pokazati
da skupovi prirodnih, celih i racionalnih brojeva imaju istu kardinalnost, dok skupovi iracionalnih, realnih
i kompleksnih brojeva imaju medusobno istu, ali striktno veéu kardinalnost nego sto je kardinalnost, npr,
skupa N.

ol e

|
1
2
1 Z [ o]
2101234
a) b)

Slika 3. Skupovi Z i @ su prebrojivi

Na osnovu sledece definicije utvrdujemo kada je neki skup sa beskona¢no mnogo elemenata:
Skup S je beskonacan ukoliko postoji bijekcija izmedu pravog podskupa skupa S i skupa S.
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Tako je skup prirodnih brojeva beskonacan, jer je preslikavanje f(n) =2-n, n € N, bijektivno preslika-
vanje izmedu svih prirodnih brojeva i parnih prirodnih brojeva, koji su pravi podskup prirodnih brojeva.

Skup prirodnih brojeva N se naziva beskonacno prebrojiv skup, ili samo prebrojiv skup, a njegov kardinalni
broj (kardinalnost) se oznacava sa |N| = Rq i ¢ita se alef*-nula.

Skup S je prebrojiv ukoliko postoji bijekcija izmedu skupa S i skupa prirodnih brojeva N .

Skupovi celih i racionalnih brojeva su prebrojivi.
Dokaz. Naslici 3.a je dat Sematski prikaz bijektivnog preslikavanja f; izmedu skupa celih brojeva i skupa
prirodnih brojeva: f1(1) =0, f1(2) =1, f1(3) = —1, f1(4) = 2... .

Skup racionalnih brojeva smo definisali Q = z lz€eZ, ye N } Racionalni brojevi su na sl. 3.b

oznaCeni crnim kruzi¢ima. Bijektivno preslikavanje fo je graficki prikazano na sl. 3.b, krivom linijom koja
pocinje u koordinatnom pocetku i redom prolazi kroz sledeée racionalne brojeve: 0, 1/1, -1/1, 2/1, 1/2,
-1/2,-2/1, 3/1, 2/2, 2/3,-1/3, -2/2, -3/1... . Tim redom se vrsi preslikavanje u skup prirodnih brojeva. [

Skup iracionalnih, a samim tim i skup realnih i kompleksnih brojeva, nisu prebrojivi. Stavise, ni interval
[0,1] nije prebrojiv.

Skup realnih brojeva iz intervala [0,1] nije prebrojiv.

Dokaz ovog tvrdenja moze da se nade u [12].

O O
. \J \/ )
M &_}
0x 1/2 1 x"0 1/2 1

a) b)
Slika 4. Bijektivno preslikavanje: (0,1) — R

Postoji bijektivno preslikavanje izmedu skupa realnih brojeva i skupa realnih brojeva iz otvorenog intervala
(0,1).
Dokaz. Prvo bijektivno preslikamo bilo koju tacku =z € (0,1) u ortogonalnu projekciju na otvorenu
polukruznicu sa centrom u O = (1/2,1/2) i polupreénikom 1/2 (sl. 4.a). Zatim, centralno projektujemo iz
O tacku 2’ sa polukruznice na z” na realnoj pravoj (sl. 4.b).

Kako je kompozicija bijektivnih preslikavanja bijektivno preslikavanje, na ovaj nacin je uspostavljena
obostrano jednozna¢na veza izmedu skupa realnih brojeva iz (0,1) i cele realne ose.

Tako su iste kardinalnosti skup realnih brojeva i njegov pravi podskup interval (0,1). (|

4R je prvo slovo hebrejskog pisma.
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1.6 O matematickoj logici
Matematicka logika je oblast matematike koja analizira predikatski racun i iskazni racun.

Sta proucava iskazni racun?

e QObjekti proucavanja iskaznog racuna matematicke logike su recenice kojima mozZemo utvrditi tacnost
ili netacnost. Takve reCenice nazivamo iskazima. Pri tom nam nije bitno na kom su jeziku napisane
ili izgovorene niti koja je njihova sadrzina. Stoga ih skra¢eno zapisujemo malim slovima latinice:

p,q,7,S...

e Nije vazno na koji na¢in se utvrduje (tu presudnu ulogu obi¢no ima nau¢na metoda, eksperiment,
iskustvo, predanje, verovanje... ) tacnost ili neta¢nost prostih, osnovnih recenica (iskaza).

e Iskazni racun matematicke logike se bavi utvrdivanjem kako ta¢nost (netacnost) sloZenih (sastavnih,
rastavnih, uslovnih... ) reenica zavisi od tacnosti (netacnosti) osnovnih objekata koji ucestvuju u
njoj.

e U matematickoj logici se definiSu pravila logickog zakljucivanja, kao slozene re¢enice koje su uvek tacne,
ne zavisno od tacnosti njenih osnovnih objekata.

Da li uvek mozemo utvrditi tacnost ili netaénost neke recéenice?
Ne mozemo. Recimo, $ta biste mogli da kazete o ta¢nosti slede¢ih recenica:

Moja mama je najlepSa i najpametnija.
Da li éete poloZiti ispit iz matematike u junskom roku?
Svemir je ogranicen.

Jedino prvu recenicu bismo mogli “matematicki ustroziti” i utvrditi njenu istinitosnu vrednost (taénost
ili netacnost). Ukoliko bismo je posmatrali nad odgovarajué¢im skupom dece od 3-5 godina ona bismo bila
tacna, dok bismo njena tacnost ili neta¢nost varirala nad ostatkom populacije.

Druga recenica je upitna, ne iznosi nikakvu ¢injenicu o ¢ijoj tacnosti bismo trebalo suditi. Tek bismo se
odgovoru na postavljeno pitanje mogla dodeliti istinitosna vrednost.

Utvrdivanja istinitosne vrednosti tre¢e recenice je slicno kao kod prve reCenice. Dakle, postoji grupa
koja smatra da je svemir ogranic¢en i postoji grupa koja smatra da je svemir neograni¢en. Medutim, ostatak
(¢ini nam se poprilican) ljudske populacije ne moze da utvrdi istinitosnu vrednost treée recenice jer je
neopredeljen.

Sta su iskazi? Iskazisu samo one recenice ¢ija se istinitosna vrednost jednoznacéno moze utvrditi. Tako,
primeri koje smo razmatrali nisu iskazi. Dok recenice:
Sutra Ce ili biti vedro ili oblacéno.
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U skupu prirodnih brojeva je jedan plus jedan jednako dva.

Uskupu N je 1+1=2.
jesu iskazi i to tacni. Primetimo da su poslednje dve recenice isti iskazi posredovani reCenicama na razli¢itim
jezicima. Kako nas u matematickoj logici interesuje samo istinitosna vrednost iskaza, dok nas ne interesuje
na kom jeziku je iskaz posredovan, niti koja je njegova sadrZina, namecée se potreba da iskaze i njihove
istinitosne vrednosti Sto jednostavnije i krace zapisujemo.

Koje simbole koristimo za iskaze i za istinitosnu vrednost iskaza?

Iskaze ¢emo oznacavati malim slovima latinice, na primer sa: 4,p,q,r.... Istinitosna vrednost w(7)
iskaza ¢ pripada skupu V = {T,L}. Simbol T (Cita se “te” ili “tatno”) oznacava tacnost, dok simbol
L (cita se “ne te” ili “netacno”) oznacava netacnost iskaza.

1.6.1 Konjunkcija, disjunkcija i negacija

Malo slozenije recenice mogu se praviti povezivanjem iskaza operacijama konjunkcije m, disjunkcije w,
i primenom negacije na pojedine iskaze. Recimo, za date iskaze p,q,r,s:

p : Banka radi od 9.

q : Banka radi od 8.

r : Na referendum je izaslo vise od 50% glasackog tela.

s : Na referendumu je izglasana podrska stranim savetodavcima.

slozenije recenice su: -

p V q : Banka radi od 9 M od 8.

= r A —s: Na referendum izaslo vise od 50% glasackog tela M na referendumu izglasana

podrska stranim savetodavcima.

Koje matematicke simbole koristimo za negaciju, konjunkciju i disjunkciju?
To su redom sledeéi simboli: —, A i V.

Kako se odreduju istinitosne vrednosti za negaciju, konjunkciju i disjunkciju iskaza?

U tabeli 1.6.1 su redom date istinitosne vrednosti za negaciju, konjunkciju i disjunkciju u zavisnosti od
istinitosne vrednosti iskaza na koje su ove operacije primenjene.

Ekskluzivna® disjunkcija: p V ¢

Ekskluzivna disjunkcija je ta¢na ukoliko su iskazi koji ucestvuju u ekskluzivnoj disjunkciji razli¢ite is-
tinitosne vrednosti. Recenica: ” Ako izadem na ispit ili ¢u poloziti ili ¢u pasti”, je tipi¢an primer ekskluzivne
disjunkcije. Samo jedan od iskaza p: polozi¢u ispit i ¢q: paScu ispit, moze biti tac¢an, a njegova tacnost
zahteva netacnost drugog iskaza (odnosno iskljucuje moguénost tacnosti drugog iskaza).

5lat. exlusivus znaéi iskljuéiv, nedopustajuéi.
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v(p) | v(g) [ v A q) v(p) | v(g) | vip V q)
v(i) | v(—9) 1 1 1 1 1 1
T T | T 1 1| T T
T | L T | L 1 T | L T

T | T T T | T T

Tabela 1. Istinitosne vrednosti negacije, konjunkcije i disjunkcije

1.6.2 Implikacija i ekvivalencija

U govornom i knjizevnom jeziku implikacijama odgovaraju uslovne recenice, kao na primer:
budes jeo svezu sargarepu | onda| ce$ imati dobar vid.

Kako se matematicki zapisuju implikacija i ekvivalencija? Neka su redom data dva iskaza p i
q. Tada se njihova implikacija zapisuje:
pP=4q,

Sto se ¢ita na neki od slede¢ih nacina:

1. p |implicira| ¢ 4. p je‘potreban uslov‘za q

2. P q 5. ¢q je‘dovoljan uslov‘za P

3. ‘ako‘ D ‘onda‘ q

Konjunkcija, disjunkcija i ekvivalencija su komutativne binarne operacije nad iskazima, dok implikacija
nije komutativna. Tako iskaz p u formuli za implikaciju nazivamo pretpostavkom, a iskaz q posledi-
com. Jasno je da je ispravan (tacan) nacin zakljucivanja da iz tacne pretpostavke sledi tac¢na posledica
(videti poslednji red u tabeli istinitosne vrednosti za implikaciju). Medutim, nije o¢igledno da iz netacne
pretpostavke mozemo dobiti, na ispravan nacin, neta¢nu ili taénu posledicu (videti prva dva reda u tabeli
istinitosne vrednosti za implikaciju). Ilustraciju [12] za valjanost ovakvog nacina zakljuc¢ivanja imamo u
tacnom stavu: prazan skup je podskup svakog skupa . Ako skupove razmatramo nad skupom racionalnih
brojeva Q sledidaje (Vz € Q) iza (VS C Q) zadovoljena implikacija z € ) = x € S. Prviiskaz z € ()
ove implikacije je uvek netacan dok iskaz x € S moze da bude ili ta¢an ili neta¢an, medutim implikacija
ova dva iskaza je uvek tacna.

Ekvivalencija iskaza p i ¢ se zapisuje sa:

p < q

Sto se najcesce Cita sa:
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1. p je|ekvivalentno |sa g¢; 2. p ‘akoisamo ako ‘ qQ;

3. p je|potreban i dovoljan uslov ‘za q.

Sta je ekvivalencija?

Ekvivalencija dva iskaza predstavlja konjunkciju dve implikacije. Recimo, sledeca recenica

U dobrog domacina dobra i stoka.
daje ekvivalenciju dva iskaza (dve relacije): “ biti dobar domaéin” i “posedovati dobru stoku”:

je domacin dobar on poseduje dobru stoku je stoka dobra je uzgaja dobar
domadin.

Dakle, ekvivalencija predstavlja kraéi zapis konjunkcije dve implikacije sa istim iskazima koji su zamenili
mesta, tj.:

p < q je ekvivalentno sa (p = ¢q) A (¢ = p).

Medutim, znacaj ekvivalencije je bitno veéi od toga da je ona kraéi zapis konjunkcije dve implikacije. U
matematici, kao i u zivotu, je veoma vazno da neke objekte (zemljiste, sorte, ljude... ) svrstamo u neke klase
po nekim zna¢ajnim svojstvima ( pH vrednost, rano sazrevanje, biti vozac... ) i da zatim sve pripadnike iste
klase tretiramo na isti nacin.

Dakle, kada kazemo da su dva objekta ekvivalentna ne podrazumevamo da su oni isti nego da imaju
jednako neko nama vazno svojstvo. Kako je u logici svojstvo objekata koje razmatramo njihova istinitosna
vrednost, to je ekvivalencija dva iskaza tacna jedino ako su oba iskaza jednake tacnosti (tabela 2).

U matematici svojstva nazivamo relacijama a odgovarajuée objekte nad kojima razmatramo neku relaciju
grupiSemo u skup. Tako bismo na osnovu prethodnog primera skup svih stocara mogli podeliti na dve klase
u odnosu na relaciju “biti dobar domacéin”. Relacija ekvivalencije je jedna od najéeSée razmatranih relacija
u matematici.

Odredivanje istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju
U tabeli 2 su date istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju u zavisnosti od istinitosne vrednosti
iskaza na koje su ove binarne operacije primenjene.

Lo(p) [v(g) [vlp = 9| o) |v(g) vl & g
I T I T
LT T LT L
T L L T L L

T T T T T T

Tabela 2. Istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju
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Tabelama 1 i 2 su redom definisane negacija, konjunkcija, disjunkcija implikacija i ekvivalencija. Anali-
zom tabela njihovih istinitosnih vrednosti moze se dati i sledeca definicija:

Negacija iskaza je tacna ako® je iskaz netacan.

Konjunkcija dva iskaza je taéna ako su oba iskaza tacéna.

Disjunkcija dva iskaza je netacna jedino ako su oba iskaza netacna.
Implikacija dva iskaza je netacna ako je prvi iskaz tacan, a drugi netacan.

Ekvivalencija dva iskaza je taéna ako oba iskaza imaju jednake istinitosne vrednosti.

1.6.3 Kvantifikatori, iskazne formule i tautologije

Od iskaza uz pomo¢ operacija sa iskazima gradimo slozenije recenice, iskazne formule. Posebno su
znacajne one iskazne formule koje su uvek tacne nezavisno od ta¢nosti iskaza koji u njima ucestvuju. Takve
iskazne formule predstavljaju ispravan, logi¢an, na¢in zaklju¢ivanja, i nazivaju se tautologije.

Iskazne formule su:

1. iskazi  (predstavijeni iskaznim slovima: a,b,c,d,e...);

2. ma, (aVb), (aNb), (a=1b) i (a<b),
gde su a 1 b iskazne formule;

3. konacénom primenom pravila 1. i 2. dobijaju se iskazne formule.

Tako su iskazne formule: =—(a = —b), (((maVb) < =(cAb)) Va), (a & ——a), p= p... dok izrazi
< a (& je binarna, a ne unarna operacija), a Vb A c (nije definisano koja operacija od Vi A se prvo
primenjuje), a—b, nisu iskazne formule.

Oznacimo sa F skup svih iskaznih formula. Istinitosne vrednosti iskaznih formula se odreduju polazeci
od istinitosnih vrednosti svih iskaznih slova koja uéestvuju u formuli i iterativno primenjujuéi pravila za
utvrdivanje istinitosnih vrednosti osnovnih iskaznih formula: negacije, konjunkcije, disjunkcije, implikacije i
ekvivalencije. Na primer, istinitosna vrednost formule F'(p,q,r) : (pA—r) = (¢Vr)jezav(p) = L, v(q) = L,
v(r) =T je

V(F(L,L,T)=(LA-T)=(LVT)=LAL)=T=1L=T=T

Dakle, istinitosna vrednost, v je preslikavanje skupa svih iskaznih formula F na skup {L, T}.

5Mada u definicijama koristimo re¢ “ako” podrazumevamo ekvivalenciju (“ako i samo ako”) definisanog pojma sa zahtevanim
uslovom iz definicije, a ne implikaciju. I u daljem tekstu, isklju¢ivo u definicijama, termin “ako” znaé¢i “ako i samo ako”,
“ekvivalentno”....
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formula zakon

1. (an(aVbd)<a
(@aV(aAD) < a zakoni apsorbcije

2. (aN(a=1Db)=D modus ponens

3. (bAa)& (and) komutativnost A
(bVa)< (aVb) komutativnost V

4. ((anb)Aec)e (an(bNe)) asocijativnost A
((avb)Ve)<e (aV(bVe)) asocijativnost V

5. =(aAb) & (maV —b) De Morganov zakon
—(a Vb) < (—a A —b) De Morganov zakon

6. "masa zakon dvostruke negacije

7. (aV(bAc)) < ((aVvb)A(aVe)) | distributivnost V prema A
(an(bVc)) < ((and)V(aAnc)) |distributivnost A prema V

8 (wp=@W@N—q)=0p svodenje na protivureénost
9. pVvV-p zakon iskljucenja treceg
10. =(p A —p) zakon neprotivureénosti
11. p=p zakon identi¢nosti

12. (p=q9)AN(g=r))= (p=r) | pravilo silogizma

13. (p=4q) < (—q= —p) zakon kontrapozicije

14. (a=b) < (—aVb) = izrazena preko — 1V
15. (a<b)< ((a=b)A(b=a)) | < izrazena preko =i A

Tabela 3. Neke poznate tautologije

Tautologije predstavljaju ispravne nacine logickog zakljucivanja.

Tautologije su iskazne formule ¢ija je istinitosna vrednost uvek tacna.

U tabeli 3 su navedene neke poznatije tautologije Tako, tautologije kod kojih je “glavna” operacija
implikacija, kao kod pravila silogizma ili pravila modus ponens (videti tabelu 3) govore o tome koje posledice
vaze pod datim pretpostavkama. Ukoliko je ekvivalencija glavna operacija u tautologiji, na ravnopravan
nacin mozemo koristiti ili levu ili desnu podformulu razmatrane tautologije.

Poslednje dve tautologije (zakoni 14 i 15), navedene u tabeli 3, nam omoguéuju da bilo koju formulu
iskaznog ra¢una zapisujemo samo preko konjunkcije, disjunkcije i negacije. Formula 14. nam kao tautologija
omogucava da eliminiSemo implikaciju, dok tautologija 15. eliminiSe ekvivalenciju. Tako, primenjujudi
zakone date u tablicama, formulu (a = b) < ¢, mozemo ekvivalentno zapisati pomocu operacija —, A, V.
Preciznije, imamo sledeéi niz ekvivalentnih formula:
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(a=0b)&c & (po zakonu 15.)
((a=0b)=c)A(c= (a=0D)) < (po zakonu 14.)
(=(maVb)Ve)A(—meV (maVb)) < (po zakonu 5.)
((m=a AN =b)Ve)A(—eV (ma Vb)) < (po zakonima 6. i4.)
((aN=b)Ve)A(—eV-aVbd) < (po zakonima 7. i 3.)
(aVe)AN(=bVe)A(—aVbV -c)

Kvantifikatori su oznake koje koristimo u skraéenom zapisu nekih formula. Odnose se na koli¢inu
elemenata. Simbol V (¢ita se “za sve”, “svaki”, “svi”... ) zovemo univerzalni kvantifikator i nastao je od
prevrnutog (po obe ose) poéetnog slova engleske reci All (svi). Fgzistencijalni kvantifikator, 3, koji ¢itamo

“postoji”, “postoji bar jedan”, “za neki”, je nastao je od prevrnutog (po y-osi) pocetnog slova engleske reci
Exist (postoji). Kvantifikator 3 dozvoljava da postoji vise od jednog elementa sa nekom osobinom. Medutim,
ako zelimo da naglasimo da postoji tacno jedan elemenat koji ima neko svojstvo, koristimo egzistencijalni
kvantifikator, 3,7 koji ¢itamo “postoji taéno jedan”.

Primer. Recenice (Vz)(z > 0) i (3y)(y + 2 < 1) su takve da je prva tacna na skupu prirodnih, a neta¢na na
skupu celih brojeva, dok je druga ta¢na na skupu celih, a neta¢na na skupu prirodnih brojeva. Medutim,
postoje recenice koje su uvek tacne, nezavisno od skupa na kome se razmatraju. Takve opste vazete recenice
nazivamo valjane formule.

Sledeée rec¢enice su neki primeri valjanih formula:
Ako za svako z vazi p(x) onda postoji y tako da vazi p(y):
(Vz)p(z) = (3y)p(y) -
Nije ta¢no da je za svako x zadovoljena formula p(x) je ekvivalentno da postoji 2 da ne vazi p(x):
~(Va)p(z) < (3z)-p(x).

Pokusajte da tacno procitate i re¢ima zapiSete sledeée valjane formule:
(Vz)(p(z) A g(z)) < ((Vo)p(z) A (Vo)g(z));
~(3z)p(x)) & (Vo)=p(z).

U literaturi se koristi i oznaka 3!.
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1.6.4 Zadaci

1.49. Smislite tri reCenice, tako da kod jedne uvek mozZemo utvrditi istinitosnu vrednost da kod druge ne
moZemo utvrditi istinitosnu vrednost a da kod treée nekad moZemo a nekad ne moZemo utvrditi istinitosnu
vrednost.

1.50. Dati su izrazi: —(aV =b), ((maVb) <), (cAb)Aa, a< ——a, =p i aV Ab. Obrazloziti koji
od navedenih izraza nisu iskazne formule a za one izraze koji jesu iskazne formule utvrdite na koji nacin su
dobijene posredstvom pravila 1, 2. i 3.

1.51. Proverite da li je iskazna formula (a A (a V b)) < a tautologija.

1.52. Nadite skup A (neki skup skupova u ovom slu¢aju) na kome recenica (FY € A)(VX € A)(Y C
X)=Y =0, nije tacna.
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Glava 2.

2 Osnovni elementi prebrajanja

Deo kombinatorike opisan u slede¢em odeljku predstavlja samo polazne elemente za prebrajanje nekih
kombinatornih struktura.

2.1 Neki kombinatorni principi

Prilikom resavanja zadataka prebrojavanja vrlo ¢esto se koriste sledeca cetiri principa.
Neka su A i B skupovi bez zajednickih elemenata (disjunktni skupovi), gde su njihove kardinalnosti
redom jednake |A| = m i |B| = n. Tada vaze prva dva elementarna principa.

Princip 1: Broj nacina da se izabere jedan element iz skupa A ili iz skupa B je .
Princip 2: Broj nacina da se izabere jedan element iz skupa A i jedan element iz skupa B je[m -n|.

Princip 3: (Dirihleov princip) Ako se n + 1 elemenat smesta u n kutija tada postoji kutija sa bar dva
elementa.

Princip 4: (ukljucenje-iskljucenje) Dat je konacan skup S. Na skupu S se razmatra S;, i = 1...n, osobina.
Poznato je da: N(S;), i = 1..n, elemenata skupa S ima osobinu S;, N(S;,S;), i < j, i,j = 1..n, elemenata
skupa S ima osobine S; i Sj... N(S1,S52...5,) elemenata skupa S ima sve razmatrane osobine. Tada je broj
elemenata iz S koji imaju bar jednu od osobina S;, u oznaci N = N(Sy; So;...5y), jednak:

N=> N(S)— > N(SiS)+..(~1)" N (S, 55...5n).
=1 s
1,7 =1
i<j

Dokaz: Neka skupovi A; C S oznacavaju redom one podskupove skupa S ¢iji elementi imaju osobinu S;.
Tada je jasno da: N(S;) = |A], i = 1..n, N(S;,8;) = |[AiNAj], i < j, i,j = Ll.n.. .. N(S1,52..5,) =
|A1 N As N ....N A,|. Sa druge strane je broj elemenata iz S koji imaju bar jednu od osobina S; jednak
kardinalnosti unije |A; U As U ... U A,|. To znaci da se Cetvrti kombinatorni princip svodi na skupovni
identitet:

n n

[AUA U UA =D A= D AN A+ (1) A N AN n Ayl
= ij=1
i<j
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Da bismo ga dokazali primeni¢emo metodu matematicke indukcije. Za n = 1 i n = 2 dobijamo redom
formule

[Av| = |Aq], [ A1 U Ag| = [Ay]| + [Ag| — [A1 N Ay,
koje su ocigledno tacne. Pretpostavimo da je formula tacna za neku vrednost n i dokazimo da je tacna za
vrednost n 4+ 1. Najpre se na osnovu prethodnih identiteta dobija

’Al U..UAd,u An+1’ = |(A1 U...u An) U An+1| =
|Aj U UA, |+ [Apt1] — [(AL UL UA,) N Aptal.
Poslednji sabirak iz prethodne jednakosti moze se na osnovu induktivne pretpostavke prikazati u obliku:

(A1 U e UAR) N At = [(A1 N Apit) U U (A N Apir)| =

n n
SN Anial = >0 JANA N A+ (=1 AT N Ay 00 A,
= i,j=1
1< ]
Zato posle dva puta iskoriStene indukcijske pretpostavke imamo:

n

[ALU.UA U A =D A= ) [Ain A+

i=1

i,j=1
i< j
n n
..... ()" HAINA NN Ap [+ An 1| =Y JANApal+ Y [ANANAp = (1) A1 N N Ay | =
=1 i,j=1
i<y
n+1 n+1
A= ) AN A+
=1 i,j=1
1 <j
n+1
S JAINA A — o+ (=D)AL NN Al
i k=1
1<j<k
Ovim je induktivni dokaz zavrsen. Il
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2.1.1 Permutacije, varijacije i kombinacije

Jedan od glavnih problema u kombinatorici je odredivanje broja raznih kombinatornih objekata.
Princip 2 éemo primeniti vise puta u daljem tekstu. Neka je dat n-toclani skup A,, = {a;...a,}.

Varijacija klase k (bez ponavljanja) skupa A, je svaka uredena k-torka razli¢itih elemenata skupa A,.
Ukupan broj V¥ varijacija k-te klase skupa od n elemenata izracunavamo po formuli:

VE=n.-(n—-1)-..-(n—k+1) (1)

Permutacija (bez ponavljanja) nepraznog skupa A, sa n elemenata je svaka uredena n-torka razlicitih

elemenata skupa A,,.
Ukupan broj P, permutacija skupa od n elemenata izra¢unavamo po formuli:

P,=V=n-(n—-1)-..-2-1 = nl (2)

Primer: Skup od tri elementa {a,b, ¢} ima Sest permutacija:
1. abec 2. acb 3. bac 4. bca 5 cab 6. cba.

Posto permutacija ima veéi broj potrebno je uvesti neki sistem za njihovo ispisivanje da bismo bili sigurni
da smo ih sve pronasli. Na primer, u tzv. leksikografskoj metodi redanja permutacija - permutacije se slazu
kao re¢i u re¢niku, ako su elementi skupa brojevi onda leksikografski redosled podrazumeva uredenost po
veli¢ini.

Permutacija p skupa S, = {1,2...n} je svako bijektivno preslikavanje
p : {1,2..n} — {1,2..n}. Skup svih permutacija p skupa od n elemenata oznacavamo sa P,. Ako je
permutacija p € P, jednaka ciklusu (ey,es...ex) duZine k to znaci da je p(e;) = ejp1 zai = 1,2..k — 1,
plex) = e1 i za sve e € (Sy \ {e1,ea...ex}) je ple) = e. Ciklus (e1,e2) (= (e2,e1)) duzine 2 se naziva
transpozicija ili inverzija.

. . . 12345 1\ . 12345
Primer. Neka su p i ¢ permutacije skupa {1,2,3,4,5}: p = < 34512 > iq= < 91345
pomocu ciklusa p = (13524) i ¢ = (12). Ciklus p = (13524) oznacava da je slika svakog broja u nizu 1,3,5,2.4
njegov sledbenik, pri ¢emu je slika poslednjeg elementa u nizu prvi element. Tako je: p(1) = 3, p(3) = 5,
p(5) =2, p(2) =4 i p(4) = 1. Elementi koji se ne pojavljuju u ciklusu se preslikavaju sami u sebe. Tako
kod ciklusa ¢ = (12) imamo: ¢(1) =2, ¢(2) =1, ¢(3) =3, q(4) =4 i ¢(5) =5.

Kompozicija permutacija p i ¢ je permutacija na istom skupu pog = (13524)0(12) = #(14)(235). Identi¢no
preslikavanje ¢d na istom skupu je neutralni elemenat za kompoziciju permutacija. Inverzne pemutacije za
pigsup ! =(14253),¢ ! = (12). Opstije vazi:

Stav. Ako je permutacija p € P, ciklus p = (e1, ea...ex) tada je inverzna permutacija p~! = (ex, ex_1...e1).

> , Sto krace zapisujemo

8Prvo primenjujemo permutaciju g pa zatim permutaciju p.
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Dokaz. Akoe € S, \ {e1,e2...e;} onda je p~top(e) =p'(pe)) = p~'(e) = e. Nekae € {er,ea...c1}.
Tada za e = e, imamo p'op(er) = pt(pler)) = pt(er) = er. Zae = ¢, i = 1,2..k —1, je
ptop(e) = pp(e;)) = p~(eir1) = €. Tako je p~to (e, €ex—1..-€1) o (€1, ea...) = id. Na slican
nacin se dokazuje da je pop~! = id. O

Jasno je da vaze sledeéi stavovi:
1. Proizvod dve permutacije na istom skupu je permutacija tog skupa.
2. id je neutralni elemenat za kompoziciju permutacija.
3. Svaka permutacija ima inverznu permutaciju nad istim skupom.
4. Asocijativnost kompozicije permutacija je zadovoljena.
(asocijativnost vazi opstije za kompoziciju preslikavanja)

Stav. Svaki ciklus duZine k se moZe predstaviti kao kompozicija k — 1 transpozicije na sledeéi nacin:

(e1,€2...e) = (e1ex) o (e1ex—1) o ... o (eres) o (erez).

Parnost permutacije p je broj Inv(p) koji je ukupan broj transpozicija (inverzija) u zapisu permutacije p
preko proizvoda transpozicija (Stav 3). Za permutaciju p kazemo da je parna (neparna) ako je broj Inv(p)
paran (neparan).

Permutacija p = (13524) je parna (Inv(p)=4), a ¢ = (12) je neparna (Inv(q)=1). Uopste, ciklusi parne
duzine su neparne permutacije, a ciklusi neparne duzine su parne permutacije na osnovu prethodnog stava.

Kombinacija k-te klase (bez ponavljanja) skupa A, je svaki njegov podskup koji sadrzi k elemenata.
Ukupan broj C]j kombinacija skupa od n elemenata k-te klase izracunavamo na sledeé¢i nacin:

Primer. Ako je, na primer A; = {1,2,3,4,5}, tada su sve kombinacije treée klase nad ovim skupom jednake
svim tro¢lanim podskupovima skupa As:

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {3,4,5}.

Varijacija klase k sa ponavljanjem skupa A, je svaka uredena k-torka elemenata skupa A,.
Broj varijacija sa ponavljanjem klase k skupa od n elemenata oznacavaéemo sa V,k. On je jednak:
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Definicijom jednakosti dva skupa onemoguéeno je da razlikujemo, npr. sledeée skupove: {a,b} i
{a,a,b,b,b}. Zmaci, ako pri navodenju elemenata skupa neke od njih ponovimo, efekat je isti kao da smo
svaki od njih naveli po jedanput. Medutim, u matematici se javlja potreba da se posmatraju kolekcije
objekata medu kojima ima jednakih. Takvu kolekciju nazivamo familija i umesto viticastih zagrada (jer
nije u pitanju skup) koristimo uglaste zagrade, npr. [a,a,b,b,b]?, pri ¢emu nije bitan raspored elemenata
ve¢ samo broj pojavljivanja pojedinih elemenata.

Kombinacije sa ponavljanjem klase k skupa A,, su sve k-toclane familije elemenata iz skupa A,,.
Ukupan broj kombinacija sa ponavljanjem k-te klase od n elemenata oznacavamo sa CF, i on je jednak

C_ﬁz<n+llj_1)' (5)

Ispostavlja se da je broj kombinacija sa ponavljanjem C_T’j jednak broju kombinacija bez ponavljanja k-te
klase na skupu od n + k — 1 elementa

— n+k—1
CE=Chaa=(""371 ) 0

Primer. Neka je skup A4 = {1,2,3,4}. Tada su sve troclane familije nad éetvoroelementnim skupom Ay
jednake
1,1,1), [1,1,2], [1,1,3], [1,1,4], [1,2,3], [1,2,4], [1,3,4], [1,2,2], [1,3,3], [1,4,4],

2,2,2], 2,2,3], [2,2,4], [2,3,4], [2,3,3], [2,4,4], [3,3.3], [3,3,4], [3,4,4], [4,4,4].

To su takode i sve kombinacije sa ponavljanjem trece klase na skupu od 4 elementa. Ukupno ih ima
03— ( 443-1 > 6! _6~5-4_20

3 3! 3l 3.2
Posmatrajmo sada familiju elemenata ¢ = [a1, a;...as,a2, .., G, Qn,...], pri cemu se u familiji ¢ element
a; pojavljuje k; puta, 7 = 1,2...m. To znaci da se element a1, u familiji pojavljuje ki1 puta, element as,
pojavljuje ks puta, itd. Neka je ukupan broj elemenata u familiji ¢ jednak n = ki + ko + ... 4+ k.

Permutacije sa ponavljanjem na familiji ¢ sa n elemenata, od kojih su m razli¢itih i redom se
ponavljaju ki, ko... ky, puta, je svaka uredena n-torka elemenata iz familije.

Ukupan broj permutacija sa ponavljanjem k-te klase na familiji sa n elemenata, od kojih su m razli¢itih
i redom se ponavljaju k1, ks... k,, puta je

|
k1,k2...km n.
P, = .
" kil kol k!

9Familiju mozemo definisati (videti, npr. [2]) i kao preslikavanje ¢ elemenata nekog skupa X u skup nenegativnih celih
brojeva. Pri ovakvoj definiciji familije ¢(x) se interpretira kao broj pojavljivanja elementa x iz skupa X u familiji.
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Primer. Neka familija ¢ ima tri elementa a i dva elementa b. Sve permutacije sa ponavljanjem pete klase
nad ovom familijom su:

aaabb, aabab, aabba, abaab, ababa, abbaa, baaab, baaba, babaa, bbaaa.

5!

T

Ukupno ih ima EB’Q =

2.1.2 Binomni obrazac i Paskalov trougao

Binomni koeficijent n nad k je

n n!
= — <
<k> CEYIh kE<n, k,n €Ny,

gde je n! (Citamo n faktorijel) skradeni zapis proizvoda

‘nl=n-(n—1):(n—2) .. 21 |Po definiciji je 0! = 1.
U skladu sa poznatim obrascima za kvadrat i kub binoma:

2
(a+b)2:a2+2-a-b—|—b2:z< i)-ak-b2_k i
k=0

3
3
3_ .3 2 2 13 _ kE 13—k
(a+b°=a>4+3-a*-b+3-a-b>+b —kz_o< i ) ca” b
vazi i opstiji obrazac za n-ti stepen binoma, tzv. binomni obrazac, koji se dokazuje indukcijom, koristec¢i
jednakost () datu u daljem tekstu (proverite!).
Binomni obrazac je jednakost oblika:

gdesua,beCineN.
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Paskalov trougao je piramida svih binomnih koeficijenata (sl. 5.b), tako da na vrhu piramide stoji

koeficijent 8 >, ispod vrha, u drugom redu su koeficijenti ( (1) > i < 1 >, zatim u tre¢em redu su ( g ),
( ? ) i ( 3 ), itd. U opStem slucaju u n+ 1 vrsti su binomni koeficijenti < g ), < 711 > < Z > Svaka

n
n
broj n. Za generisanje Paskalove piramide od vrha nanize najvaznije olakSanje je da svaki novi koeficijent
racunamo vrlo jednostavno kao zbir dva veé poznata koeficijenta iz prethodne vrste, jer je

O (Z>=<2:1>+<”;1> n>1, k=1l.n—1

Tako smo na slici 5.a) binomni koeficijent 15 iz 7 reda, koji je 15 = < g > , dobili kao zbir 5+10 binomnih

vrsta Paskalove piramide pocinje i zavrSava se jedinicom jer je ( g ) = ) = 1, za svaki prirodan

koeficijenata iz prethodnog reda, koji su zapravo < ‘;’ > i < 2 >
1 (o)
H (6) (1)
(5) () (3)
(6) (1) (3) (3)
(o) (1) (2) (5) ()
voows - (5) (1) (3) (5) (5) (3)
rosmen (5) (V) () (5) (5) (5) (¢)

Slika 5. Paskalov trougao binomnih koeficijenata — dva prikaza
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2.2 Teorijska pitanja

2.1. Ima 9 razli¢itih nacina da 3 jednaka letka ubacimo u 2 postanska sanduceta.

2.2. Na 6 razli¢itih nac¢ina mozemo tri razli¢ite Cestitke staviti po jednu, u tri razli¢ito adresirane
koverte.

2.3. Ima 9 razli¢itih nacina da 2 jednaka letka ubacimo u 3 postanska sanduceta.

2.4. Na 9 razli¢itih na¢ina mozemo tri razlic¢ita Sesira okaciti, na 2 ¢iviluka.(redosled Sesira na jednom
¢iviluku nije bitan i svi SeSiri moraju da se okace)

2.5. Tri razlicite bunde na 8 razli¢itih nac¢ina mozemo okaciti na 2 razli¢ite vesalice. (redosled bundi
na jednoj vesalici nije bitan i sve bunde moraju da se okace)

2.6. Na 4 razli¢ita nacina mozemo 3 jednake ogrlice smestiti u 2 razli¢ite kutije.

2.7. 3 razlicite povisice mozemo na 27 razli¢itih nacina dodeliti trojici ”zasluznih” radnika. (jedan
radnik moze dobiti vise povisica)

2.8. 3 razlicite povisice mozemo na 27 razli¢itih nacina dodeliti trojici ”zasluznih” radnika. (jedan
radnik dobija jednu povisicu)

2.9. U 2 jednake bele i 2 jednake zelene saksije mozemo 2 roze i 2 plave petonije da zasadimo na 4
razli¢ita nacina, a na 2 nacina da poredamo u niz na balkon ve¢ zasadene saksije.

2.10. Ima 9 razlicitih nacina da 3 razli¢itih SeSira ostavimo na 2 police.

2.11. U 2 jednake bele i 2 jednake zelene saksije mozemo 1 crvenu i 3 plave petonije da zasadimo na
2 razli¢ita nac¢ina, a na 8 nacina da poredamo u niz na balkon veé zasadene saksije.

2.12. Broj razlicitih nacina da 3 jednake kosulje oka¢imo na 2 razli¢ita ofingera je jednak 4.

2.13. Jednu kravu i 3 teleta, koja ne razlikujemo, u Stalu sa 4 mesta, mozemo da rasporedimo na 4
razli¢ita nacina.

2.14. Broj razlicitih nacina da dve krave i tri teleta smestimo u Stalu, sa 5 mesta, pri ¢emu ne pravimo
razliku medu mladuncima, niti medu kravama, je 8.

2.15. Broj razli¢itih nac¢ina da dve krave i tri teleta smestimo u Stalu, sa 5 mesta, pri ¢emu ne pravimo
razliku medu mladuncima, niti medu kravama, je 10.

2.16. Broj razlic¢itih nacina da dve krave i dva teleta smestimo u §talu, sa 5 mesta, pri ¢emu ne pravimo
razliku medu mladuncima, niti medu kravama, je 12.

2.17. Broj razlicitih nacina da 2 jednake kosulje oka¢imo na 3 razli¢ita ofingera je jednak 4.

2.18. Broj razli¢itih na¢ina da po jednu od 3 razlic¢ite kosulje oka¢imo na 3 razli¢ita ofingera je jednak
4.

2.19. Broj razlicitih nacina da na obe ruke, stavimo po jednu, od 3 razli¢ite narukvice, je jednak 6.

- o A

_|

_|
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2.20. Broj razlicitih nacina da 2 jednake koSulje okac¢imo na 3 razlic¢ita ofingera je jednak 6. (na
jednom ofingeru moze biti 2 kosulje)

2.21. Na 6 razli¢itih na¢ina mozemo 2 zelene i 2 bele zardinjere rasporediti duz staze.

2.22. Jednu sadnicu jabuke, jednu sadnicu §ljive i jednu sadnicu kruske na 3 razli¢ita nac¢ina, mozemo
da zasadimo na 3 razli¢ita mesta u voénjaku.

2.23. Po jednu sadnicu bele, limun-zute i roze ruze na 6 razli¢itih nacina, mozemo da zasadimo na 3
razli¢ita mesta u ruzi¢njaku.

2.24. Cetiri sadnice drena koje ne razlikujemo i jednu sadnicu ogrozda na 5 razli¢itih na¢ina, mozemo
da zasadimo na 5 razli¢itih mesta u voénjaku.

2.25. Dve sadnice jabuke koje ne razlikujemo i dve sadnice §ljive koje ne razlikujemo na 6 razli¢itih
nacina, mozemo da zasadimo na 4 razli¢ita mesta u voénjaku.

2.26. Ako imamo na raspolaganju 5 roba a zahtevana cena mesavine ovih roba je izmedu 3-¢e i 4-te
robe, tada ima 5 prostih na¢ina mesanja (po 2 od 5 robe).

2.27. U 2 jednake bele i 2 jednake zelene saksije mozemo 2 bele i 2 crvene muskatle da zasadimo na 4
razli¢ita nacina. Muskatle iste boje ne razlikujemo.

2.28. U 3 jednake bele i 2 jednake zelene saksije mozemo 2 bele i 3 crvene muskatle da zasadimo na 3
razli¢ita nacina. Muskatle iste boje ne razlikujemo.

S 9876 \ [ 9876 \
2.29. Tac¢no je < 0876 > = < 0 > =1.

S 9001 \ [ 9001
2.30. Tac¢no je < 1000 > = < 3001 >

. . (9876 \ [ 9876 9876
2.31. Vazi da je: < 5439 ) = < 5431 ) + < 5430 )

5
2
. . 900 900 800
2.33. Vazi da je: < 500 > < ) < 400 ) < 200 )

9876 987 9875 \ . , .
2.32. Jednakost < 5432 ) < 543 ) < 5431 )Je tacna.
80
50
80
30

0
0
0
0

.. . { 300 300 800
2.34. Vazi da je: < 200 > < ) < 100 ) < 600 >
900 800 900 800 . y
2.35. Jednakost < 500 > . < 300 ) < 400 > . < 0 ) je tacna.
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.. 999 [/ 999 999
2.36. Vazi da je: ( 555 > = ( 554 > + ( 553 )

S . 999 \ [ 998 998
2.37. Tac¢na je sledeé¢a jednakost ( 555 > = ( 555 > + ( 554 )

(900 800 \ _ [ 900 800
2.38. Vazi da je: (500>+< 0 >_ ( 400)+(800 )

L. 2000 100 \  / 100 2000
2.39. Tac¢no je ( 1111 >+< 0 > = ( 100 ) —I-( 999 >

(3000 2006 \ _ ( 2006 3000
2.40. Vazi: ( 1999 > ’ ( 2006 ) - ( 0 ) ( 1001 )

‘2.41. Koeficijenti u binomnom razvoju (a -+ b)% su redom 1, 6, 15, 20, 25, 6, 1. (Paskalov trougao)

2.42. Tacno je daje (b—1)° =b° —5b% + 106° — 106 4 5b — b.

\ 2.43. Tacno je daje (b+ 1)° = b° + 5b* + 1063 + 1062 + 5b + 1.

‘2.44. Koeficijenti u binomnom razvoju (a — b)° su redom 1, —6, 15, —20, 15, —6, 1.

2.45. Koeficijenti u binomnom razvoju (a + b)® su redom 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1. (Paskalov trougao)

2.46. Ako 10 limuna smestamo u 2 vredice tako da u obe imamo bar 1 limun, to mozemo uraditi na
10 razli¢itih nacina.

2.47. Ako 10 limuna smeStamo u 2 vrecice tako da u obe imamo bar 1 limun, to mozemo uraditi na 9
razli¢itih nacina.

2.48. Ako 1000 semenki smestamo u 2 vreéice tako da u obe imamo bar 1 semenku, to mozemo uraditi
na 999 razli¢itih nacina.

2.49. Ako 50 semenki smeStamo u 2 vreéice tako da u obe imamo bar 1 semenku, to mozemo uraditi
na 49 razli¢itih nacina.

2.50. Dirihleov princip glasi: ako n + 1 kuglicu smeStamo u n kutija tada ¢e bar u jednoj kutiji biti
bar 2 kuglice.

2.51. Ako 100 klipova kukuruza smestimo u 3 dzaka onda ¢e u bar jednom dzaku biti bar 34 klipa.
(Dirihleov princip)

2.52. Ako 2000 semenki bundeve smeStamo u 55 vreéica, onda ¢e uvek, bar u jednoj vredici, biti bar
37 semenki.

2.53. Ako 1090 semenki smestamo u 33 vrecice, bar u jednoj ¢e biti bar 34 semenke.

2.54. Ako 1000 semenki bundeve smestamo u 32 vredice, onda ¢ée bar u jednoj vredici, biti bar 32
semenke.
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2.55. Ako 101 lukovicu lale smestamo u 5 kesa onda ée bar u jednoj kesi biti bar 21 lukovica.

2.56. Ako 1000 semenki pistaca smeStamo u 40 vreéica, onda ¢e bar u jednoj vredici, biti bar 26
semenke.

2.57. Broj razli¢itih nacina da od 33 razli¢ita cveta izaberemo 3 jednak je broju razli¢itih nacina da
od 33 cveta izaberemo 30 cvetova.

2.58. Broj razlic¢itih nac¢ina da od 1000 njiva izaberemo 10 je jednak broju razli¢itih nac¢ina da od 1000
njiva izaberemo 990 njiva.

2.59. Broj razlicitih nacina da od 100 ovaca izaberemo 5 je jednak broju razlic¢itih nacina
da od 100 ovaca izaberemo 95.

2.60. Broj razli¢itih nacina da od 100 njiva izaberemo 10 je jednak broju razli¢itih nac¢ina da od 100
njiva izaberemo 80 njiva.

2.61. Kombinacije razlikujemo od permutacija i varijacija po tome Sto je bitan raspored elemenata
koje biramo.

2.62. U kombinacijama nije bitan raspored elemenata.

2.63. U permutacijama i varijacijama nije bitan raspored elemenata.

2.64. U permutacijama sve elemente koje imamo i rasporedujemo.

2.65. U varijacijama bez ponavljanja broj pozicija na koje rasporedujemo n elemenata je manji od n.

2.66. Kod varijacija bez ponavljanja broj elemenata koje rasporedujemo je uvek manji od ukupnog
broja elemenata sa kojima raspolazemo (k < n).

2.67. Kod varijacija sa ponavljanjem, broj pozicija za rasporedivanje n elemenata mora biti uvek
manji od broja elemenata.

2.68. Permuracije razlikujemo od kombinacija i varijacija po tome Sto rasporedujemo sve elemente sa
kojima raspolazemo.

2.69. U permutacijama sa ponavljanjem nije bitan medusobni raspored jednakih elemenata.

2.70. Kod varijacija sa ponavljanjem, broj pozicija za rasporedivanje moze biti bilo koji prirodan broj.

2.71. Ako je presek skupova A i B neprazan, skup A ima m elemenata, a skup B n elemenata, tada
je broj razli¢itih moguénosti da izaberemo jedan element iz unije skupova A i B jednak m + n.

2.72. Ako je presek skupova A i B prazan, skup A ima m elemenata, a skup B n elemenata, tada je
broj razli¢itih moguénosti da izaberemo jedan element iz skupa A ili skupa B manji od m + n.

2.73. Ako je presek skupova A i B prazan, skup A ima m elemenata, a skup B n elemenata, tada je
broj razli¢itih moguénosti da izaberemo jedan element iz skupa A i jedan elemenat iz skupa B manji
od m - n.

2.74. Ako je presek skupova A i B neprazan, skup A ima m elemenata, a B n elemenata, tada je broj
razli¢itih moguénosti da izaberemo jedan element iz skupa A i jedan elemenat iz skupa B jednak m - n.

44 4 A A A A

|_
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2.75. Ako su skupovi A i B disjunktni, skup A ima m elemenata, a B n elemenata, tada je broj
razli¢itih mogucnosti da izaberemo jedan element iz skupa A i jedan elemenat iz skupa B jednak m - n.

2.76. Ako je od 100 studenata I godine, Agroekonomskog smera, u januarskom roku Matematiku
polozilo 80, Ekonomiju 30, a Sociologiju 50 studenata, a po 30 studenata je polozilo po dva od tri |_L
ispita, a 20 je polozilo sva tri, tada su svi studenti polozili bar jedan od tri razmatrana ispita.

2.77. Neka je od 56 studenata I godine Departmana za poljoprivrednu tehniku u januarskom roku
Matematiku polozilo 30, Ekonomiju 15, a Sociologiju 30 studenata. Ako je po 15 studenata polozilo
po dva od razmatrana tri ispita, dok je 13 studenata polozilo sva tri ispita, tada 13 studenata
poljoprivredne tehnike nije polozilo ni jedan od razmatrana 3 ispita u januarskom ispitnom roku.

2.78. Ako je od 60 studenata stoCarskog smera u januarskom roku Matematiku polozilo 20, Ekonomiju
25, a Sociologiju 30, a po 17 studenata je polozilo po 2 od tri ispita, a 15 je polozilo sva tri, tada nijedan | T
ispit nije polozio 21 student.

2.2.1 Latinski kvadrati, dizajni i planiranje eksperimenata

Dizajni (blok-Seme) i latinski kvadrati sem u planiranju eksperimenata mogu da se primenjuju u teleko-
munikaciji, optici i kodiranju. Latinske kvadrate u planiranju eksperimenata mozemo koristiti za smanjenje
eksperimentelne greske. Sledeéi primer je preuzet iz [5] gde su inace dati mnogobrojni primeri.

Primer 1.
U ispitivanju virusne infekcije pet vrsta virusa (oznacenih slovima A, B, C, D i E) na pet biljaka s pet listova
razli¢itih veli¢ina, plan ogleda je bio:

Velicina lista
1. 2. 3. 4. 5.
Biljke

1. A E D C B
2. E D C B A
3. D C B A FE
4. C B A E D
5. B A E D C

Na ovaj nacin sve vrste virusa su tretirane na svakoj biljci i veli¢ini lista po jedanput. Eventualni
sistematski uticaj biljke i veli¢ine lista na pojedinu vrstu virusa se ovakvim planom eliminise. Tako je
izba¢ena moguénost uticaja ove dve varijacije: biljke i veli¢ine lista na rezultate eksperimenta.

Latinski kvadrat (pravougaonik) reda n (tipa v X n, v < n) nad skupom S,, = {1,2...n} je Sema
sa n (v) vrsta i n kolona tako da svaka vrsta i svaka kolona sadrzi razlicite elemente iz S,,.

10

10dnosno matrica, v. sledeéu glavu.
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Elementi skupa S, ne moraju biti brojevi, ve¢ mozemo posmatrati bilo kojih n razli¢itih elemenata. U
prvom primeru to su bila slova A,B, C, D i E, dok je n bilo jednako 5. Na primer, L je latinski kvadrat reda
5, a P je latinski pravougaonik tipa 3 x 4 nad skupom {a, b, c,d}.

1 2 3 4 5

2 3 4 51 b a ¢ d
L=3 4 5 1 2 P=c¢c b d a

4 5 1 2 3 a d b c

5 1 2 3 4

Uopsteno vazi kada latinski kvadrat koristimo za plan nekog eksperimenta, u ekspeimentu eliminiSemo
greSku koja bismo nastala usled mogucéeg uticaja 2 varijacije. Jednu od njih pridruzujemo kolonama, a
drugu vrstama. Ako treba eliminisati vise od 2 varijacije koriste se dva ili vise medusobno ortogonalnih
latinskih kvadrata.

Nedostatak planiranja eksperimenta na osnovu latinskog kvadrata je da vr§imo veéi broj ponavljanja
tretmana nego $to je minimalno potrebno. U prvom primeru smo mogli izvr§iti samo 5 tretmana. Svaki od
virusa tretiramo na jednoj biljci, ali tada nema eleiminisanja moguce greske u zakljucivanju usled uticaja
veli¢ine lista ili biljke.

Ne preporucuje se upotreba latinskih kvadrata veé¢ih od 10 x 10, ni manjih od 4 x4 [5].

Primer 2.
Ispitujemo ¢etiri razliita nacina ishrane prasadi skra¢eno oznacenih sa a,b,c i d. Za kontrolisanje uticaja
na eksperiment su izabrane varijacije: izbora legla prasadi i njihova pocetna tezina. Plan ogleda je dat u
obliku latinskog kvadrata reda 4, pri ¢emu kolonama odgovaraju razliCite tezine, a vrstama razlicita legla
prasadi.

tezine
legla ‘ 8 —10kg 10— 13kg 13 —15kg 15— 17kg
1. | b a c d
2. c b d a
3. a d b c
4. ‘ d c a b

Prva dva primera su pokazala kako planiranje eksperimenta u skladu sa strukturom latinskog kvadrata
moze da omogudi izbegavanje greske koja bismo nastala usled uticaja neke dve sporedne varijacije. Medutim
latinski kvadarat moze da posluzi u planiranju eksperimenta u kome zZelimo da ispitamo medusobne zavisnosti
po dva faktora (varijacije) iz grupe od tri ili vise faktora.

Ukoliko Zelimo napraviti eksperimente u kojima bismo ispitali medusobni uticaj 3 varijacije (sorta,
zemljiste, dubrivo, klima, rasa, ...), pogodno je u cilju smanjivanja ukupnog broja pojedina¢nih eksperime-
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natal! koristiti kao model za planiranje eksperimenata latinske kvadrate (ili pravougaonike) odgovarajuéeg
reda. Red latinskog kvadrata se poklapa sa brojem razli¢itih tipova u okviru jedne varijacije.

Objasni¢emo kako recimo latinski kvadrat L mozemo koristiti u planiranju eksperimenta.
Primer 3.
Neka uporedujemo uticaj na prinos tri varijacije: dubinu oranja, koli¢inu veStackog dubriva i sortu pSenice.
Svaka od varijacija ima po 5 razli¢itih vrednosti. Dubine oranja su: 10,15,20,25 i 30 cm. Koli¢ine dubriva
koje koristimo su: 200, 230 250, 300 i 400 kg po hektaru. Neka je 5 sorti pSenice koje koristimo oznaceno
brojevima od 1 do 5. Ukoliko bismo zeleli da iskombinujemo svaki par od po dve (oranje - dubrivo, oranje
- sorta i dubrivo - sorta) od razmatranih varijacija trebalo bismo izvrsiti odgovarajuce eksperimente na
5-54+5-5+4+5-5 =75 parcela. Medutim, latinski kvadrat L nam omoguéuje da eksperiment obavimo na
25 parcela! Objasnjenje je jednostavno. Kolonama (ima ih 5) latinskog kvadrata L mozemo da pridruzimo
razli¢ite dubine oranja, dok vrstama pridruzujemo razlicite koli¢ine vestackog dubriva (videti latinski kvadrat

dubina oranja u cm
|10 15[20[25 | 30|

200kg/ha| 1|23 [4]5
E=[230kg/ha| 2 | 3|45 |1
250 kg/ha || 3 | 4 | 5 | 1| 2
300kg/ha | 4 |5 | 1|23
400kg/ha | 5 |1 |2 ]3| 4

Sama polja latinskog kvadrata predstavljaju odgovarajuée parcele, a brojevi u poljima neka su redni
brojevi sorti pSenice. Kako u svakoj koloni i vrsti imamo sve brojeve od 1 do 5, znaci da ¢e se sa svakom
dubinom oranja i sa svakom koli¢inom dubriva iskombinovati svaka sorta pSenice. Kako svaka kolona prolazi
kroz sve vrste (i obrnuto) svaka dubina oranja ¢e se iskombinovati sa svakom koli¢inom dubriva.

dub. oranja

[0 15[ 20]
200 kg/ha || 1 | 2
Esx3=]230 kg/ha | 2 | 3
250 kg/ha || 3 | 4
300 kg/ha || 4 | 5
400 kg/ha | 5 | 1

DO | Ot | W

Latinske pravougaonike koristimo u planiranju eksperimenata kada tri varijacije, ¢iji medusobni uticaj
ispitujemo, nisu sve zastupljene sa istim brojem tipova. Recimo, da smo u prethodnom primeru imali samo

" Time se smanjuju troskovi i vreme eksperimentalne faze ispitivanja.
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tri razli¢ite dubine oranja, onda bismo nam bilo dovoljno da od L uzmemo samo prve tri kolone, $to je
latinski pravougaonik Fs.3 tipa 5x3.

Ukoliko je potrebno da uporedimo medusobni uticaj vise od tri varijacije ili da eliminiSemo uticaj viSe
od dve varijacije koristimo ortogonalne latinske kvadrate. Broj ortogonalnih latinskih kvadrata koji su nam
potrebni zavisi od broja varijacija. Ako je broj varijacija 4 trebaju nam 2 ortogonalna latinska kvadrata.
Ako je broj varijacija 5 treba nam 3 (od kojih su svaka dva ortogonalna) medusobno ortogonalnih latinskih
kvadrata... U opStem slucaju ako je broj varijacija 24+m, onda nam je potrebno m medusobno ortogonalnih
latinskih kvadrata.

Kako je pojam ortogonalnosti latinskih kvadrata najlakse razumeti na primeru sledi prvo odgovarajudci
primer i zatim definicija ortogonalnosti latinskih kvadrata.

Primer. Latinski kvadrati O i T reda 3 su medusobno ortogonalni:

1 2
O= 2 3 T =
3 1

N = W

3
2.
1

N W o
W = N

Ako preklopimo latinske kvadrate O i T', onda u prvoj vrsti imamo parove jednakih elemenata (1,1), (2,2),
(3,3), u drugoj vrsti su redom parovi (2,3), (3,1) i (1,2), a u treéoj vrsti su parovi (3,2), (1,3) i (2,1). Za
prvu komponentu uredenog para odredujemo elemente iz O, a druga komponenta su elementi iz T

(1,1) (2,2) (3,3)
Dakle, parovi sa istih pozicija O 1 T su: (2,3) (3,1) (1,2)
2,1

3,2) (1,3) (2,1)

Ukoliko su ovako definisani uredeni parovi svi razli¢iti, latinski kvadrati od kojih su oni generisani su
ortogonalni.

Dva latinska kvadrata reda n su medusobno ortogonalna ako se na svim odgovarujucim pozicijama iz oba
kvadrata nalaze svi razliciti uredent parovi iz Sy, X Sy,.

Latinski kvadarat bilo kog reda uvek postoji i lako se konstruiSe, medutim veéi broj medusobno ortog-
onalnih latinskih kvadrata nekad tesko konstruiSemo ili ¢ak ni ne postoje. Tako za red 6 ne postoje dva
latinska kvadrata koja su ortogonalana, a za red 10 jo$ nisu nadena tri latinska kvadrata medusobno or-
togonalna. Medutim, ako postoje ortogonalni latinski kvadarati onda se potreban broj eksperimenata koje
treba izvrsiti moze jo§ viSe smanjiti.

9
)

Sledeéi primer ilustruje kako mozemo planirati eksperiment u kome analiziramo medusobni uticaj 4
varijacije uz pomo¢ 2 ortogonalna latinska kvadrata reda 3.

Primer 4.
Na 9 oglednih parcela treba istestirati:
— razvoj 3 poljoprivredne kulture;
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— na 3 razne vrste zemljista;

— u 3 razna klimatska podrucja

— uz primenu 3 razne vrste vestackog dubriva;

u cilju nalazenja optimalnih kombinacija (kultura, zemljiste, podrucje, dubrivo).

U toku eksperimenta treba obezbediti da sva 4 sastavna dela kombinacije budu §to ravnomernije zastu-
pljena.

Resenje:

Kolonama latinskih kvadrata O i T pridruzimo razli¢ite poljoprivredne kulture, vrstama razne tipove
zemljista. Elementima iz O (prva komponenta uredenih parova) pridruzimo razna klimatska podrudja,
a elementima iz 7' (druga komponenta uredenih parova) razne tipove dubriva. Na ovaj na¢in su iskombi-
novani na sve razli¢ite nac¢ine svaka dva para (ima ih 6: kultura-zemljiste, kultura-klima, kultura-dubrivo,
zemljiste-klima, zemljiste - dubrivo i klima- dubrivo) od razmatrane 4 komponente. Svaki par komponenata
mozemo da biramo na 9 nacina (na primer, par zemljiste - dubrivo ima 3 - 3 kombinacija jer ima 3 tipa
zemljista i tri vrste dubriva). Ukupno svih kombinacija ima 6-3-3 = 54, a dovoljno je samo 9 ogleda izvrsiti!
Jedan plan izvrSenja ogleda je dat na sledeéoj ilustraciji.

poljopr. kulture
1. 2. 3.

(2,2)
(3,1)
(1,3)

. klima 1 =1. dubrivo
. klima 2 = 2. dubrivo
. klima 3 = 3. dubrivo

1. tip zem. | (1
2. tip zem. | (2,3)
3. tip zem. | (3

Y

I DI
Il
W N =

HI“OJIMI
Wl N

9

Savrsenija kombinatorna struktura od ortogonalnih latinskih kvadarata je dizajn. Za postojanje nekog
dizajna je potreban i dovoljan uslov postojanje n — 1 ortogonalnog kvadrata reda n.
Dizajn (ili blok Sema) tipa t — (v, k,\) je skup B = {By, Ba...Bg}, k-toclanih podskupova, tzv. blokova,
skupa S, = {1,2..v}, t <k <w, pri éemu se svaki t-toélani podskup iz S, nalazi u tacno A blokova.

Ako bismo za blokove izabrali sve k-toclane podskupove skupa S, dobili bismo trivijalni dizajn koji nije

interesantan. Interesantni su samo dizajni koji imaju manje blokova od Z ) . Dizajni su reda struktura

od latinskih kvadrata.

Naslici 6. je data graficka ilustracija jednog dizajna sa parametrima 2-(7,3,1). Imamo 7 tacaka, oznacenih
brojevima od 1 do 7. Te tacke su elementi skupa S7 = {1,2...7} iz koga biramo troc¢lane (¢ = 3) podskupove
za blokove. Blokovi u ovom primeru (ima ih 7) su sledeé¢i podskupovi tacaka skupa S7: {1,2,3}, {1,4,7},
{1,5,6}, {2,4,6}, {2,5,7}, {3,4,5} i {3,6,7}. Nasl. 6 su blokovi uglavnom duzi sem bloka {2,4, 6} koji je

predstavljen kruznicom. Moze se lako proveriti da se svaki dvoclani podskup (njih ima < ; >: 21) skupa

S7 nalazi u tatno jednom bloku ovog dizajna.
Dizajne mozemo koristiti u eksperimentima koji su sli¢ni sledeéem primeru.
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Slika 6. Jedan 2 dizajn na 7 elemenata

Primer: (Degustacija vina'?)
Grupa degustatora (broj degustatora je jednak broju blokova) treba da degustira vina (broj vina je jednak
parametru v u dizajnu). Svaki degustator proba isti broj vina (parametar k), medutim, taj broj treba
da je $to manji da bismo degustatori ostali kompetentni. Svaki par (¢ = 2) vina treba da proba isti broj
degustatora (parametar A u dizajnu).

Dizajn sa sl. 6 bismo mogao da posluzi za utvrdivanje koja vina (ukupno 3) ée svaki od degustatora
(njih 7) da isproba u situaciji kada se ocenjuje kvalitet 7 vina. Svakom degustatoru bismo dodelili po jedan
blok i on bismo degustirao ona vina ¢iji redni brojevi su u bloku koji mu je dodeljen.

2.3 Zadaci

2.79. Koliko kuglica treba da izvucemo zatvorenih ociju iz kutije u kojoj se nalaze 5 belih, 5 crvenih i
5 crnih kuglica da bismo bili sigurni da je izvucena bar jedna bela kuglica?

2.80. Na koliko razli¢itih nacina se 10 ljudi moze liftom, koji prima 5 osoba, prebaciti iz prizemlja na 5
sprat?

2.81. Na koliko razli¢itih nacina 20 osoba mozemo rasporediti u 10 dvokrevetnih soba nekog hotela?

2.82. Neka nam je poznato da se neki petocifren telefonski broj sastoji od dve 2, dve 1 i jedne 0. Koliko
u najgorem slu¢aju moramo obaviti poziva da bismo bili sigurni da smo nazvali Zeljeni broj?

2.83. Na koliko razli¢itih nac¢ina mozemo na ormar poredati 3 dunje, 4 jabuke i 2 kruske?

2.84. Ocevidac saobrac¢ajnog udesa nije zapamtio poslednje dve cifre registarske tablice automobila.
Koliko vozila je najvise “osumnji¢eno”?

2.85. Izracunati na koliko se razli¢itih nac¢ina mogu izabrati Sifre radio amatera ¢ija je duzina najvise 5
od slova a, b, ¢, d i svih cifara?

2.86. Kako bismo latinski kvadrat L reda 4 mogli iskoristiti za planiranje sledeéeg eksperimenta: 4 sorte
pSenice tretiramo sa tri tipa dubriva i zemljiSte za setvu pripremamo na 4 razli¢ita nacina? Interesuje nas
koja kombinacija sorte, dubriva i obrade zemljiSta ¢e dati najbolje prinose.

12Primer je preuzet iz knjige [2].
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Glava 3.

3 Osnovi poslovne matematike

U okviru privredne matematike, u ovom poglavlju ¢e biti obradeni: pravilo trojno, verizni ra¢un, ra¢un
deobe i racun mesanja. Verizni racun se koristi kod trgovine (uvoz-izvoz) izmedu zemalja koje imaju razlicite
sisteme mernih jedinica. Ukoliko trgujemo sa istom vrstom robe razli¢itog kvaliteta (cene... ) i Zelimo da
napravimo mesavinu takve robe sa zahtevanim medukvalitetom (cenom... ) upotrebljavamo rac¢un mesanja.
Racun deobe ima jednu od primena u isplac¢ivanju sezonskih grupa radnika koje su radile pod razli¢itim
uslovima. Raznolikost primene pravila trojnog je velika.

Finansijskom matematikom su ovde obuhvaéeni samo elementi slozenog kamatnog racuna (oro¢ena
Stednja), ra¢una uloga (kontinuirano oro¢avanje istih uloga) i otplate duga. Jedna od najznacajnijih primena
finansijske matematike je u okviru analize i planiranja novih privrednih projekata.

Primeri koji su navedeni u slede¢em odeljku bismo trebalo da motivisu ¢ak i one ¢itaoce koji ¢e privrednu
i finansijsku matematiku koristiti jedino u svakodnevnom zivotu.

3.1 Uvodni primeri i pojmovi

Neke slicne probleme sa sledeca cetiri problema ¢emo bar jednom imati priliku da reSavamo:

1. Tosa T. je pozajmio od strica 3000 eura za kupovinu polovnog automobila. Uz meseé¢nu kamatu od
1%, koliko mese¢no treba da vraca stricu da bismo dug izmirio za tri godine?

2. Zelimo da se bavimo proizvodnjom mleka. Koliko krava treba nabaviti za osnovni fond da bismo nakon
isteka 8 godina od osnovnog fonda dobili 500 krava ako se zna da se 95% krava oteli svake godine i da
su od toga 50% zenska telad?

3. Da li za 18 godina roditelji Mile J. mogu da ustede 25000 eura za kupovinu jednosobnog stana ako
svakog meseca ulazu 50 eura uz meseénu kamatu od 1% ?

4. Za izgradnju manje vikendice na obroncima Fruske gore Peko D. je unajmio 7 radnika: 3 zidara
2 armiraca i 3 tesara. Za izgradnju je pogodena suma od 1000 eura. Zidanje je trajalo 5 dana,
betoniranje 2 dana i podizanje krova 2 dana. Na koji na¢in Peko treba da podeli sumu od 1000 eura i
isplati ove tri grupe radnika?

Resenja ovakvih i sli¢cnih zadataka naé¢i éemo u ovom poglavlju. Potreban matematicki aparat je jed-
nostavan i zato je poslovna matematika poglavlje ovog udzbenika. Ovde su izneti samo pocetni elementi, a
detaljnije informacije videti npr. u [4], [3].
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U slede¢im odeljcima ¢emo ponoviti razmeru i proporciju.

3.1.1 Razmera i proporcija

Odnos dva ili vise brojeva (koji pokazuje koliko puta je svaki od tih brojeva veéi (ili manji) od drugog
(drugih)) se naziva razmera. Tako odnos a : b (¢itamo “a prema b”) brojeva a i b zovemo dvorazmera.
Odnos a : b : ¢ zovemo trorazmera. U zavisnosti od broja komponenata u razmeri govorimo o dvorazmeri,
trorazmeri, ¢etvororazmeri... Brojeve a, b, ¢ u razmeri a : b : ¢ : ... nazivamo koeficijenti razmere.

Koeficijenti razmere su u praksi najcéeSée pozitivni brojevi jer predstavljaju mere nekih objekata. Na
primer, razmere se javljaju u situacijama kada treba napraviti rastvor od dva ili viSe jedinjenja ili smesu
(meSavinu, leguru... ) od dve ili viSe osnovnih supstanci (vrste robe, materijala... ), pri ¢emu se zahteva da
osnovni sastojci budu u zadatom odnosu.

Navedimo osnovne osobine razmere.

Razmera a : b se ne menja ako koeficijente razmere podelimo ili pomnozimo sa nekim brojem razli¢itim
od nule, odnosno:
a b
—:-—=wa:b i (a-c¢) (b-c) = a:b c#0.
c c
Medutim, dodavanjem ili oduzimanjem broja ¢ koeficijentima a i b se ne dobija u opstem slucaju ista
razmera:

(a+c) (b+c)# a:b i (a—c) (b—c)# a:b, c#0.

Navedena analogna pravila vaze i ako u razmeri uc¢estvuju vise od dva koeficijenta.

4 2
g . g 2 =
1:0,5:2,5...). Da bismo imali jedinstven zapis za istu razmeru mozemo zahtevati da prvi koeficijent razmere

bude jednak jedinici, ili da minimalni koeficijent bude jednak jedinici. Ova dva na¢ina ne omoguéuju da
koeficijenti razmere budu svi prirodni.
Racionalne koeficijente razmere lako svodimo na prirodne. Na primer, razmeru

Zbog prve osobine jednu razmeru mozemo zapisati na vise nacina (na primer, 4:2:10 = 2:1:5 =

4 2 g 6 4

573 75 15
svodimo na razmeru 12:10: 30 : 18 : 4, sa prirodnim koeficijentima, posle njenog mnozenja sa najmanjim
zajednickim sadrzaocem za imenioce koeficijenata, NZS(5,3,1,5,15)=15. Da bismo koeficijenti razmere bili

Sto manji prirodni brojevi potrebno je sve koeficijente podeliti sa najveéim zajednickim deliocem za brojioce
polaznih racionalnih koeficijenata, NZD(4,2,2,6,4) = 2. Tako dobijamo

415\ /2 15 15\ /6 15\ (4 15
<5.5),(55),<2.7>,<5.7>,<E.5)_6.5.15.9.2.
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IzloZen nacin, ilustrovan na prethodnom primeru, bismo bio treéi nacin za jedinstveno prikazivanje,
nazalost, uze klase razmera — razmere sa racionalnim koeficijentima. Sada jedinica nije obavezan koeficijent
razmere, ali su svi koeficijenti obavezno prirodni brojevi. Ukoliko razmera sadrzi iracionalan broj '3, sto se
rede dogada, ne mozemo primeniti treéi nacin za jedinstveno prikazivanje razmere.

Proporcija

Proporcija nastaje kada se neke dve veli¢ine medusobno odnose isto kao neke druge dve veli¢ine. Na
primer, ako je odnos broja zaposlenih muskaraca i Zena u nekoj firmi proporcionalan odnosu ukupnog broja
zaposlenih muskaraca i Zzena. U geometriji su proporcionalne stranice naspram jednakih uglova sli¢nih trou-
glova (touglovi su sliéni ako imaju jednake uglove). Setimo se samo proporcija Talesove teoreme. Preciznije,
proporcija je jednakost dve dvorazmere:

a:b =c:d za b-d#0.
Tacno je da za b,d # 0, vazi
a:b = c:d jeekvivalentnosa a-d=0b-c.

Brojevi b i ¢ su unutrasnji a brojevi a i d su spoljasnji elementi proporcije. Od ove proporcije mozemo da
izvedemo joS$ tri ekvivalentne proporcije:

a:c =b:d, d:b=c:a i d:c=Db:a.

Njih redom dobijamo zamenom unutrasnjih, zamenom spoljasnjih i istovremenom zamenom unutrasnjih i
spoljasnjih elemenata proporcije.
Kako proporciju mozemo napisati i u obliku jednakosti dva racionalna broja sledi

a c atb c+td
p=a T pTIEgEL T o Ty

Tako su izvedene i proporcije kombinovanjem jednakost i polazne proporcije a : b =c:dsa (a+c):c =
(b £ d) : d, sa razmenom unutrasnjih i spoljasnjih koeficijenata proporcije:

(atc):c=(b+td):d, (axc):(bxd)=c:d, d:(btd)=c:(a=tc),

(d£b):b = (cta):a i (bta):a = (d£c):c..

13Tracionalni brojevi su definisani u poglavlju 1.4.2.
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3.1.2 Procentni i promilni racun

Procenat (lat. pro centum), Sto znaé¢i postotak ili dobitak od stotine, oznacavamo sa %. Tako 7%
(Gitamo “7 posto” ili “7 procenata”) znaé¢i 7 od stotinu.

Ukoliko treba odrediti procentni iznos P koji predstavlja procenat p (procenat od p%) sume S
koristimo formulu:

a) P=—.65

Medutim, ako treba odrediti promilni iznos P’ koji predstavlja promil p’ sume S koristimo sli¢nu
formulu:
/

b) p=2r_.
1000

Tako je jedan promil hiljaditi deo, a jedan procenat je jednak 10 promila.
Primeri:

9
1. 9% tezine od 432 kg bismo izrac¢unali po formuli a) kao: 100 - 432 kg = 38,88kg.

2. Koliko litara L rastvora pesticida mozemo dobiti praveéi 24% rastvor od 36kg nerastvorenog pesticida?

ReSenje: Odgovor dobijamo iz: L = o1 36 = 150.

3. Neka raspolazemo sa 12-to promilnim rastvorom od 1g. Od koliko grama nerastvorene supstance smo ga
dobili?

12
ReZenje: Na osnovu formule b) od 1000 1g = 0,012 g se dobija razmatrani rastvor.

4. Posle poskupljenja od 25%, kg pSenice kosta 5 din. Kolika je bila cena pSenice pre poskupljenja?

Regenje: Oznacimo sa C' staru cenu psSenice. Znamo da je nova cena jednaka staroj ceni uvecanoj za 25%:
25 5din

C+ —C =5din. Sledi C' = = 4 din.

* 100 1,25
5. Trgovac je prodavao robu sa gubitkom od 15%, zatim je poveéao cenu za 18%. Da li sa novom cenom
trgovac gubi ili dobija?
Regenje: Neka je C' nabavna cena robe. Sa gubitkom trgovac je prodavao robu po ceni od C; = C' — %C.
Nakon poveéanja od 18% on robu prodaje po ceni od Cy + %Cl =C - %C + llTSO(C — %C) =C+
(—% + % - 11%'0128)0 =C+ %C’ =C+ ﬁC. Nova cena predstavlja uveéanje od 3 promila ili 0,3%
u odnosu na nabavnu cenu. Trgovac ipak zaraduje.
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3.2 Teorijska pitanja

3.1. Ako prinos jagoda kod N.N. ove godine poraste za 100%, to znaci da N.N. ima jagoda duplo vise
nego prosle godine.

3.2. Ako prinos jabuka kod N.N. ove godine opadne za 100%, to znaci da kod N.N. nije bilo prinosa
jabuka ove godine.

3.3. Cena od 1000 eura posle pojeftinjenja od 15% iznosi 850 eura.

3.4. Ako se broj zlatica za tri nedelje u jednom krompiristu poveéa 9 puta, to znaci da je procenat
njihovog povec¢anja za tri nedelje jednak 800%.

3.5. Ako se broj zlatica za jednu nedelju u jednom krompiristu poveca 2 puta, to znaci da je procenat
njihovog poveéanja za jednu nedelju jednak 200%.

3.6. Cena od 1000 eura posle pojeftinjenja od 25% iznosi 850 eura.

3.7. Cena od 1000 eura posle poskupljenja od 35% iznosi 1035 eura.

3.8. Cena od 1000 eura posle poskupljenja od 15% iznosi 1150 eura.

3.9. Ako duzinu pravougaone leje poveéamo za 50%, a Sirinu smanjimo za treéinu povrsina leje ée
ostati ista.

3.10. Ako duzinu njive poveéamo za 50%, a Sirinu smanjimo za 50%, povrsina njive ée ostati ista.

3.11. Ako duzinu njive poveéamo za 50%, a Sirinu smanjimo za 10% povrsina njive ée se povecati za
35%.

3.12. Ako cenu C hleba poveéamo za 20%, a zatim smanjimo za 20%, nova cena ¢e biti jednaka C.

3.13. Cena koja je smanjena za 30%, a zatim povecana za 30% je za 9% manja od prvobitne.

3.14. Cena koja je smanjena za 20%, a zatim poveéana za 20% je za 4% manja od prvobitne.

3.15. Ako cena robe C pojeftini za 5%, pa zatim pojeftini za jos 15%, pa zatim poskupi za 20%, nova
cena je jednaka C.

3.16. Ako u prvom slucaju pocetna cena robe poskupi za 1%, pa zatim pojeftini za 5%, a u drugom
slucaju pocetna cena prvo pojeftini za 5%, pa zatim poskupi za 1%, nove cene u oba slucaja su jednake.

3.17. Ako platu poveéamo za 20%, pa je zatim smanjimo za 17% bi¢e manja od pocetne plate.

3.18. Ako platu poveéamo za 20%, pa je zatim smanjimo za 16% bice manja od pocetne plate.

3.19. Platu koja je poveéana za 150% treba smanjiti za 60% da bismo bila jednaka pocetnoj plati.

3.20. Ako su duzina i $irina pravougaone njive smanjene za 5,1% (za odvodne kanale), tada je obradiva
povrsina te njive smanjena za priblizno 9,94%.

_|

_|

A4 H4F A4 A4 A4 F F

4 -+
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3.21. Ako u prvom slucaju pocetna cena robe poskupi za 15%, pa zatim pojeftini za 15%, a u dru-
gom slucaju ista pocetna cena pojeftini, pa zatim poskupi za 15%, tada su u oba sluc¢aja nove cene
medusobno jednake.

3.22. Ako u prvom sluc¢aju cena robe poskupi za 15%, pa pojeftini za 10%, a u drugom slucaju ista
pocetna cena pojeftini za 10%, pa poskupi za 15%, tada su u oba slucaja nove cene medusobno jednake
i manje od pocetne.

3.23. Ako cena robe pojeftini za 10%, pa zatim pojeftini za 15%, pa zatim poskupi za 25%, nova cena
je jednaka pocetnoj.

3.24. Posle pojeftinjenja od 15%, a zatim poskupljenja od 16%, cena robe je manja od prvobitne cene.

3.25. Posle pojeftinjenja od 11%, a zatim poskupljenja od 12%, cena robe je veéa od prvobitne cene.

3.26. Ako je cena dizel goriva 11.9.2006. porasla za 5%, to znaci da je 10.9.2006. cena bila manja za
4,76% (na 2 decimale zaokruzeno) u odnosu na cenu dizela 11.9.2006.

4 4 F

3.27. Ako je cena premium goriva 1.9.2006. porasla za 5%, to znaci da je 31.8.2006. bila manja za 5%
u odnosu na cenu premiuma 1.9.2006.

l_

3.28. Ako je cena euro dizel goriva 18.9.2007. porasla za 7%, to znaci da je 14.18.2007. cena bila
manja za 6,542% u odnosu na cenu euro dizela 18.9.2007.

3.29. Ako je cena euro dizel goriva 18.9.2007. porasla za 10%, to znaci da je 17.9.2007. cena bila
manja za 9,09% u odnosu na cenu euro dizela 18.9.2007.

3.30. Ako je cena euro dizel goriva 29.2.2008. opala za 10%, to znaci da je 28.2.2008. cena bila veéa
za 11,1% u odnosu na cenu euro dizela 29.2.2008.

3.31. Ako su duzina i §irina pravougaone njive smanjene za 3% (za odvodne kanale), tada je obradiva
povrsina te njive smanjena za tacno 5,91%.

3.32. Ako su duzina i §irina pravougaone njive smanjene za 3% (za odvodne kanale), tada je obradiva
povrsina te njive smanjena za tacno 6,09%.

l_

3.33. Ako su duzina i $irina pravougaone njive smanjene za 5,1% (za odvodne kanale), tada je obradiva
povrsina te njive smanjena za priblizno 10,2%.

3.34. Posle pojeftinjenja od 5%, a zatim poskupljenja od 7%, cena robe je manja od prvobitne cene.

3.35. Posle pojeftinjenja od 25%, a zatim poskupljenja od 27%, cena robe je manja od prvobitne cene.

3.36. Ako svaki koeficijenat razmere podelimo istim brojem razli¢itim od 0, razmera se ne menja.

3.37. Razmere A:B:C i (A+47):(B47):(C+7) za A,B,C razlicito od 0, su jednake.

3.38. Razmera se menja ako svakom koeficijentu razmere oduzmemo isti broj razlicit od 0.

3.39. Razmera se ne menja ako svakom koeficijentu razmere dodamo isti broj razli¢it od 0.

A4 A4 A
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1 1
3.40. Razmere 3 3 i 2:3 su jednake. 1L
1 1 -
3.41. Dvorazmere 5 ty 1 5:4 su razlicite. T
1 2 3 1 2 3
3.42. Razmere 3 2: 3% i (5 -1):(2-1): (§ —1): (g — 1) su jednake. 1
1 2 3 . :
3.43. Razmere 2 12 3 : 1 i 6:24:6:9 su jednake. 1L
1 2 3 . .
3.44. Razmere 2 12 3 : 1 i 6:24:8:9 su jednake. T
3.45. Trorazmere 2:3:2 i 1: g : 1 su jednake. T
1 2 3 1 2 3
3.46. Razmere 3’ 2: =iy i (§ —1):(1): (5 —1): (5 —1) su razlicite. T
o111 )
3.47. Trorazmere 2 :3:2 i 3 3 ty su jednake. 1
1 2 3 . /1 2 3 .
3.48. Razmere 3 2: Fig (§ +100) : (102) : <5 +100) : (5 +100) su jednake. 1
o111 )
3.49. Trorazmere 2:4:6 i 371" G su jednake. 1
. 2 2 .
3.50. Trorazmere 2:18:6 i 9 12 3 su jednake. T
3.51. Trorazmera a:b:c je razli¢ita od trorazmere (a+1):(b+1):(c+1). T
3 2 2
3.52. Razmere 3 : 5 : R : 3 i 5:9:6:10 su jednake. T
2 2 .1 1
3.53. Razmere 3 12 R : 3 i 5 :1: 5 : 3 su razlicite.
‘3.54. Petorazmera 5:3:1:2:4 je razli¢ita od petorazmere 10:6:2:4:8. ‘ 1L
‘ 3.55. Trorazmera 5:3:1 je razli¢ita od trorazmere 10:6:2. ‘ 1L
‘3.56. Trorazmera a : b : ¢ je razli¢ita od trorazmere (a — 1):(b— 1):(c — 1). ‘ T
‘3.57. Razmera 5:3:1:1 je jednaka razmeri 10:6:2:2. ‘ T
6 3
3.58. Dvorazmera 8:5 je jedinstven zapis dvorazmere A LD a da su koeficijenti §to manji prirodni T

brojevi.
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6 3
3.59. Dvorazmera 14 :5 je jedinstven zapis dvorazmere = : 7 a da su koeficijenti §to manji prirodni T

brojevi.

3.3 Racun mesanja i pravilo trojno - proporcija

Racunom mesanja se odreduje u kakvoj razmeri treba mesati postojece vrste robe da bismo se dobila
nova vrsta robe odredene cene (kvaliteta). Sliécno, ra¢un legiranja treba da ustanovi u kakvoj razmeri
treba legirati postojece vrste metala da bismo se dobila legura zahtevanog kvaliteta (osbina). Matematicki
aparat za oba raCuna je isti, tako da ée u nastavku ovde biti re¢i samo o ra¢unu mesanja.

Racun mesanja je prost ako se mesSaju dve, a slozen ako se meSaju tri ili viSe vrsta roba.

3.3.1 Prost i slozen racun mesanja

Objasni¢emo prost ra¢un mesanja na primeru.

Ako se raspolaze pasuljem od 80 i 110 dinara po kilogramu, a kupac Zeli da ima pasulj po ceni od 100
dinara po kilogramu, postavlja se pitanje koliko kilograma treba uzeti od pasulja po 80 dinara, a koliko
kilograma pasulja po 110 dinara da bismo dobijena meSavina zaista vredela 100 dinara?

Obelezimo sa x, koli¢inu pasulja od 80 dinara, a sa y koli¢inu pasulja od 110 dinara koju treba uzeti za
mesSavinu. Zadatak se moze izraziti slede¢om linearnom jedna¢inom:

80z + 110y = 100(z + y).

Kada promenljivu = prebacimo na desnu, a y na levu stranu, zatim podelimo jednaé¢inu sa y i sa 20 dobijamo
trazenu razmeru:

110y — 100y =100z — 80z & 10y=20z & 1:2=2x:y.

Zmaci, da bismo dobili pasulj po ceni od 100 dinara mozemo uzeti 1 kilogram po ceni od 80 dinara i 2
kilograma po ceni od 110 dinara, $to bismo znacilo da imamo 3 kilograma meSavine po ceni od 100 dinara.
Kako se razmera ne menja kada koeficijente razmere pomnozimo sa istim brojem, mozemo koristiti i razmeru
5:10 ako nam treba meSavina od 15 kilograma pasulja, ili 100:200 ako nam treba 300 kilograma mesavine,
ili razmeru % : % ako nam treba samo kilogram mesSavine po ceni od 100 dinara.

Primetimo da je cena mesavine uvek manja od cene skuplje komponente i veca od cene jeftinije kompo-
nente.

Ako analiziramo postupak resavanja vidimo da smo koeficijente razmere u prethodnom primeru dobili
tako sto smo oduzeli od cene skupljeg pasulja cenu meSavine - to je koeficijent za jeftiniji pasulj, dok smo

koeficijent za skuplji pasulj dobili oduzimanjem od cene meSavine cenu jeftinijeg pasulja.

Zaklju¢ak: U opstem slucaju koeficijente razmere za prost racun mesanja dobijamo na sledeéi na¢in: Razlika
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u ceni meSavine 1 jevtinije robe je koeficijent razmere za skuplju robu, dok je razlika u ceni meSavine i skuplje
robe koeficijent razmere za jevtiniju robu.

Ceo postupak mozemo tabelarno prikazati, pri ¢emu vodimo ra¢una da koeficijente razmere unakrsno
racunamo:

cene roba ‘ 110 80
cena mesavine ‘ 100
koeficijenti razmere ‘ 20 10

Resimo sledece primere tabelarno, bez pisanja jednacina.

Primeri:

1. Napravite meSavinu jabuka po ceni od 25 dinara kilogram, ako raspolazete sa jabukama po ceni od 40 i
po ceni od 20 dinara po kilogramu.

2. Neka je trgovacka firma nabavila pirina¢ iz Makedonije po ceni od 90 dinara po kilogramu i pirinac iz
Kine po ceni od 50 dinara po kilogramu. Kupac zahteva 400 kg pirinca po ceni od 75 dinara po kilogramu.
Kako napraviti mesavinu?

3. Kako treba mesati brasno od 36 i 40 dinara po kilogramu da bismo se dobilo brasno po 39 dinara? Zelimo
meSavinu brasna od 25 kilograma.

Regenja:
1. 2. 3.
c.r. |40 20 C. I. 90 50 c.r. |40 36
Cc. m. 25 Cc. m. 75 c. m. 39
k. r. 5 15 k.r. |25 15 k. r. 3 1

Jabuke treba mesati u odnosu 5:15, pirina¢ u razmeri 25:15, a brasno u razmeri 3:1, pri ¢emu je prvi
koeficijent razmere za skuplju, a drugi za jevtiniju komponentu u mesavini.

Mesavine pirinc¢a je potrebno 400 kilograma. Kako je 25+15=40, znaci da koeficijente razmere 25:15
treba pomnoziti sa 400/40=10. Tako su trazeni koeficijenti razmere 250:150. Za 400 kg pirinc¢a po ceni od
75 dinara po kilogramu, treba izmesati 250 kg po ceni od 90 i 150 kg po ceni od 50 dinara.

Za 25 kg brasna po ceni od 39 dinara treba koeficijente razmere 3:1 ponoziti sa 25/(3+1) =6,25. Trazeni
koeficijenti razmere su (3-6,25) : (1-6,25) = 18,75 : 6,25. Znaéi za meSavinu od 25 kg, brasna od 40 dinara
treba uzeti 18,75 kg, dok brasna po 36 dinara treba uzeti 6,25 kg.

Slozen rac¢un mesSanja
Kada imamo na raspolaganju robu sa vise od dve razlicite cene (kvaliteta) i treba da napravimo
meSavinu tih roba koja ¢e imati neku zahtevanu cenu koristimo slozeni ra¢un mesanja.

Cena mesavine, obavezno mora biti manja od cene najskuplje robe, a veéa od cene najjeftinije robe, da
bismo problem meSanja bio resiv. Za razliku od prostog racuna mesanja gde je resenje (trazena razmera
po kojoj vrsimo mesanje) bila jedinstvena, kod slozenog ra¢una mesanja imamo vise resenja. To $to imamo
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viSe razli¢itih razmera po kojima mozemo da izvrS§imo meSanje, a da je zadovoljen zahtev za cenu mesavine,
pruza moguénost dodatnih zahteva u slozenom rac¢unu mesanja.

Metoda reSavanja slozenog ra¢una meSanja se svodi na viSestruku primenu prostog rac¢una meSanja.
Objasnimo to na primeru.

Primer. Trgovinsko preduzeée ima na lageru pasulj “tetovac” po ceni od 120, 135 i 150 dinara po kilogramu.
Kupac zeli 3 tone pasulja po ceni od 130 dinara po kilogramu. Na koji na¢in trgovinska firma treba da
napravi meSavinu raspolozivih pasulja tako da zadovolji kupca i da pri tom proda Sto viSe pasulja cija je
cena 120 dinara po kilogramu?

Resenje. Da nema dodatnog uslova da u mesavini koristimo $to viSe pasulja po ceni od 120 dinara, problem
bismo mogli resiti na tri nacina.

Prvi na¢in je kada se koriste samo pasulji po ceni od 120 i 135 dinara po kilogramu za mesSavinu.
Koeficijente razmere bismo odredili na isti na¢in kao i kod prostog racuna mesanja. Odgovarajuéi racun je
dat u prvoj tabeli, oznacenoj sa A. Dobijeni koeficijenti razmere su 5:10 = 1:2, §to zna¢i da u 3 kilograma
meSavine imamo 1 kilogram po ceni od 120 i 2 kilograma po ceni od 135 dinara.

A B

c. T. 120 135 c. T. 120 150
c. m. 130 c. m. 130

k. r. 5 10 k. r. 20 10

Drugi nacin je da mesamo samo pasulj po ceni od 120 dinara sa pasuljem po ceni od 150 dinara. Odgo-
varajudi koeficijenti razmere 20:10 = 2:1 su dati u tabeli B. Znaéi od 3 kg pasulja 2 uzimamo po ceni od
120 i 1 kilogram po ceni od 150 kilograma. Ovaj drugi na¢in je povoljniji u odnosu na prvi jer u mesavini
ima 2/3 pasulja po ceni od 120 dinara, dok kod prvog reSenja u mesavini imamo samo 1/3 pasulja po ceni
od 120 dinara.

Tredi nacin je kombinacija prva dva nac¢ina. MeSavinu pravimo od svih raspolozivih pasulja. Preciznije,
vrsi se spajanje prve meSavine (prvo resanje) i druge mesavine (drugo reSenje). Koeficijenti razmere, na
osnovu kojih ¢emo uzimati prvu i drugu meSavinu mogu biti proizvoljni. Ako bismo bili 1:1, razmera po
kojoj bismo mesali pasulje po cenama od 120, 135 i 150 dinara bismo bila (142):2:1 =3:2:1. Na ovaj nacin
bismo u 6 kg meSavine imali polovinu (%) pasulja po ceni od 120 kg. Da se radi o polovini meSavine mogli
smo da zaklju¢imo i na osnovu toga Sto smo uzeli: pola mesavine (3 kg) kombinujuéi pasulj od 120 i 135
dinara (u toj kombinaciji ima 1/3 pasulja po ceni od 120 dinara) i pola mesavine (3kg) pasulja od 120 i 150
dinara (u kojoj je 2/3 pasulja po ceni od 120 dinara), tj. % . % + % : % = %

U okviru treéeg reSenja imamo bezbroj razlicitih resenja (razmeru po kojoj ¢emo mesati pasulje sa tri
cene), jer na proizvoljan na¢in mozemo birati koeficijente razmere na osnovu kojih éemo spojiti prvo i drugo
reSenje.

Jedno od tih reSenja je dato u tabeli C. U njemu smo uzeli 15 kilograma prve mesavine (5:10) i 30 kg
druge mesavine (20:10), znaci koeficijenti razmere spajanja prva dva reSenja su 1:2, tako da u ovom resenju
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. 1 1 2 2_5 . . .
imamo 5 - 3 + 5 - 5 = § pasulja po ceni od 120 dinara.

Zaista, u tabeli C (kod koje smo obrnuli vrste i kolone u odnosu na prethodne tabele), resenje je razmera
25:10:10= 5:2:2, u ¢ijem odnosu treba redom da mesamo pasulje od 120, 135 i 150 dinara.

C c. r. | c. m. | koef. razmere
120 512025 (5)
130
135 10 10 (2)
150 10 | 10 (2)

Bez obzira na koji nacin bismo u tre¢em reSenju kombinovali prva dva reSenja uvek bismo u meSavini
procentualno manje imali pasulja od 120 dinara po kilogramu nego kod drugog reSenja, gde je njegova
zastupljenost 66%. Dakle, optimalno resenje je da pasulje po ceni od 120 i 150 dinara pomesamo u odnosu
2:1. Tri tone trazene mesSavine po ceni od 130 dinara za kupca obezbedujemo mesanjem 2000 kg pasulja po
120 i 1000 kg pasulja po 150 dinara.

Tlustrujmo slozen ra¢un mesanja na jo$ nekoliko primera.

Primeri.

1. Kako treba pomesSati tri vrste vina po ceni od 60, 75 i 80 dinara, da bismo dobili 70 litara vina po ceni
od 70 dinara po litru?

2. Raspolazemo sa brasnom po ceni od 14, 18, 22 i 24 dinara po kilogramu. Napraviti meSavinu 100 kg
brasna, od svih raspolozivih, po ceni od 20 dinara, tako da u mesSavini bude minimalno zastupljeno brasno
po ceni od 14 dinara. Brasna po ceni od 24 dinara imamo na rapolaganju 20 kilograma, ali zelimo da svu
koli¢inu upotrebimo u mesSavini. Brasna po ceni od 18 dinara imamo samo 50 kg, dok ostalog brasna imamo
u dovoljnim koli¢inama.

3. Legirano je 15 g zlata od 14 karata i 15 g zlata od 20 karata. Po koliko grama zlata od 16, 20 i 22 karata,
treba dodati ve¢ dobijenoj leguri, ako se zeli dobiti zlato od 18 karata?

Resenja.

1. Problem éemo resiti tabelarno. U prvoj koloni piSemo cene vina u rastuc¢em redosledu. U drugoj koloni
je cena meSavine smeStena u vrstu izmedu njoj nablizih cena vina. Treéa, Cetvrta i peta kolona sadrze
koeficijente razmere u ¢ijem odnosu mozemo mesati vina da dobijemo vino po ceni od 70 dinara. Koeficijente
razmere racunamo unakrsno. Tako smo u trecoj koloni, koeficijent 5 izrac¢unali kao 75—70, a koeficijent 10
kao 70—60. To znaci da vina po ceni od 60 i 75 dinara treba mesati u razmeri 5:10. Sli¢no, u ¢etvrtoj koloni
vidimo, da vina po ceni od 60 i 80 dinara treba mesati u razmeri 10:10.
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cene robe | cena mes. | koef. razmere
60 5110 15
70
75 10 10
80 10 10

Peta kolona je zbir treée i éetvrte §to znaci da vina po ceni od 60, 75, i 80 dinara mozemo'* mesati u razmeri

15:10:10. Kako je 154+10+10=35, a nama treba 70 litara meSavine, pomnozimo koeficijente razmere sa 2,
Sto daje razmeru 30:20:20. Dakle, jedno reSenje je da pomesamo 30 litara vina po ceni od 60 dinara, 20
litara po ceni od 75 dinara i 20 litara po ceni od 80 dinara.

2. Brasno po ceni od 14 dinara po kilogramu mozemo mesati ili sa brasnom po ceni od 22 ili sa brasnom po
ceni od 24 dinara po kilogramu.
U tabeli su dati odgovarajuci koeficijenti razmere za dozvoljene meSavine po dva brasna:

cene brasna | cena mes. | koef. razmere
14 2 4
18 2 4
20
22 6 2
24 6 2

Da bismo ispostovali zahtev da koristimo $to manje (a da ga ipak koristimo) brasna po ceni od 14 dinara,
bolje je da ga mesamo sa brasnom od 22 dinara (videti tabelu, odgovarajuca razmera je 2:6, u odnosu na
razmeru 4:6 za meSavinu od 14 i 24 dinara). Kako sva brasna treba da uéestvuju u mesavini brasno po ceni
od 24 dinara moramo pomesati sa brasnom po ceni od 18 dinara, jer ne mozemo posti¢i cenu od 20 dinara
ako ga meSamo sa brasnom po ceni od 22 dinara. MeSavina brasna po ceni od 18 i 24 dinara je u razmeri
4:2. Od ove meSavine moramo da napravimo 60 kilograma, da bismo upotrebili svo brasno (20 kg) po ceni
od 24 dinara. Time smo potrosili i 40 kg po ceni od 18 dinara i ostalo nam je jos samo 10 kg brasna po ceni
od 18 dinara. Da bismo $to manje koristili mesavinu od 14 i 22 dinara, preostalih 40 kilograma, koliko nam
jos treba do 100 kg zahtevane koli¢ine brasna po 20 dinara, napravimo §to vise kombinujuéi brasna od 18 i
22 dinara. Njihova razmera je u odnosu 2:2=1:1. Znaci, jos 20 kg meSavine ¢emo napraviti od 10 kg brasna
po 18 i 10 kg brasna po 22 dinara. Sada imamo 80 kg meSavine po ceni od 20 dinara, i potrosili smo svo
brasno od 18 i 24 dinara. Jo§ 20 kg moramo napraviti od brasna po 14 i 22 dinara u odnosu 2:6=1:3, Sto
znaci da ¢emo uzeti 5kg po ceni od 14 dinara i 15 kg brasna po ceni od 22 dinara.

Jedinstveno reSenje je napraviti meSavinu brasna: 5 kg po 14 dinara, 50 po 18 dinara, 25 kg po 22 dinara
i 20 kg po 24 dinara.

1Podsetimo se da je dozvoljeno da skratimo koeficijente pa da ih onda saberemo, ili da ih prosirimo sa bilo kojim brojem pa
onda da ih saberemo, a da meSavina od tri vina opet bude po ceni od 70 dinara.
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3. Ve¢ napravljena legura od 30 g je od 17 karata. Napravimo tabelu:

karati | kar. mes. | koeficijenti razmere
16 2 2-7,5=15
30 g. 17 41 4-75=30
18
20 2 2-75=15
22 111-75=175

U trecoj koloni smo legirali zlato od 16 i 20 karata u razmeri 2:2, a u ¢etvrtoj smo legirali ve¢ napravljenu
leguru od 17 karata sa zlatom od 22 karata u razmeri 4:1. U petoj koloni su spojene ove dve legure iz trece
i cetvrte kolone, i dobijeni su koeficijenti razmere 2:4:2:1, po kojima treba legirati zlato od 16, 17, 20 i 22
karata. Da bismo koristili svih 30 g zlata (ve¢ napravljene legure) od 17 karata, sve koeficijente razmere
smo pomnozili sa brojem 7,5. Kona¢no resenje je da izvrsimo legiranje 15 g zlata od 16 karata, 15 g zlata
od 20 karata, 7,5 g zlata od 22 karata sa ve¢ napravljenih 30 g legure od 17 karata.

3.3.2 Pravilo trojno - proporcija

Matematicki problem koji svodimo i reSsavamo pomoc¢u proporcije u kojoj imamo jednu nepoznatu i
tri poznate veli¢ine nazivamo prosto pravilo trojno. Sam problem obi¢no izrazavamo jednom uslovnom
reCenicom. Recimo, ako za 50 kg pSenice platimo 325 dinara koliko ¢emo platiti za 15 kg pSenice? Neka je
sa x oznacena cena 15 kg pSenice. Sa jedne strane proporcije, piSemo odnos kg pSenice, a sa druge, odnos

njihovih dinarskih cena:
325-15

= 97,5 dinara.

Kod postavljanja proporcije moramo da vodimo ra¢una da li su veli¢ine direktno ili obrnuto propor-
cionalne. Na primer, ako 5 kg jabuka kosta 50 dinara, onda ¢e wveca kolic¢ina jabuka koStati proporcionalno
vise, a manja koli¢ina jabuka proporcionalno manje - i to je direktna proporcija. Medutim, ako jedan posao
obavi 5 radnika za 50 dana, tada ¢e vecem broju radnika trebati proporcionalno manje, a manjem broju
radnika proporcionalno vise dana za isti posao. Ovog puta, broj radnika i broj radnih dana su u obrnutoj
proporciji. Ilustrova¢emo obrnutu proporciju na sledeé¢em primeru.

50 : 15 = 325 : x. Iz ove proporcije je jasno da je x =

Primer: Izvesna koli¢ina hrane podmiruje potrebe 90 ljudi za 15 dana. Koliko dana ¢e ista koli¢ina hrane
posluziti za ishranu 135 ljudi, ako su obroci isti?

Resenje: U ovom slucaju vedi broj ljudi moci ¢e da se hrani manji broj dana, pa je u pitanju obrnuta propor-
cija odnosa broja ljudi i broja dana njihove prehrane 90 : 135 = z : 15. Tako je broj dana prehranjivanja
90 - 15
135 ljudi jednak z = —— = 10.
judi jednak x 135

Kada tri poznate veli¢ine nisu eksplicitno izrazene, ve¢ moramo da ih dodatno ra¢unamo pomocu vise
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datih vrednosti, govorimo o slozenom pravilu trojnom.

Primer: Kopanje Sanca duzine 12m, Sirine 6m, dubine 4m staje 48000 dinara. Koliko ¢e dinara stajati
kopanje Sanca duzine 14m, Sirine 3m, dubine 6m?

Regenje: Umesto da dubinu, §irinu i duzinu $anaca posebno tretiramo izra¢unaéemo njihove zapremine u m3:
12-6-4 =288 1 14-3-6 = 252. Kako se zapremine Sanaca proporcionalno odnose ceni njihovog iskopavanja,

48000 - 252
sledi 288 : 252 = 48000 : z, odakle je z = ————

o i 288
zapremine je 42000 dinara.
Takode i sledeé¢i zadatak ima vise od tri poznate vrednosti koje mozemo sazeti u tri vrednosti.

= 42000. Dakle, cena iskopavanja Sanca manje

Primer: Neki posao obavi 30 radnika za 27 dana uz 8 ¢asova dnevnog rada. Koliko ¢e dana biti potrebno da
taj posao zavrse 24 radnika, ako rade po 9 ¢asova?

Regenje: U ovom primeru umesto da uporedujemo odnose radnika, sati i dana, uporedi¢emo odnos broja
radnih dana (taj odnos moramo zadrzati jer u njemu figuriSe nepoznata veli¢ina) i odnos ukupnog broja
dnevnih radnih sati za cele grupe radnika. Grupa koja radi 27 dana odradi dnevno 30-8= 240 sati, a druga
grupa radi dnevno 24 - 9=216 sati. Kako je u pitanju obrnuta proporcija imamo 240 : 216 = x : 27, odakle

240 - 27
56 30 dana.

Sazimanje poznatih vrednosti ponekad mora delimi¢no da ide i uz nepoznatu vrednost. Sledi primer.

je x =

Primer: Put dug 6 km, sirok 4m, debljine 0,4m, izradi 120 radnika za 24 dana uz radno vreme od 8h dnevno.
Koliko ¢e dana morati raditi 150 radnika po 6h dnevno, ako je potrebno da se izradi put dug 5 km, Sirok
5m, debljine 0,5m?

Regenje: Najjednostavnije je da uporedimo odnos zapremina puteva sa odnosom ukupnog broja radnih sati
izrade. Zapremina prvog puta je 6000-4-0,4=9600 metara kubnih. Drugi put je zapremine 5000-5-0, 5=12500
metara kubnih. Za 120 - 24 - 8=23040 c¢asova se izgradi prvi, a za 150 - z - 6=900 -x Casova drugi put.

Kako za veéu zapreminu treba vise sati imamo proporciju 9600 : 12500 = 23040 : (900 - x), odakle je
23040 - 12500 33 3 d
=—— =33, ana.

9600 - 900

3.3.3 Visestruko pravilo trojno

Kada se neka radnja (proces, posao... ) zapocne sa jednim odnosom vrednosti, a nastavi sa drugim
odnosom vrednosti onda dva puta moramo primeniti pravilo trojno. Sto je viSe promena odnosa vrednosti
imamo viSe primena pravila trojnog.

Primer: Planirano je da izvestan posao obavi 25 radnika za 60 dana. Posao je poceo 1. aprila, ali samo sa
15 radnika. Posle 30 dana dode na posao jos 20 radnika. Kog datuma ¢e posao biti zavrSen, ako se radi
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svakog dana?

ReSenje: Prvi zadatak koji se namece je: ako neki posao uradi 25 radnika za 60 dana za koliko dana ¢e ga
uraditi 15 radnika? Neka smo sa x oznagdili nepoznati broj dana. Iz obrnute proporcije odnosa broja radnika
i broja dana imamo 25 : 15 = = : 60. Tako je potrebno x = 25-60/15 = 100 dana. Medutim, radnici su
radili 30 dana, pa bismo preostali posao uradilo njih 15 za 70 dana. Zbog promene situacije, (broja radnika)
imamo drugi zadatak: ako preostali posao 15 radnika obavi za 70 dana za koliko dana ¢ée preostali posao
obaviti 35 radnika? Sada je obrnuta proporcija 15 : 35 = z : 70, odakle je x = 70 - 15/35 =30 dana. Dakle,
posle 30 dana njih 35-toro mora raditi jos 30 dana. Od 1. aprila 60-ti dan je 30. maj, kada ¢e biti zavrsen
posao.

3.4 Verizni racun i racun podele

Kada prelazimo iz jednog sistema jedinica na drugi pogodno je da koristimo verizni racun. Ako imamo
niz jednakosti koje pocinjemo (ili zavrsavamo) sa jednostavnom jednac¢inom sa jednom nepoznatom tako da
ciklicno (kruzno) nadovezujemo iste merne jedinice (kg, m, dinare $, 1, t... ), onda govorimo o veriznom
racunu. Na primer, zadatak u kome zelimo da izra¢unamo koliko dinara kosta 100 m platna, ako smo u
Londonu 3 jarda tog platna platili 1800 penija? Da bismo sa jarda (yd) i penija (d) presli na metre i dinare,
moramo znati jednakosti prelaska: 12 yd =11mi240d =1 £1 1 £(funta sterlinga) = 95 dinara. Sad treba
samo poredati jednakosti i jednu jednacinu tako da se nadovezuju iste jedinice mere:

x dinara = 100m

11m =12 yd
3 yd = 1800 d
240d =1 £

1 £= 95 dinara
Kako sa leve i desne strane imamo jednake (isto vredne) veli¢ine ako izmnozimo sve leve i sve desne
vrednosti opet ¢emo dobiti jednake velicine:
zdin-1lm-3yd-240d -1 £=100m - 12 yd - 1800 d - 1 £- 95 din. Kako se sve jedinice nalaze i na levoj
i na desnoj strani jednacine (posledica njihovog nadovezivanja) mozemo ih sve skratiti i izraziti nepoznatu

vrednost
~100-12-1800-1-95  10-300-95

11-3-240-1 11
Tako smo izracunali da sto metara engleskog Stofa kosta 25909,09 dinara.

= 25909, 09.

Zaklju¢ak: Sam postupak mozemo pojednostaviti tako Sto jedinice mere neéemo pisati u jednakostima i
polaznoj jednacini, ali éemo voditi racuna da ih nadovezujemo, i da po¢nemo i zavrsimo sa istom jedinicom
mere. Zatim, nepoznatu promenljivu ra¢unamo tako $to pomnozimo sve brojeve sa desnih strana jednakosti
i podelimo ih sa proizvodom svih brojeva sa leve strane.

Jednostavnije zadatke iz pravila trojnog takode mozemo reSavati pomocu veriznog racuna. Recimo, ako
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reSavamo koliko dinara staje 25 kg krompira ako 18 kg staje 252 dinara? Pomocu, proporcije, odnosno,
pravila trojnog, kilogrami krompira su direktno proporcionalni ceni krompira, sledi da je 25 : 18 = x : 252,
odakle bismo izracunali cenu (x) 25 kg krompira. Sa druge strane, pomoc¢u veriznog racuna mozemo napisati
jednu jednacinu i jednu jednakost:

x din = 25 kg

18 kg = 252 din, odakle je x = (25-252) : 18 = 350 dinara. Ovo bismo bio ujedno i primer najprostijeg
veriznog racuna sa 3 poznate (inace bismo mogao da figurise veéi neparan broj poznatih) i jednom nepoz-
natom vrednoScu.
Napomena: Obratite paznju da problem pravila trojnog u kojem imamo obrnutu proporciju ne mozemo
resiti veriznim ra¢unom.
Racun deobe

Rac¢un deobe nastaje u situacijama kada kolicinu K, K > 0, treba podeliti nan > 2 (n € N') delova,

odnosno
a) K=K +Ky+..+K,
tako da se zadovolji zadati odnos
b) Ki:Ky:..:K, = p1:pa:..:pn,
gde su svi brojevi K; i p;, za i =1,2...n, veéi od nule.
To znaci da u opstem slucaju koli¢ine K; mozemo izraziti kao

K K
c) K, = pi-A i=12.,n gdeje 0< A< —. Kada je faktor A = —, svi koeficijenti razmere p;
n n

su jednaki.
Iz a) i ¢) sledida je

K =p-A+py- At .. +p,- A=A p;
=1

Kada iz prethodne jednacine izratunamo nepoznatu vrednost faktora A i uvrstimo je u ¢) dobijemo obrazac
za racunanje koli¢ina K; tako da su ispunjeni uslovi a) i b):

2) K, =»p , 1=1,2,3..n.

[
D7,
j=1

Primeri:

1. Poljoprivredni kombinat planira 1000 hektara da zaseje kukuruzom, pSenicom i suncokretom u odnosu

13:8:4. Koliko hektara treba zasejati kukuruzom, a koliko psenicom?

. . 1000 . . :
Resenje: Kako je faktor A = Brstd- 40, imamo da kukuruzom treba zasejati 13 - 40 = 520, pSenicom
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8 - 40 = 320 i suncokretom 4 - 40 = 160 = 1000 — (520 + 320) hektara.

2. Istu vrstu posla obavljalo je 4 grupe radnika jednake kvalifikacije. Broj radnika, broj radnih dana i broj
dnevnih radnih ¢asova za svaku od 4 grupe radnika su dati u sledecoj tabeli:

grupe 1.1 2. 3. |4
broj radnika | 3 | 12| 6| 2
dani 4| 6112 3
radni sati 8| 5|10 4

Na koji na¢in sumu od 12000 dinara rasporediti grupama radnika?
Resenje: Ukupan broj sati rada redom prve, druge, trece i cetvrte grupe je 3-4-8,12-6-5, 6-12-10 i
2-3-4. Kako zarada po grupama mora biti proporcionalna sa ukupnim vremenom njihovog rada koeficijenti
razmere su ukupni brojevi sati rada po grupama.

12000din
Tako je faktor A =
Ao Je Taktor 12 (8 + 30 + 60 + 2)

3-4-8-10din = 960 din, 12-6-5- 10 din = 3600 din, 6-12-10-10 din = 7200 dini 2-3-4-10 din = 240
din.

= 10 din. Zarada koju ¢e redom dobiti 1, 2, 3. i 4. grupa je

4
3. Izvesnu sumu su podelile tri osobe. Prva je dobila treé¢inu, druga — sume, a tre¢a je dobila 100 dinara.

Koliko dinara su dobile prva i druga osoba i kolika je ukupna suma koja je podeljena?

Regenje: Oznacimo sa S polaznu sumu. Znaci prva osoba je dobila % S dinara, druga % S dinara, a treca
100 dinara. Kako je ukupna suma jednaka zbiru razdeljenog novca % S+ % S + 100 = S. Sledi 100 = S (1-
% — % ) =S % =S 2—21 Odakle je S = 50- 21 = 1050 dinara. Vidimo takode da je treéa osoba dobila
% od S. Prva osoba je dobila @ = 350 dinara, dok je druga osoba dobila % =600 dinara.

3.5 Vremenske serije

Ponekad treba zastati, osvrnuti se, analizirati proslost, da bismo bolje mogli da planiramo buducénost.

Kada na raspolaganju imamo podatke o potrosnji, proizvodnji ili prodaji neke robe ili usluga u toku
nekog vremenskog perioda (godine, meseci, dani... ) mozemo te podatke analizirati, da bismo doneli neke
zakljucke i planove za buduéi rad. Slede primeri.

Primer 1. U tabeli su dati podaci o godiSnjoj proizvodnji semenskog kukuruza Instituta za semenarstvo u
Novom Sadu u periodu od 10 godina:

| proizvodnja (t) || 3321 | 4980 | 4999 | 5330 | 4803
| godina 1993. | 1994. | 1995. | 1996. | 1997.

proizvodnja (t) || 4909 | 5200 | 5320 | 5980 | 6799 |
godina 1998. | 1999. | 2000. | 2001. 2002.‘
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Oznacimo sa y1, y2, Y3, Y4..-y10, redom proizvodnju semenskog kukuruza u 1993, 1994, 1995, 1996... 2002
godini. Iz tabele vidimo da je y2 = 4980 tona, y19 = 6799 tona... Ako Zelimo da izracunamo koliko
je procentualno povecana ili smanjena proizvodnja u nekoj godini iz razmatranog vremenskog perioda u
odnosu na neku fiksiranu godinu, koju nazivamo baznom godinom koristimo bazne indekse. Neka je yp
proizvodnja u baznoj godini, tada bazne indekse, koje oznac¢avamo sa I raCunamo po formuli:

=100, za i=1,2..m,
YB
gde n predstavlja broj godina u razmatranom vremenskom periodu. U nasem primeru n je 10.

U trecem redu sledece tabele su izracunati bazni indeksi za 1999 godinu, dok je u ¢etvrtom redu bazna
1993 godina.

godina "93. "94. "95. "96. '97.

proizvodnja (t) 3321 | 4980 | 4999 | 5330 4803
bazni ind. za '99 || 63,85 | 95,77 | 96,13 | 102,5 | 92,37
bazni ind. za 93 || 100 150 | 150,53 | 160,5 | 144,63

godina '98. ’99. "00. 01. "02.

proizvodnja (t) 4909 5200 5320 | 5980 | 6799
bazni ind. za 99 || 94,4 100 | 102,31 | 115 | 130,75
bazni ind. za '93 || 152,41 | 156,06 | 160,19 | 180,1 | 204,73

Iz baznih indeksa za 1999 godinu uoc¢avamo da je u 1993, 1994, 1995, 1997 i 1998 godini proizvodnja
semenskog kukuruza bila redom za 36,15%, 4,23%, 3,87%, 7,63%, 5,6% manja u odnosu na proizvodnju u
1999. Porast proizvodnje u odnosu na 1999 godinu je bio u sledeé¢im godinama: 1996, 2000, 2001 i 2002, i
to redom za 2,5 %, 2,31%, 15% i 30,75%.

U vrsti baznih indeksa za 1993 godinu vidimo da je najveéi porast proizvodnje semenskog kukuruza
ostvaren u 2002 godini i da je procenat uvecanja 104,73% u odnosu na 1993. Minimalno uveéanje proizvodnje
od 44,63% je ostvareno u 1997 godini.

Prosecna stopa rasta rg moze da se izrazi pomoc¢u formule

rg = (m/—ym“’” - 1) - 100,
Ymin

gde je Ymar maksimalna vrednost proizvodnje, a ¥, je minimalna vrednost proizvodnje semenskog kuku-
ruza u razmatranom periodu. Ovu formulu ima smisla koristiti kada su podaci koje analiziramo takvi da
ujednaceno, monotono rastu iz godine u godinu u razmatranom periodu (ili ravnomerno opadaju).To bismo
znacilo da je potrebno da vazi: y; < yo <y3 < yg < ... <yp. U primeru koji razmatramo to nije slucaj.
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Ako podaci ravnomerno opadaju tj. y1 > y2 > y3 > Y4 > ... > yYn, tada proseénu stopu pada proizvodnje

ps mozemo ra¢unati po formuli:
ps = (n—g/y’”m - 1> - 100.
ymaa:

U naSem primeru prose¢na godiSnja stopa rasta proizvodnje u procentima iznosi

. /6799
— (27 1) 100 = 8.2,
"s ( 3321 ) 00 =8,

Verizne indekse, koje oznacavamo sa V racunamo po formuli:

V=2 100, za i=2..n.
Yi-1
godina 1993 | 1994 1995 1996 | 1997
proizvodnja (t) || 3321 | 4980 4999 5330 | 4803
verizni indeksi ~ 149,95 | 100,38 | 106,62 | 90,11
godina 1998 | 1999 2000 2001 2002
proizvodnja (t) | 4909 | 5200 | 5320 5980 | 6799
verizni indeksi 102,2 | 105,93 | 102,31 | 112, 41 | 113,7

Verizni indeksi daju procenat povecanja (ili smanjenja u zavisnosti od podataka) u odnosu na prethodnu
godinu. Tako indeks Vi ne postoji jer podaci za 1992 godinu nisu dati u nasem primeru. Svi izracunati
verizni indeksi sem indeksa Vs za 1997 godinu su veéi od 100%, $to je posledica ¢injenice da je proizvodnja
u svim godinama sem u 1997 rasla. Ako pogledamo tabelu veriznih indeksa vidimo da je:

e proizvodnja u '94 porasla za skoro 50% u odnosu na ’93;

e proizvodnja u ’95 porasla za samo 0,38% u odnosu na ’94;
e proizvodnja u ’96 porasla za 6,62% u odnosu na ’95;

e proizvodnja u ’97 opala za skoro 10% u odnosu na ’96, itd.

Pomocu veriznih indeksa takode mozemo da izracunamo prosecnu stopu rasta ili opadanja po zajednickoj

formuli:
n

1
rps = —— ) (Vi — 100).

=2
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Na ovaj nacin je prosecna godisnja stopa rasta proizvodnje semenskog kukuruza 9,2%, tj.:

1 83
rps =5 (50 +0.446,6-10+2+6+2+12+14) = = =9.2,

Sto je za 1% vece od prosecne stope koju smo dobili po prvoj formuli za rg.

Zaklju¢ak: Kada podaci u vremenskom intervalu zadovoljavaju uslov stalnog ujednacenog rasta (opadanja)
prosecnu stopu rasta (pada) jednostavnije racunamo po formuli za rg (pg), u suprotnom bolje da koristimo
formulu za rpg.

Na osnovu prosecne stope rasta mozemo predvideti vrednost proizvodnje (prodaje, cene... ) unarednom
vremenskom periodu.

Tako bismo oc¢ekivana proizvodnja semenskog kukuruza u 2010. godini uz godisnju stopu rasta od 9,2%
bila
(1,092)% - 6799 = 13748.
Bazne i verizne indekse mozemo graficki prikazati. Graficki prikaz daje jednostavniji i bolji uvid razma-
tranih podataka. Za petogodisnji period od 1993 — 1997. (podaci y1,¥s...y5) su prikazani bazni indeksi za
baznu prvu godinu (sl. 7.b) i verizni indeksi (sl. 7.a).

|4 Verizni indeksi I Bazni indeksi
180% ¢ 180% §
140% g——— a) 140% ¢ - b)
100% §=4 : 100% §=4
60% ¢ 60% ¢
o y 2 y
—8—0—(. > —g—o—c >
P2 - NoYo»m Ve Vs

Slika 7. Graficki prikaz veriznih i baznih indeksa

Ukoliko su nam poznati bazni indeksi verizne mozemo izra¢unati na slede¢i nacin:

I.

Vi=—".100, i=2..n.

I; 4
U suprotnom ako su nam poznati verizni indeksi bazne mozemo izra¢unati po slede¢oj formuli:
I.
“+1.100, i< B
Vit
I = ¢ 100%, i=2DB

I .
— -V B
w00 07
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Objasnimo ovu formulu na slede¢em primeru.

Primer 2. U tabeli su dati verizni indeksi kojima pratimo petogodisnju prodaju Secera trgovackog preduzeca
” XYW :

| godina 1999. [ 2000. | 2001. | 2002. | 2003.
| verizni indeksi | — | 120 | 110 | 105 | 103

Iz tabele vidimo da je proizvodnja od 1999. do 2003. iz godine u godinu stalno rasla i to redom za 20%,
10%, 5% i 3%. Ako na osnovu datih veriznih indeksa hoéemo da izracunamo bazne indekse za baznu 2001
godinu, prvo kreéemo od baznog indeksa I3 = 100%, jer je to indeks bazne godine. Indekse I i I; ra¢unamo
po prvom delu formule, dok indekse I i I5 racunamo po treéem delu formule. Tako su redom:

I 100
L= 2100 = - -100 = 90,91%:
* 2T 110 »91%;
I 90,91
L =22.100 = -100 = 75, 76%;
* Ty, 120 , 76%;
I 100
= =2 Vy= — 105 = 105%:
* li= 155 Vo= 7pp 105 = 105%;
I 105
o Iy= > .Vi=_".103 = 108, 15%.

100 100

Primer 3. U toku godine prodaja SeCera je u sedmomeseénom periodu novembar — maj stabilna. Medutim,
u periodu jun — oktobar povecana je potraznja i prodaja Secera (obrada sezonskog voca, peCenje rakije,
vinarska industrija... ). Uoceno je da se potrebe za Se¢erom u periodu jun — oktobar redom poveéavaju za
16%, 13%, 17%, 32% i 23%, sto je u tabeli prikazano sa baznim indeksima za bazu u maju. Neka je prodaja
u maju u Novom Sadu iznosila 450 tona Sec¢era. Toliko su robne rezerve i obezbedile za svaki mesec u godini.
Koliko dodatno treba obezbediti Se¢era da bismo se pokrile potrebe za Seéerom u mesecima sa poveéanom
potraznjom?

godina jun | jul | avgust | septembar oktobar‘
bazni indeksi || 116 | 115 117 132 123 ‘

Ako sa 81, §9, 83, 84 1 85 oznac¢imo novosadske potrebe za Seterom redom u junu, julu, avgustu, septembru i
oktobru sledi da su dodatne potrebe za Se¢erom

5
= (5 — 450).
i=1

¢
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U ovom primeru ne moramo da ra¢unamo $; jer su nam dati bazni indeksi (da imamo verizne indekse morali
bismo ih racunati). Dovoljno je da saberemo sve procente poveé¢anja i zbir pomnozimo sa 450. Sledi da su
povecane potrebe za Se¢erom (0,16 + 0,15+ 0,17 + 0,32 + 0,23) - 450 = 1,03 - 450 = 463, 5 tona.

Na pitanje: Koliko iznosi maksimalna mese¢na potrosnja Se¢era Novosadana? Odgovor bismo bio: Mak-
simalna potro$nja se ostvaruje u septembru i iznosi 1,32 - 450 = 594 tona.

Primer 4. Istrazivacki tim Novosadskog sajma je doSao do zakljucka da u toku 5 dana ” Jesenjeg sajma lova i
ribolova” ustalilo pravilo da se broj posetilaca sajma, od petka do utorka, prvo poveéava pa zatim smanjuje
po vrednostima koje su date u tabeli:

| dan 1. 2 |3 |4 |5
| verizni indeksi | — [ 130 [ 110 | 70 | 110

To je dalo ideju upravnom odboru da ove godine cenu zakupa sajamskog prostora veze za planirani broj
posetilaca. Njihov broj oni znaju veé posle prvog dana sajma. Ako je prvog dana bilo 1233 posetilaca, koliko
ih se o¢ekuje do kraja sajma?

Oznagimo sa y1,y2,y3,y4 1 ys broj posetilaca 1, 2, 3, 41 5. dana sajma. Znaci y; = 1233. Iz formule za
verizne indekse imamo:

Yi—1 .
i e . ‘/i’ = 2, 3 5
Y 100 ! "
odnosno
1233
o yo = ng Vo= = 130 = 1603,
1603
o y3 = fg% Vs = S+ 110 = 1763,
1763
.mzﬁ%quiﬁ~m:1%&
1234
o ys = fg% Vs =g - 110=1357.

5
Ukupan planirani broj posetilaca sajma je Z y; = 7190.
i=1

3.6 Teorijska pitanja

3.60. U direktnoj proporciji pri povecanju jedne veli¢ine smanjuje se druga. 1

3.61. Ukupan prinos po hektaru na jednoj parceli u toku godine je u direktnoj proporciji sa koli¢inom
i kvalitetom agrotehnickih mera primenjenih na toj parceli.
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3.62. Ukupan broj studenata koji su u januarskom roku 2006. izasli na ispit iz Matematike je u
direktnoj proporciji sa njihovim znanjem iz Matematike.

3.63. Broj izlazaka studenta na ispit iz Matematike je u direktnoj proporciji sa njegovim znanjem iz
Matematike.

3.64. Ako paor ima 100 ha obradive zemlje i proizvodi samo krompir i kukuruz, tada su njegova
proizvodnja krompira i kukuruza direktnoj proporciji.

‘ 3.65. Obrnuta proporcija se moze resiti preko veriznog racuna.

‘ 3.66. Broj koka nosilja i broj jaja su u direktnoj proporciji na farmi jaja.

3.67. Proporcija je jednakost dve trorazmere.

3.68. Procenat klijavosti nekog semena je u obrnutoj proporciji sa brojem izniklih biljaka.

3.69. Ukupan broj cvetova u toku godine na stablu hibiskusa je u direktnoj proporciji sa koli¢inom
nege prema hibiskusu.

‘ 3.70. Broj sadnica po hektaru u obrnutoj je proporciji sa rastojanjem medu sadnicama.

‘ 3.71. Broj sadnica po hektaru u voénjaku u obrnutoj je proporciji sa medurednim rastojanjem voca.

‘ 3.72. Broj radnih sati i povrSina obradenog zemljiSta su u direktnoj proporciji.

‘ 3.73. Broj radnih sati i broj radnika za poznatu koli¢inu posla su u direktnoj proporciji.

‘ 3.74. Cena robe je obrnuto proporcionalna koli¢ini robe x na slobodnom trzistu.

‘ 3.75. Prinos oraha po hektaru je u obrnutoj proporciji sa prose¢nim prinosom oraha po stablu.

3.76. U direktnoj proporciji su visina sobne temperature zimi i koli¢ina vode potrebne za zalivanje
hibiskusa.

‘ 3.77. Cena buketa ruza i broj ruza u buketu su u direktnoj proporciji.

3.78. Gazdinstvo koje jedne godine proizvodi samo kukuruz i pSenicu, proizvodi ih u obrnutoj pro-
porciji.

3.79. U susnom periodu broj dana zalivanja i povrSina koju zalivamo su, uz ograni¢enu koli¢inu vode,
u direktnoj proporciji.

3.80. Ako je na farmi tovnih pili¢a stalan broj pili¢a, onda su koli¢ina tovne hrane i broj dana njihovog
hranjenja u direktnoj proporciji.

3.81. Neka je broj konja na ergeli stalan, tada su koli¢ina stoéne hrane i broj dana njihovog hranjenja
u obrnutoj proporciji.

3.82. Neka je period tova svinja na farmi odreden, tada su koli¢ina stoéne hrane i broj tovljenika u
direktnoj proporciji.

3.83. Neka je koli¢ina stotne hrane na farmi koza fiksirana, tada su broj koza i broj dana njihovog
hranjenja u obrnutoj proporciji.

_|
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3.84. Neka je jedan ciklus hranjenja koza na farmi fiksiran, tada su koli¢ina sto¢ne hrane i broj koza
u ciklusu u obrnutoj proporciji.

3.85. Neka je broj ovaca na farmi stalan, tada su koli¢ina sto¢ne hrane i broj dana njihovog hranjenja
u direktnoj proporciji.

3.86. Neka je koli¢ina hrane na farmi ovaca fiksna, tada su koli¢ina ovaca i broj dana njihovog hranjenja
u direktnoj proporciji.

3.87. Neka je koli¢ina stotne hrane na farmi koka nosilja fiksna, tada su broj koka i broj dana njihovog
hranjenja u obrnutoj proporciji.

3.88. Neka ”Pipiko” ima jednaku dnevnu nabavku pile¢eg mesa i proizvodi samo pileée virsle i pileéi
parizer, tada su dnevna proizvodnja pile¢ih virsli i pileteg parizera u direktnoj proporciji.

3.89. Ako mlekara pravi samo fetu i gaudu i ima uvek jednaku mese¢nu nabavku mleka, tada su
mesecna proizvodnja fete i gaude u direktnoj proporciji.

3.90. Ako zalivamo iz cisterne u kojoj je ogranicena koli¢ina vode, tada su broj dana zalivanja i veli¢ina
povrsine koju zalivamo u direktnoj proporciji.

3.91. Iz proporcije p: ¢ =a : b, za p,q,a,b € R slede proporcijep:a=q:b, (p+q):q= (a+b):b.

3.92. Iz proporcije p: ¢ =a : b, za p,q,a,b € RT slede proporcijeb:a=¢q:p,b:qg=a:p.

3.93. 1z jednakosti p: ¢ = a : b, za p,q,a,b € R slede jednakostip:b=q:a, (p+0b): b= (¢+a): a.

3.94. Iz proporcije p: ¢ = a : b, za p,q,a,b € R™ sledi proporcijab:a =p:q.

3.95. Proporcija je jednakost dve dvorazmere.

3.96. U direktnoj proporciji pri povecanju jedne veli¢ine povecava se i druga veli¢ina.

3.97. U obrnutoj (indirektnoj) proporciji pri povecanju jedne veli¢ine povecava se i druga veli¢ina.

3.98. U obrnutoj proporciji pri pove¢anju jedne veli¢ine, druga veli¢ina se smanjuje.

3.99. U direktnoj proporciji pri povecanju jedne veli¢ine smanjuje se druga veli¢ina.

3.100. U direktnoj proporciji pri smanjenju jedne veli¢ine smanjuje se i druga veli¢ina.

3.101. U obrnutoj proporciji pri smanjenju jedne veli¢ine i druga veli¢ina se smanjuje.

3.102. Problem koji se svodi na obrnutu proporciju ne mozemo reSavati veriznim racunom.

3.103. Problem koji se svodi na direktnu proporciju ne mozemo resSavati veriznim racunom

3.104. Neka je koli¢ina stotne hrane na farmi fiksirana, tada su koli¢ina sto¢nog fonda i broj dana
njihovog hranjenja u obrnutoj proporciji.

3.105. Ako imamo na raspolaganju fiksan broj kombajna za vrsidbu u jednom gazdinstvu, tada su
broj sati dnevnog rada i broj dana vrsidbe u obrnutoj proporciji.

3.106. Mesavina (legura) 100 gr zlata od 14 i 200 gr zlata od 17 karata ima 16 karata.

4 A+ AFAF A4 FF A A4 b
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3.107. Legura 300 gr zlata od 14 i 200 gr zlata od 19 karata ima 18 karata.

3.108. Mesanjem 1 t vestackog dubriva sa 20% sastojka A i 1000 kg vestackog dubriva sa 40% sastojka
A dobijamo vestacko dubrivo sa 30% sastojka A.

3.109. Mesavina 100 gr herbicida A po ceni od 30 din po gr i 50 gr herbicida B od 24 din po gr ima
cenu od 28 din po gr.

_|

3.110. Mesanjem 1 1 kruskovace sa 18% alkohola i 1 1 kruskovace sa 24% alkohola dobijamo 2 1
kruskovace sa 20% alkohola.

3.111. Mesanjem 1 dl 80% esencije siréetne kiseline sa 1 1 vode dobijamo 8% siréetnu kiselinu.

3.112. Mesavina 100 kg pasulja po 140 din i 200kg pasulja po 170 din ima cenu od 165 dinara.

3.113. Mesavina 100 kg semena trava sa 20% semena ET i 150 kg semena trava sa 80% semena ET
ima 40% semena ET.

3.114. Mesavina 1 kg semena klijavosti 90% i 1500 g semena klijavosti 85% ima 87% klijavost.

3.115. U prostom rac¢unu mesanja koeficijent razmere u meSavini za skuplju robu je jednak razlici cene
skuplje robe i cene mesavine.

oA e

3.116. Mesanjem 40 kg brasna tip-400 po ceni od 25 dinara po kg sa 100 kg brasna tip-400 po ceni
od 18 dinara po kg dobijamo brasno tip-400 po ceni od 20 dinara po kg.

_|

3.117. MeSanjem 33 novcanice od 100 dinara sa 11 novcanica od 500 dinara dobijamo 44 novcanice
sa prose¢nom vrednoséu od 200 dinara.

3.118. Ako imamo na raspolaganju 6 roba, a zahtevana cena mesavine ovih roba je izmedu 3-Ce i 2-ge
robe, tada ima 8 prostih na¢ina mesanja (po 2 od 6 roba).

3.119. Mesavina 100 1 kajsijevace po ceni od 300 din po 11 50 | kajsijevace od 240 din po | ima cenu
od 280 dinara po litri.

‘ 3.120. Cena mesavine je veéa od cene jeftinije, a manja od cene skuplje robe.

‘ 3.121. Cena meSavine je manja od cene jeftinije, a ve¢a od cene skuplje robe.

‘3.122. Mesanjem 5 dl 75% alkohola sa 15 dl destilovane vode dobijamo 45% alkohol.

3.123. U 2 1 rakije sa 50% alkohola dodato je 3 1 destilovane vode i dobijena je rakiju sa 20% alkohola.

3.124. Ako imamo na raspolaganju 4 robe, a zahtevana cena mesSavine ovih roba je izmedu 1-ve i 2-ge
robe, tada ima 3 prosta nacina mesanja (po 2 od 4 robe).

3.125. Mesanjem 3 t vestackog dubriva sa 15% N i 4,5 t vestackog dubriva sa 40% N dobijamo vestacko
dubrivo sa 30% N.

3.126. Mesanjem 140 kg brasna tip-500 po ceni od 25 dinara po kg sa 100 kg brasna tip-500 po ceni
od 18 dinara po kg dobijamo brasno tip-500 po ceni od 23 dinara po kg.
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3.127. Mesavina 200 1 jabukovace po ceni od 300 din po 1 i 50 1 jabukovace od 250 din po 1 ima cenu
od 290 dinara po litri.

3.128. Mesanjem 2 1 rakije sa 40% alkohola sa 20 dl destilovane vode dobijamo rakiju sa 20% alkohola.

3.129. Mesanjem 1 dl 80% siréetne kiseline sa 0,9 1 vode dobijamo 8% siréetnu kiselinu.

3.130. Mesanjem 1 dl 80% esencije siréetne kiseline sa 1,9 1 vode dobijamo 4% siréetnu kiselinu.

3.131. Mesavina 1 kg semena klijavosti 60% i 1500 g semena klijavosti 85% ima 75% klijavost.

3.132. U prostom ra¢unu meSanja koeficijent razmere u mesavini za skuplju robu je jednak apsolutnoj
vrednosti razlike cene jeftinije robe i cene meSavine.

3.133. Cena mesavine roba sa razli¢itim cenama je veca od cene najskuplje robe.

3.134. U prostom rac¢unu mesanja koeficijenti razmere za meSavinu su jedinstveno odredeni.

3.135. Koeficijent razmere za jeftiniju robu u prostom racunu meSanja jednak je razlici cene mesavine
i jeftinije robe.

3.136. Kod slozenog racuna meSanja meSamo 2 robe.

3.137. U prostom racunu mesanja koeficijenti razmere za meSavinu jedinstveno su odredeni ako je sem
cene meSavine zahtevana i koli¢ina meSavine.

3.138. U prostom racunu meSanja dve robe sa datim cenama koeficijenti razmere za meSavinu sa
zahtevanom cenom nisu jedinstveno odredeni bez dodatnog uslova.

3.139. U prostom racunu meSanja dve robe sa datim cenama koeficijenti razmere za meSavinu sa
zahtevanom cenom jesu jedinstveno odredeni bez dodatnog uslova.

3.140. Bazni indeksi su relativne promene, u procentima, razmatrane veli¢ine (prodaja, proizvodnja...
) u aktuelnom periodu u odnosu na prethodni period.

3.141. Bazni indeks I; ne postoji.

3.142. Bazni indeks Ig postoji i jednak je 100%.

3.143. Prose¢nu stopu rasta za podatke o prodaji koji su uredeni na sledeéi nacin 17 < yo < ... < yp,

racunamo po formuli ( »-/ In _ 1) - 100.
Y1

3.144. Verizni indeks za otkup pSenice od 102% za 2004. znaci da je otkup pSenice u 2004. manji za
2% u odnosu na 2003. godinu.

3.145. Verizni indeks za otkup Seéerne repe od 80% za 2005. znaci da je otkup Seéerne repe u 2005.
manji za 20% u odnosu na 2006. godinu.

3.146. Verizni indeks za izvoz psenice od 72% za 2007. znaci da je izvoz pSenice u 2007. manji za 28%
u odnosu na 2006.

4 F FF A4 A4 A4 4 H
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3.147. Bazni indeks za izvoz malina od 142% za godinu 2004. u odnosu na baznu 2000. znaci da je u
2004. izvoz malina porastao za 42% u odnosu na 2000.

3.148. Verizni indeks za prodaju jabuka od 133% za godinu 2003, znaci da je u 2003. prodaja jabuka
porasla za 133% u odnosu na 2002.

3.149. Verizni indeks od 350% za prodaju sadnica u oktobru znaci da je prodaja u oktobru porasla
za 250% u odnosu na septembar.

3.150. Verizni indeks za prodaju vina od 120% za godinu 2003. znaci da je u 2003. prodaja vina
porasla za 20% u odnosu na 2002.

3.151. Verizni indeks za otkup viSanja od 20% za 2006. znaci da je otkup visanja u 2006. manji za
80% u odnosu na 2005. godinu.

3.152. Bazni indeks od 70% za prodaju jabuka u januaru u odnosu na bazni novembar, znaci da je
prodaja u januaru u odnosu na novembar opala za 30%.

3.153. Neka je bazni indeks za proizvodnju I3 = 80%, to znaci da je u treéem periodu u odnosu na
bazni proizvodnja opala za 80%.

3.154. Bazni indeks za prodaju meda od 102% za godinu 2004. u odnosu na baznu 2000. znaci da je
u 2004. prodaja meda porasla za 102% u odnosu na 2000.

3.155. Verizne indekse racunamo po formuli V; = ——, j =1,2..n.

3.156. Prosec¢nu stopu rasta za podatke o prodaji koji su uredeni na sledeéi nacin 11 < yo < ... < yp,

racunamo po formuli »-¢/ In. 100.
a1

3.157. Procentnu stopu pada za 10 podataka, koji su rastuéi, ra¢unamo iz formule (? Y10 _ 1) - 100.
Y1

3.158. Vrednost "/ In je prosecna stopa rasta kada y; < o < ... < Yn_1 < Yn.
n

3.159. Bazni indeks od 50% za prodaju jaja u oktobru u odnosu na bazni januar znaci da je prodaja
u oktobru u odnosu na januar porasla za 50%.

3.160. Iz veriznih indeksa izrazavamo za koliko procenata se povecala ili smanjila vrednost proizvodnje
(prodaje... ) u razmatranoj jedinici vremena u odnosu na prethodnu.

3.161. Vrednost ( "/ y—”—l)-lOOje prosecna stopa pada podataka y; kadajey; > y2 > ... > Yp—1 = Yn.
n
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3.162. Prosec¢nu stopu pada za podatke o prodaji koji su uredeni na sledeé¢i nacin 17 < yo < ... < yg

racunamo po formuli ( +-1/ I 1) - 100.
Y1

3.163. Prosecnu stopu rasta prodaje za podatke o prodaji koji su uredeni na sledeéi nacin y; < yo <
... <y, racunamo po formuli ( *=1/ g _ 1) - 100.
Ye

3.164. Verizne indekse V' za podataka y;, i = 1,2...n ra¢unamo po formuli V; = i 100, 5 = 2...n.
Yj—1

3.165. Bazni indeks za prodaju meda od 102% za godinu 2004. u odnosu na baznu 2000. znaci da je
u 2004. prodaja meda porasla za 2% u odnosu na 2000.

3.166. Bazni indeksi su relativne promene, u procentima, razmatrane veli¢ine (prodaja, proizvodnja...)
u aktuelnom periodu u odnosu na bazni period.

3.167. Bazni indeks za baznu godinu je jednak 100%.

3.168. Ako su bazni indeksi za otkup visanja redom 120%, 120%, 120%, 120% i 100% za period od 5
godina, tada je verizni indeks V5 ~ 83, 3%.

3.169. Neka su verizni indeksi redom V5=102%, V3=150%, V4=200%, tada je za baznu tre¢u godinu
(B=3) bazni indeks za ¢etvrtu godinu jednak Iy= 50%.

3.170. Neka su verizni indeksi redom Vo=102%, V3=150%, V4=105%, tada je za baznu tre¢u godinu
(B=3) bazni indeks Iy = 66,6%.

‘3.171. Verizni indeks V; ne postoji.

3.172. Neka su verizni indeksi redom V52=102%, V3=150%, V4=205%, tada je za baznu tre¢u godinu
(B=3) I4= 205%.

3.173. Neka je u avgustu cena lubenica iz nedelje u nedelju bila redom 20, 15, 10 i 15 dinara po kg,
tada su bazni indeksi za baznu prvu nedelju redom, 100%, 75%, 50% i 75%.

3.174. Neka je u avgustu cena lubenica iz nedelje u nedelju bila redom 20, 15, 10 i 15 dinara po kg,
tada su verizni indeksi za cenu u II, III i IV nedelji, redom 75%, 66,6% i 150%.

3.175. Neka je u avgustu cena dinja iz nedelje u nedelju bila redom 20, 15, 10 i 15 dinara po kg, tada
su bazni indeksi za baznu treéu nedelju redom, 200%, 150%, 100% i 150%.

3.176. Neka je u avgustu cena krastavaca iz nedelje u nedelju bila redom 40, 30, 40 i 30 dinara po kg,
tada su bazni indeksi za baznu treéu nedelju redom: 100%, 50%, 100% i 50%.

3.177. Neka je u septembru cena bresaka iz nedelje u nedelju bila redom 150, 75 i 75 dinara po kg,
tada su verizni indeksi redom 100% i 200%.
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3.7 Osnovi finansijske matematike
3.7.1 Slozeni kamatni racun

Obra¢un kamate moguée je uraditi na dva bitno razli¢ita nacina. To su prost i sloZzen kamatni racun.
Kod prostog racuna kamata se racuna samo jednom za ceo period, dok se kod slozenog, kamata ra¢una
na kamatu i obracun se vrsi na kraju svakog obrac¢unskog perioda. Tako na primer, neka smo ulozili 1000
dinara na tri godine uz godisnju kamatu od 10% i neka se obracun vrsi godisnje. Kako je 10% od 1000
dinara 100 dinara, za tri godine prostim kamatnim racunom bismo imali 1300 dinara. Medutim, slozenim
kamatnim ra¢unom bismo u drugu godinu usli sa kapitalom od 1100 dinara na koji bismo kamata od 10%
bila 110 dinara, pa bismo u tre¢u godinu usli sa kapitalom od 1210 (1100 + 110) dinara i na kraju trece
godine uz dodavanje kamate za tre¢u godinu od 121 dinar imali bismo zavrsni kapital od 1331 dinar. Znaci
31 dinar vise kapitala nam je omogucéilo racunanje kamate na kamatu kod slozenog kamatnog racuna.

Kapitalisanje predstavlja obracun kamate i njeno dodavanje na prethodni kapital. Tako kod slozenog
kamatnog racuna imamo viSe kapitalisanja, dok kod prostog kamatnog rac¢una imamo samo jedno kapital-
isanje. Na osnovu duzine obracunskog perioda kapitalisanje moze biti godiSnje, polugodisnje, tromesecno
(kvartalno), mese¢no i kontinuirano (neprekidno). Ako se kamata obra¢unava na pocetku obra¢unskog
perioda kazemo da je kapitalisanje anticipativno. Dalje u tekstu, podrazumevaéemo da je kapitalisanje
dekurzivno, odnosno da se obracun kamate vrsi na kraju obrac¢unskog perioda.

Izvedimo formulu za slozeni kamatni racun. Neka je G glavnica, odnosno suma koja se orotava uz
kamatu (interes) od p procenata po jedinici vremenskog perioda (mesec, godina... ). Ozna¢imo sa G sumu
sa kojom raspolazemo nakon proteka k jedinica razmatranog vremenskog perioda. Neka se obrac¢unski period
poklapa sa razmatranom jedinicom vremena.

Nakon proteka prve jedinice vremena (1 je glavnica G uve¢ana za kamatu na glavnicu. Sli¢no, nakon
proteka i druge jedinice vremena G» je suma iz prethodnog perioda G uveéana za kamatu na tu sumu:

G1:G+1%-G:G-(1+1%O)

=Gt 35 G = G (1 305) =0 (14 567)

= L g =G -1+ )Y=¢-(1+ £

Gz =Gt 100 Gl. ?1 F00) ¢ U 100
Tako dobijamo i da je

Na slican nacin, dobijamo opstu formulu za sumu nakon isteka n € N jedinica vremena za koju nam je
data kamatna stopa od p%:

3) Gn:G-<1+1%>n.

U formuli 3) ima 4 parametra G,G,, p i n, od kojih je suma G,, eksplicitno izrazena preko ostala 3
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parametra. Odgovarajuée formule koje eksplicitno izrazavaju G, p i n, redom su:

Gy b _ofGn G, =G

G=—Tn B _yTn 4 5= .
1+ 2" 100 G T Tt )

Prve dve formule jasno slede iz 3), dok formulu za n ra¢unamo iz 3) logaritmovanjem (videti primer 2. nize).

Mada finansijska matematika jeste oblast ¢iji su sadrzaji dominantno povezani sa bankarstvom i privred-
nim finansijama, postoje primeri njene primene van ovih grana. Neki od njih slede:

Primer 1. Neka se jedna vrsta virusa za 1 minut utrostruci (poveéa se za 200%). Posle pola sata njihovog
umnozavanja smo delovali na viruse nekim sredstvom tako da se njihov broj prepolovljuje za minut. Posle
koliko vremena ¢emo stabilizovati broj virusa na pocetnu koli¢inu?

Resenje: Ako je G kolic¢ina virusa koju imamo na pocetku, nakon pola sata povedavanja sa minutnom
“kamatom” od 200% imamo ih G(1+2)3° = G39. Sada ih smanjujemo sa “kamatom” od 50%: Gso(1—0,5)"
Sto treba da je jednako G. Sledi, G - 3%° - 0,5" = G odnosno posle deljenja sa G i logaritmovanja: 30In3 +
nln0,5 = 0. Te je n = —30In3/1n 0,5 = 30 - 1,585 = 47,55 minuta.

Primer 2. Na koliko meseci treba orociti 100 dinara da bismo se uz mesec¢nu kamatu od 7% dobila suma od
1000 dinara?
Regenje: Logaritmujmo!® obe strane jednacine 1000 = 100 - 1.07", po nepoznatoj n. Koristimo osobine
logaritma:

log(a - b) = loga + logh, za sve a,b € RT, i

loga® =b-loga, za svako a € R isvako b € R,
Sto implicira da je:
log 1000 = log 100 +n - log1.07 < n =
dobili sumu od 1000 dinara.

3—-2

——— =~ 34. Za dve godine i 10 meseci bismo od 100 dinara
log 1,07

Primer 3. 6 Neka je govedi fond Srbije 1998. godine milion grla. 60% od osnovnog fonda je predvideno za
priplod. Od predvidenog broja 90% se teli svake godine. Zna se da u proseku svaka dvadeseta krava ima
dva teleta. Godisnje ugine ili se pokolje 40% od osnovnog fonda. Koliki ¢e govedi fond biti 2001. godine u
Srbiji?

Regenje: U ovom primeru osnovni govedi fond predstavlja glavnicu G = 1.000.000. Procenat p je sada

4
procenat godiSnjeg uveéanja govedeg fonda: % = % . % + % . % . % — % = 0,167. U Srbiji ¢e
2001. godine osnovni govedi fond iznositi (formula 3)): Gs = 1.000.000 - 1,167 ~ 1.589.324 grla.

150vog puta smo zbog specificnosti brojeva (100 i 1000) u zadatku koristili logaritam sa osnovom 10, mada éemo ravnopravno
koristiti i prirodan logaritam.
5Primer preuzet iz [13].
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3.7.2 Priblizna i konformna kamatna stopa

U situacijama kada se obracunski period ne poklapa sa jedinicom vremena za koji je data kamatna stopa,
recimo kamatna stopa je godisnja a kapitalisanje je tromese¢no, moramo izra¢unati kamatnu stopu za dati
obrac¢unski period. To mozemo da uradimo na jednostavan nacin, koji nije precizan, (tacan je jedino ako
se radi o prostom kamatnom racunu), tako $to podelimo godisnju kamatnu stopu sa brojem obracunskih
perioda u jednoj godini. Na primer, ako je godisnja kamata 12% onda bismo tromesecna kamata bila 3%,
polugodisnja 6%, mesecna 1%. Kada treba racunati dnevnu kamatu onda najceSée pojednostavljujemo da
godina ima 360 dana, a mesec 30 dana.

Formulu za sumu koju dobijamo za uloZenu glavnicu G nakon isteka n, n € N, jedinica vremena za
koju nam je data kamatna stopa od p%, pri ¢emu kapitalisanje vrsimo za obracunski period koji se u jedinici
vremena sadrzi m puta imamo na osnovu formule 3):

3.0) G = G - (1+m_p100)"'m.

Izmene koje imamo u odnosu na formulu 3) su:
- kamatna stopa je umesto p % sada p/m % i
- broj kapitalisanja je umesto n jednak m - n.

Primer:

Kapital od 200000 dinara ulozen je na 7 godina. Izra¢unajte krajnji kapital, ako banka kapitalise polugodisnje
sa 18% godisnje kamate.

Regenje: U toku 7 godina ima 14 obracunskih perioda (kapitalisanja) od 6 meseci. Sestomeseéna kamata je
9%. Posle 14 kapitalisanja imamo sumu:

18
2-100

7-2
G2 = 200000 - (1 - ) = 200000 - 1,09'* = 668345,4 dinara.

Na ovaj nacin, rac¢unajuéi Sestomesecnu kamatnu stopu dobili smo viSe para nego da smo istu svotu, od
200000 dinara, orocili na isti period, od 7 godina, uz istu kamatnu stopu od 18%, a da je kapitalisanje bilo
godisnje. Pod ovakvim uslovima imali bi:

18\ . .
G7 =200000- ( 1+ T00) = 200000 - 1,18 = 637094, 78 dinara.

Ova razlika bismo bila jo§ veéa da je obracunski period bio manji.

Ako zelimo da prevazidemo ovakve “nepreciznosti” koristimo konfornu stopu. Znaéi koristeé¢i konfornu
stopu od k%, za obracunski period koji se m puta sadrzi u vremenu za koji nam je data kamatna stopa
p% treba da dobijemo isti finansijski efekat:

6 (1+y0,) =0 (v b))
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Kada podelimo sa G imamo

((14405) ") = (1+ )"

EA\™ D
14+ — =1+ —.
< + 100) + 100

Tako konfornu stopu od k%, za vremenski period koji se m puta sadrzi u periodu za koji nam je data
kamatna stopa od p%, racunamo po formuli:

k p
VA
100 * 100

Za godisnju kamatnu stopu od 18% bismo Sestomeseéna konforna kamatna stopa bila
% =1+ % —1=41,18 —1=0,086278, dok bismo tromese¢na konforna kamatna stopa bila

Sledi da osnove moraju biti jednake:

= W14 18 1= Y118 — 1 = 0,0422466354.

3.7.3 Ulaganje

Ulaganje je situacija slicna slozenom kamatnom ra¢unu sa razlikom Sto se kod slozenog kamatnog rac¢una
ulaganje vrsi samo jednom, dok se kod ulaganja ista suma ulog U ulaze na pocetku svake jedinice vremena
(mesec, godina,..) koji razmatramo. Pod pretpostavkom da je kamata po jedinici vremena p% i da razma-
tramo ulaganje koje traje n jedinica vremena, interesuje nas koliku sumu S,, ¢emo imati na kraju ulagan;j aZ

Kako na osnovu slozenog kamatnog racuna sledi da je: ulog sa pocetka dao sumu od U - (1 + %)

n—1
na kraju razmatranog perioda; ulog sa pocetka druge jedinice vremena dao sumu od U - (1 + %) na

n—2
kraju razmatranog perioda; ulog sa pocetka trec¢e jedinice vremena dao sumu od U - (1 + %) na kraju

razmatranog perioda... Ako ozna¢imo sa ¢ = 1+ %, i ako smo iza treée jednakosti dodali i oduzeli 1, a

n+1 _ 1
iza Getvrte koristili formulu za zbir prvih n + 1 ¢lanova geometrijskog niza 1+ ¢+ ¢+ ...+ ¢" = 4

g—1"~
sledi da je:

P \" p \n1 P \2 P
e () e (e ) e o ) )
S U(+100 +U-(1435) et U (L+105) +U- (14155

=U-¢"+U-¢" '+ +U - q=U-("+¢" ' +..+q+1-1)

=U. qn+17_1_1 :U.qn+1_1_Q+1
q—1 q—1 '
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Tako je posle isteka n jedinica vremena suma sa kojom se raspolaze jednaka:

gt —1

4 W = .
) S U —

Primer:

Koliko treba ulagati svake godine sa godisnjom kamatom od 12% da bismo se za 30 godina dobila suma od
40000 eura, potrebna za dvosoban stan?
ReZenje: 1z jednacine 4) sledi

q—1 0.12
S SIP. — : —
U= =1y = 40000 o Tz —
0.12
40000 - ~ 40000 -0.0037 ~ 148 cura.

1.12 - (1.1230 — 1)
Pocnite da stedite!

Iz formule 4) je ponekad potrebno izracunati n, odnosno ukupan broj uloga. Izrazimo n:

Uq
Sn(q_l)
= 4+1 =q"
Uq + q,
ln(%q_l)—l—l)
n —
Ingq

Po prethodnoj formuli reSavamo zadatke sli¢ne slede¢em:

Primer:
Koliko meseci treba ulagati 1000 dinara uz mese¢nu kamatu od 3%, da bismo se ustedelo bar 100000 dinara?
Resenje:

100000-0,03
ln( 1000-1,05 1 1) (35 +1)  In3,013

In1,03 ©0,02956  0,02956

Dovoljno je stedeti 3 godine i 11 meseci.

n =

= 46, 15.

3.7.4 Otplata duga

Otpladivanje duga je problem suprotan problemu ulaganja. Umesto da ulazemo jednake sume mi ot-
pla¢ujemo jednake rate R za pozajmljeni dug D u zahtevanom roku od n jedinica vremena sa kamatom od
p% po jedinici vremena.
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Oznacimo sa ¢ = 1 + L Pretpostavimo da se radi o periodu od n meseci.

100,
Posle prvog meseca dug je uvetan za mesetnu kamatu i nakon pla¢anja mesecne rate R aktuelni dug

iznosi
D—l—L-D—R Sto je jednako q-D—R.
100
Posle drugog meseca dug iz prethodnog meseca je uveéan za meseénu kamatu i nakon placanja mesecne
rate R aktuelni dug na kraju drugog meseca je

q-D—R—I—lz(%O-(q-D—R)—R sto je jednako ¢?-D—q-R—R.
Sli¢no, na kraju tre¢eg meseca aktuelni dug iznosi

qQ-D—q-R—R+%-(qQ-D—q-R—R), sto je jednako
@ - D—¢*> R—q-R—-R.
Na slican nacin se dobija da je dug na kraju k-tog meseca k < n jednak
¢ - D—¢*1"R—...—¢-R—R.
Na kraju razmatranog perioda od n meseci svo dugovanje treba da je otpla¢eno, odnosno aktuelni dug
je jednak nuli:

" D—¢ ' R—q¢"? R—..—q¢-R—R=0
S ¢"-D=R-(¢" ' 4+¢"24+... +q+1)
n
-1
s ¢-D=R-1

Ukoliko je potrebno izra¢unati kolika je rata R koristimo sledeéu formulu:
qn+1 o qn

5 R=D-

Primer:

Pretpostavimo da je uzeta pozajmica od 40000 eura, sa godisnjom kamatom od 15 % i rokom otplate od 30
godina. Kolika je godisnja rata otplate ovog duga?
Regenje: Na osnovu formule 5) godisnja rata iznosi

1,153 — 1,150 9,932
40000 - ’ ~ 40000 -—

1,153 — 1 65,212
Nekada je potrebno izra¢unati koliko rata éemo imati ako su poznati dug, kamata i rata. U formuli 5)

broj rata je oznacen sa n. Da bismo iz formule 5) izrazili n moramo u nekoliko slede¢ih koraka transformisti
formulu dok ne budemo u mogué¢nosti da primenimo logaritmovanje. Iz 5) sledi:

~ 6092 eura.

q¢"R—R=Dq"(q—1),

¢"(R—D(¢—1)) =R,
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. R
T "R _Dg-1)
nln _IHL
1= R-Dg-1y
R
D %1

n=———.
Ing

Poslednja formula nam pomaze da reSimo sledeéi zadatak:

Primer: Firma je pozajmila 30000 dinara sa godisnjom kamatom od 8%. Dogovor je da se godisnje vraéa
6000 dinara. Za koliko godina ¢e vratiti dug?

Re3nje: Dug, D = 30000 dinara, rata R je 60000, parametar ¢ = 1 4+ 0,08 = 1,08. Stoga na osnovu formule
za broj rata n imamo

R 6000
_ In 5D _ In &566=50000:0,08 _ In 5308 _Inl,67 6.66
Ing In1,08 0,077 0,077 T

Za vracanje duga bi¢e potrebno 7 godina.

3.7.5 ResSenja uvodnih zadataka

Podsetimo se uvodnih zadataka ove glave:

1. Tosa T. je pozajmio od strica 3000 eura za kupovinu polovnog automobila. Uz mesetnu kamatu od 1%, koliko
mesecno treba da vraca stricu da bismo dug izmirio za tri godine?

2. Zelimo da se bavimo proizvodnjom mleka. Koliko krava treba nabaviti za osnovni fond da bismo nakon isteka
16 godina od osnovnog fonda dobili 500 krava ako se zna da se 95% krava oteli svake godine i da su od toga
50% zenska telad?

3. Dali za 18 godina roditelji Mile J. mogu da ustede 25000 eura za kupovinu garsonjere ako svakog meseca ulazu
50 eura uz meseénu kamatu od 1% ?

4. Za izgradnju manje vikendice na obroncima Fruske gore Peko D. je unajmio 7 radnika: 3 zidara 2 armiraca i 3
tesara. Za izgradnju je pogodena suma od 1000 eura. Zidanje je trajalo 5 dana, betoniranje 2 dana i podizanje
krova 2 dana. Na koji nac¢in Peko treba da podeli sumu od 1000 eura i isplati ove tri grupe radnika?

Resenja:

1. Za racunanje ToSine mesecéne rate koristimo formulu

n+l _ n
rR=p. L _—9
" =1
pri cemu je dug D = 3000, ¢ = 1,01 i n = 36 meseci. Sledi R = 3000 - WOITSLOI™ — 30001457143
30009212 = 3000 - 0,03488372 = 104, 65. Tako je Tosina mesecna rata 104,65 eura.
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2. Tako je potrebno je 2 godine da zensko tele postane krava, ra¢un ¢emo pojednostaviti, i rac¢ununati 1 godinu.
Prvo moramo izra¢unati procenat godiSnjeg prirasta krava. On je 0,95 - 0,5= 0.475. Iz formule za slozeni

kamatni racun
Sn =U- qn y

potrebno je da nademo ulog U koji u zadatku predstavlja pocetni kravlji fond. Broj godina n = 8 je poznat kao
i godisnja “kamata” od 47,5%. ”Sumu”, odnosno broj krava nakon isteka 8 godina zahtevamo na 500. Sledi
U = Sg/1,475% = 500/22,4 = 22, 32. Znaéi kao polazni fond bile bismo dovoljne 23 krave.

3. Mogu, jer po formuli za ulaganje

"o
Sn= Ut =2,
qg—1
imamo Sig1s = 501,010 — 50 57979 _ 50 5. 757,9 = 38273,95, sto bismo bilo dovoljno za

jednosoban stan.

4. Neka su redom K;, K5 i K3 sume koje treba dati zidarima, armira¢ima i tesarima. One se odnose isto kao i
ukupan broj radnih dana ovih grupa radnika: (3-5):(2-2):(2-3)=15:4:6. Po formuli

K, =p 1=1,2,3..n.

n

.7

i,
j=1

sledi da su zidari dobili

_ 1000  __ —
Ky =15 200 = 15. 40 = 600 eura

armiraci Ko =4-40 =160 eurai K3 =6-40 = 240 eura.

3.7.6 Zadaci
17

3.178. Raspolaze se sa rakijom od 33 i 40 gradi. Kako ih treba pomesati da dobijemo rakiju od 35 gradi.

Resenje. U odnosu 5:2 treba mesati rakiju.

3.179. Koliko litara vina od 10 maligana treba dodati na 12 litara vina od 14 maligana, da bismo se dobilo vino
od 13 maligana?

Resenje. 4 litre.

3.180. Pasulj od 100 dinara je meSan sa pasuljem od 118 dinara, pa je dobijeno 90 kg mesavine pasulja po ceni
od 110 dinara. Koliko kilograma je uzeto od svake vrste?

Resenje. Odnos je 40:50.

3.181. Ako smo imali 800 1 vina od 13,5 maligana i toj koli¢ini dodali 200 1 od 12 maligana, od koliko maligana
je mesavina?

Resenje. Mesavina je od 13,2 maligana.

17U ovom pododeljku su uglavnom koristeni zadaci iz [4] i [3], dok je veéina primera u tekstu originalna.
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3.182. Raspolaze se grozdem od 75, 78, 85, 92 i 100 dinara po kilogramu, a zZeli se mesavina od 80 dinara po
kilogramu. Posto se grozdem od 75, 78 i 100 dinara raspolaze u ve¢im koli¢inama, to je potrebno izvrsiti kombinaciju
tako da od tih vrsta Sto vise ude u mesavinu.

Resenje. Jedna razmera za meSanje bismo mogla da bude 32:25:2:5:7.

3.183. Imamo 15 kg pirin¢a po ceni od 30 dinara po kilogramu. Po koliko pirin¢a od 60, 90 i 130 dinara po
kilogramu treba dodati da bismo dobili pirina¢ od 110 dinara po kilogramu?

Resenje. Treba dodati 15, 151 112,5 kg pirinca po cenama od 60, 90 i 130 dinara.

3.184. Ako u dzezvi voda za 5 Soljice kafe provri za 3 minuta, za koliko minuta ¢e provriti voda za 7 Soljica kafe?

Resenje. Za 4 minute i 12 sekundi.

3.185. Ako je za izradu 6000m Stofa Sirine 1,4m potrebno je 2800 kg vune, koliko kilograma vune je potrebno da
bismo se izradilo 10000m Stofa Sirine 150cm?

Resenje. 5000kg.

3.186. Izrada nasipa duzine 30m, Sirine 6m, visine 4m staje 1080000 dinara. Koliko ¢e visok biti nasip duzine
25m, Sirine 7m, ako njegova izgradnja treba da staje 525000 dinara?

Resenje. Nasip ¢e biti visok 2 m.

3.187. Poljoprivredno dobro je raspolagalo hranom za 150 dana za svojih 25 krava. Posle 30 dana dobro je prodalo
8 krava. Za koliko dana ¢e dobro imati jos hrane za preostali broj krava?

Resenje. Za 176,5 dana.

3.188. Po planu neki posao obavi 30 radnika za 40 dana uz 8 ¢asova dnevnog rada. Posao otpoénu svi radnici i
rade po planu 10 dana. Tada posao napusti 15 radnika. Bez njih se radilo 5 dana. U meduvremenu, dode naredenje
da se posao mora zavrsiti u narednih 10 dana, pa je i radno vreme povecano na 10 ¢asova dnevno. Koliko treba jos
radnika uzeti da bismo posao bio zavrsen na vreme?

ReSenje. 15 radnika bismo zavrsilo posao za 60, a da bismo se posao zavrsio za 10 dana sa produzenim radnim
vremenom potrebno je jo§ zaposliti 51 radnika.

3.189. Neki posao zavrsi 12 radnika za 27 dana uz radno vreme od 6 ¢asova dnevno. Takav posao je pocet 1.
juna, ali samo sa 9 radnika, zbog ¢ega je povecano radno vreme na 9 ¢asova dnevno. Pod tim uslovima se radilo 10
dana. Tada je doSlo na posao jos 5 radnika, pa se i radno vreme smanji na 8 ¢asova dnevno. Kog datuma ¢e posao
biti zavrsen, ako je svaki dan radni?

ReSenje. Posao ¢e biti zavrsen 21. juna.

3.190. Kolicina od 120 kg grozda se moze kupiti za 14400 dinara. Koliko se dinara moze kupiti za 4800 dinara?

ReSenje. 40 kg.

3.191. Koliko funti sterlinga staje 1 engleska tona jabuka, ako kod nas 100kg vredi 3200 dinara? Znamo da je 1
engleska tona (et) jednaka 1016 kg, da je kurs 1 funte 95 dinara?

Resenje. 333,4 funte kosta engleska tona jabuka.

3.192. Koliko grama ¢istog zlata vredi SAD dolar, ako je zvani¢ni kurs za $ 52 dinara i ako je cena 1 kg Cistog
zlata 337583 dinara?

Resenje. 0,1541 grama Cistog zlata vredi 1 americki dolar.

3.193. Radnik je dobio platu od 1250 dinara nakon odbijenog samodoprinosa od 1%. Koliko je odbijeno na ime
samodoprinosa?

Resenje. Odbijeno je 12,63 dinara.

3.194. Jedno naselje danas ima 47880 stanovnika, $to predstavlja 26% vise nego pre 20 godina. Koliko je stanovnika
to naselje imalo pre 20 godina?
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Resenje. Pre 20 godina je bilo 38000 stanovnika.

3.195. U fabrici prehrambene industrije, pomesane su 54 litre 30%-tnog rastvora limunske kiseline i 36 litara
50%-tnog rastvora iste kiseline sa 15 litara ¢iste vode. Koliko procenata kiseline ima nova smesa?

Regenje. 32,57%

3.196. Jedna tredina nabavljene robe je prodata sa zaradom od 18%, jedna Sestina sa gubitkom od 5%, a ostatak
sa zaradom od 12% za 168000 din. Odrediti ukupnu nabavnu cenu, ukupnu zaradu i ukupnu prodajnu cenu celokupne
robe?

Resenje. Ukupna nabavna vrednost je 300000 din, ukupna zarada je 33500din, te je ukupna prodajna cena 333500
din.

3.197. Posle snizenja cene za 20%, roba se prodaje po 180 din. Za koliko procenata poveéati sadasnju cenu, da
bismo se roba prodavala po ranijoj ceni?

Reenje. Za 25%.

3.198. Cena robe povecana je za 20%, pa zatim jos za 5%. Za koliko procenata je ukupno povec¢ana polazna cena
robe?

Reenje. Za 26%.

3.199. Cetiri fabrike treba da ostvare meseénu proizvodnju od redom 30000t, 40000t i 80000t.

a) Sa koliko procenata svaka fabrika uc¢estvuje u ukupnom planu proizvodnje?
b) Kako je izvrsen plan, ako je ukupno proizvedeno 218000t?
Resenje.
a) Procentualno ucesée fabrika je redom 15%, 20%, 25% i 40%.
b) Plan je prebacen za 9%.

3.200. Petina nabavljene robe je prodata sa zaradom od 10%, a polovina sa zaradom od 20%. Sa koliko procenata
zarade treba prodati ostatak robe, da bismo se ostvarila ukupna zarada od 18%?

Resenje. Ostatak od 1—30 robe treba prodati sa zaradom od 20 %.

3.201. Pre 20 godina ulozeno je 35000dinara, a pre 5 godina jo§ 30000 dinara. Koliko iznosi uvecani kapital, ako
je godisnja kamata 8%?

Resenje. 207213,33 dinara.

3.202. U banku je ulozeno 60000 dinara, a 8 godina kasnije podignuto je 80000 dinara. Kojom sumom se raspolaze
25 godina od dana ulaganja ako banka racuna 24% godisnju kamatu sa polugodisnjim kapitalisanjem?

Resenje. Posle 25 godina raspolaze se sa 13568731 dinara.

3.203. Na koji iznos ée da poraste kapital od 100000 dinara, ako je ulozen za prvih 25 godina uz 4% godisnje
kamate, a slede¢ih 30 godina sa 5% godisnje kamate? Kapitalisanje je polugodisnje.

Resenje. Uvecace se na 1184242,6 dinara.

3.8 Teorijska pitanja

3.204. Kapitalisanje je obra¢un kamate i njeno dodavanje na osnovicu.

3.205. Kapitalisanje moze biti dekurzivno i anticipativno.

3.206. Dekurzivno kapitalisanje predstavlja obra¢un i dodavanje kamate na kraju obracunskog perioda.

3.207. U formuli za slozeni kamatni racun kapitalisanje se vrsi dekurzivno.

oA

3.208. U formuli za sloZeni kamatni ra¢un kapitalisanje se vrsi anticipativno.
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3.209. U slozenom kamatnom rac¢unu ulaganje se vrsi vise puta.

3.210. Kod anticipativnog kapitalisanja obrac¢un kamate vr§imo na kraju obra¢unskog perioda.

3.211. Ako je godisnja kamata 9%, onda bismo tromesecna kamata za prost kamatni racun bila 3% .

3.212. Ako je godisnja kamata 9%, onda bismo ¢etvoromesecna kamata za prost kamatni racun bila

3%.

‘ 3.213. Ulaga¢ slozenim kamatnim ra¢unom gubi u odnosu na prosti kamatni ra¢un .

3.214. U slozenom kamatnom ra¢unu ulaganje se vrsi jednom.

3.215. U prostom kamatnom ra¢unu kamatu ra¢unamo na kamatu.

3.216. U slozenom kamatnom racunu ulaganje se vrsi viSe puta.

3.217. U prostom kamatnom rac¢unu kamata pomnozena brojem obracunskih perioda se dodaje na
osnovicu.

3.218. Prostim kamatnim racunom StediSa dobija manje nego slozenim kamatnim rac¢unom.

3.219. Primenom prostog kamatnog racuna ulaga¢ dobija viSe u odosu na primenu slozenog kamatnog
racuna pod istim pocetnim uslovima.

3.220. Ukoliko u prostom kamatnom rac¢unu ima viSe obracunskih perioda, kamatu ne racunamo na
kamatu.

3.221. Kapitalisanje je dekurzivno ako obracun kamate vr§imo na kraju obra¢unskog perioda.

3.222. Primenom prostog kamatnog racunu u odnosu na primenu slozenog kamatnog rac¢una, pri
ulaganju stedise, banka dobija.

3.223. Prostim kamatnim racunom StediSa gubi u odnosu na slozeni kamatni rac¢un.

3.224. Prostim kamatnim rac¢unom dobijamo manje para nego ako koristimo slozeni kamatni racun
pod istim pocetnim uslovima.

3.225. Prostim kamatnim ra¢unom StediSsa dobija isto kao i slozenim kamatnim ra¢unom jedino ako
imamo jedan obracunski period.

3.226. Primenom prostog kamatnog racunu u odnosu na primenu slozenog kamatnog rac¢una, pri
ulaganju stediSe, StediSa dobija.

3.227. Na koliko meseci treba da ulozimo sumu S, uz mesecnu kamatu od m%, da bismo imali ustedenu

lng

S

sumu U, ra¢unamo iz: ———=——.
In(1 +m%)

3.228. Na koliko godina treba da ulozimo sumu S uz meseénu kamatu od m%, da bismo imali ustedenu

lng

S
12 -In(1 +m%)"

sumu U racunamo iz:

A4 A4 FFAF A FF B
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3.229. Koliko treba uloziti danas uz dnevnu kamatu od ¢% da bismo se po isteku n dana imala

S - q%
(14 q%)"*tt — (14 q%)"

usStedena suma .S, racuna se iz:

3.230. Koliko treba uloziti danas, uz dnevnu kamatu od ¢%, da bismo se po isteku n dana imala

S

uStedena suma S racuna se iz: ———.
(1+q%)™

3.231. Ako se ulozi suma S uz meseénu kamatu od ¢%, tada se nakon m meseci raspolaze sa
ustedevinom koja se racuna iz: S(1 + q%)".

3.232. Neka se koli¢ina mrava u Spajzu neprestano i naizmeni¢no: u periodu od 3 nedelje uvecava za
20% u toku svake nedelje, a zatim u narednih 7 nedelja smanjuje za 10% u svakoj nedelji, tada mrava
u toku duzeg vremena nece biti u Spajzu.

3.233. Neka se koli¢ina virusa V neprestano naizmeni¢no u periodu od 5 minuta uveéava za 5% u
toku svakog minuta, a zatim u narednih 12 minuta se smanjuje za 2% u svakoj minuti, tada ¢e koli¢ina
virusa V u toku vremena neogranic¢eno rasti.

3.234. Da bismo na kraju godine imali za 50% vec¢u platu, dovoljno je da se plata poveéava za 3%
svih 12 meseci.

3.235. Da bismo na kraju godine imali duplo veéu platu dovoljno je da se plata povecava za 6% svih
12 meseci.

3.236. Da bismo na kraju godine imali duplo veéu platu dovoljno je da se plata poveéava za 5% svih
12 meseci.

3.237. Neka se koli¢ina virusa neprestano naizmenic¢no u periodu od 5 minuta uveéava za 2% svakog
minuta, a zatim se u narednih 10 minuta smanjuje za 1% u svakoj minuti, tada ¢e virusi u toku
vremena nestati.

3.238. Konformnu kamatnu stopu koristimo kada zelimo da imamo isti finansijski efekat iako kapital-
isanje vrsimo u kra¢em vremenu od perioda za koji nam je data kamatna stopa.

3.239. Ako za slozeni kamatni racun, kapitalisanje vr§imo u kra¢im periodima nego S$to je period
za koji je data kamatna stopa i pri tom koristimo konformnu kamatnu stopu, isto je kao i da smo
kapitalisanje vrsili samo u periodima za koje je data kamatna stopa.

3.240. Konformnu kamatnu stopu za dan dobijenu od mesecne kamate od m% racunamo iz:

/1 +m% — 1.

3.241. Konformnu kamatnu stopu za period koji se k puta sadrzi u periodu

za koji je data kamatna stopa od s% racunamo iz /1 + ﬁ —1.
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3.242. Ako je godisnja kamatna stopa s% onda je konformna kamatna stopa za tromeseéni period
S

manja od 1.100°

3.243. Konformna kamatna stopa za ¢etvoromesecje dobijena od godisnje kamatne stope od 6% iznosi

2%.

3.244. Konformna kamatna stopa za polugode dobijena od godisnje kamatne stope od 300% je jednaka
100%.

3.245. Ako za slozeni kamatni rac¢un kapitalisanje vrsimo u kra¢im periodima nego Sto je period za
koji je data kamatna stopa i pri tom ne koristimo konformnu kamatnu stopu, StediSa gubi.

=

3.246. Konformna kamatna stopa za ¢etvoromesecje dobijena od godisnje kamatne stope od 700% je
jednaka 100%.

3.247. Konformna kamatna stopa za 6 meseci dobijena od godisnje stope od 2% jednaka je v/1,02—1.

3.248. Konformna kamatna stopa za 3 meseca, dobijena od godisnje stope od 4%, jednaka je +/1,04—1.

3.249. Konformna kamatna stopa za Cetiri meseca dobijena od godisnje kamatne stope od 3% je
jednaka 1%.

3.250. Konformna kamatna stopa za pola godine od godisnje kamatne stope od 0,21% je 0,1%.

3.251. Konformna kamatna stopa za kvartal dobijena od godisnje kamatne stope od 4% je jednaka

1%.

R

3.252. Konformna kamatna stopa za kvartal dobijena od godi$nje kamatne stope od 8% je manja od

2%.

_|

3.253. Konformna kamatna stopa omogucuje da kod slozenog kamatnog ra¢una precizno vrsimo kap-
italisanje u manjim obrac¢unskim periodima.

‘ 3.254. Konformna ¢etvoromeseéna kamatna stopa za godisnju kamatnu stopu od 3% je veéa od 1%.

3.255. Konformna tromesec¢na kamatna stopa za godisnju kamatnu stopu od 4% je veéa od 1%.

3.256. Konformna kamatna stopa za ¢etvoromesecni period dobijena od 9% godisnje kamatne stope
je manja od 3%.

3.257. Konformna kamatna stopa za mesec dobijena od godisnje kamatne stope od 3% je manja od
0,25%.

3.258. Ako je godisnja kamatna stopa p%, onda je konformna kamatna stopa za tromesecni period

manja od

4-100°

3.259. Konformna kamatna stopa za 6 meseci dobijena od godisnje kamatne stope od 4%, je manja
od 1%.
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3.260. Ako za slozeni kamatni racun kapitalisanje vrsimo u kraéim periodima nego sto je period za
koji je data kamatna stopa i pri tom ne koristimo konformnu kamatnu stopu banka gubi.

3.261. Za visestruko uzastopno ulaganje iste sume koristimo formulu za slozeni kamatni ra¢un.

3.262. Koliko treba da ulazemo pocetkom svakog meseca uz mesecnu kamatu od m%, da bismo na

S -m%
1 +m%)((1+m%)—1)"

isteku n meseci imali ustedenu sumu S, ractunamo iz:

3.263. Mesecna rata za otplatu duga mora biti manja od meseéne kamate na dug da bismo se dug
mogao vratiti.

3.264. Ako zajam Z vradamo u jednakim meseénim ratama M sa meseénom kamatom od m%, tada
InM —In(M - Z-m%)

In(1 4+ m%)

¢emo broj potrebnih rata izra¢unati po formuli:

3.265. Neka dug D vrac¢amo u jednakim meseénim ratama R sa mesecnom kamatom od p%, tada
InR

In(R— D - p%)In(1 + p%)’

¢emo broj potrebnih rata izra¢unati po formuli:

3.266. Koliko treba da ulazemo svakog dana, uz dnevnu kamatu od d%, da bismo na isteku n dana

SS - d%
1+ d%)((I+d%)" —1)°

imali uStedenu sumu SS, ra¢unamo iz:

3.267. Koliko treba da stedimo meseéno, uz meseénu kamatu od p%, da bismo na isteku n godina
S p%
(1+p%)((1+p%)'2" —1)

imali usStedenu sumu S racunamo iz:

3.268. Koliko treba da ulazemo svakog dana uz dnevnu kamatu od ¢%, da bismo na isteku n dana

S q%
(1+q%)"+ — (14 q%)

imali ustedenu sumu S racunamo iz:

3.269. Koliko meseci treba da otpla¢ujemo dug K uz mesecnu kamatu od m% i uz mesecnu ratu M
InM —In(M — K -m%)

In(1 4+ m%)

rac¢unamo iz:

3.270. Koliko meseci treba da otpla¢ujemo dug K uz mesecnu kamatu od m% i mesecnu ratu M,
InM—In(M - K- (m%+1))

In(1 4+ m%)

rac¢unamo iz:

3.271. Koliki kredit K se moze otplatiti uz meseénu kamatu od m% i mesecnu ratu M za n meseci
n, Mm%+1)" -1

racuna se iz: K = M - (m% + 1) %
m%

3.272. U formuli za racun otplate duga kapitalisanje se vrsi anticipativno.

3.273. Dug od 10000 dinara uz dnevnu kamatu od 20% i dnevnu ratu od 5000 dinara vrati¢emo za 3
dana.
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3.274. Dug od 100 dinara uz dnevnu kamatu od 50% i dnevnu ratu od 70 dinara vrati¢emo za 3 dana.

ui

3.275. Dug od 100 dinara uz dnevnu kamatu od 50% i dnevnu ratu od 70 dinara vrati¢emo za 4 dana.

3.276. Da bismo kredit mogli vratiti mese¢na kamata na kredit mora biti manja od mesec¢ne rate
otplate.

_|

3.277. Da bismo dug mogao da se vrati rata za otplatu duga mora biti ve¢a od kamate na pocetni
dug.

3.278. Dug od 1000 dinara uz dnevnu kamatu od 50% i dnevnu ratu od 500 dinara ne mozemo vratiti.

3.279. U formuli za otplatu duga kapitalisanje je vrseno dekurzivno.

3.280. Dug od 100 eura uz dnevnu kamatu od 1% i dnevnu ratu od 0,5 eura dozivotno ne¢emo vratiti.

‘ 3.281. U rac¢unu uloga ulaganje se vrsi viSe puta.

3.282. Dug od 300 dinara uz dnevnu kamatu od 3% i dnevnu ratu od 3 dinara dozivotno neéemo
vratiti.

‘ 3.283. Rate u racunu otplate duga su jednake.

=4 A A A

3.284. Dug od 1000 dinara uz dnevnu kamatu od 40% i dnevnu ratu od 700 dinara vrati¢emo za 3
dana.
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Glava 4.

4 Matri¢ni racun

U narednim poglavljima ¢e biti obradeni potrebni elementi matricnog racuna neophodni za reSavanje sis-
tema linearnih jednacina, kao i za resavanje optimizacionih problema nad sistemom linearnih (ne)jednacina.
Optimizacioni problem sa ograni¢enjima koja su sistem linearnih nejednac¢ina i jedna¢ina naziva se problem
linearnog programiranja.

Prvi od sledeéa dva primera se svodi na sistem linearnih jednacina (tri jednacine sa tri nepozante), dok
je drugi jedan problem linearnog programiranja.

Primer 1.

Koliko kuhinja tipa K1, K2 i K3 moze da se sastavi od 14 stolova, 66 stolica i 50 kuhinjskih elemenata, ako
kuhinju K1 ¢ine 4 stolice, 1 sto i 2 elementa; kuhinju K2 6 stolica, 1 sto i 4 elementa; dok kuhinja K3 ima
8 stolica, 2 stola i 8 kuhinjskih elemenata?

Primer 2.

Preduzece “Borovi”, za prevoz robe poseduje 3 kamiona nosivosti 10t u garazi G, 5 kamiona nosivosti 5t u
mestu A, i 10 kamiona nosivosti 2t u mestu B. Poznato je da se cene transporta po km odnose u razmeri
3:2:1 (cena prevoza kamiona od 2t po jedinici kilometra je 3 puta jevftinija od cene prevoza kamiona od 10t i
2 puta jeftinija od kamiona od 5t). Potrebno je izvrsiti transport 50t robe iz mesta A u mesto B. Rastojanje
izmedu mesta A i B je 40 km, izmedu A i G je 30 km i rastojanje izmedu B i garaze je 15 km. Nakon
obavljenog transporta svi kamioni moraju da se vrate u garazu. Cena prevoza praznih kamiona je duplo
jeftinija od cene prevoza natovarenih kamiona. Kako pod datim uslovima izvr§iti transport na najjeftiniji
nacin?

Resenje je (z,y,2)=(3,4,0), tj. 3 kamiona od 10t (z) i 4 kamiona od 5t (y) (#=0) treba da izvrse
transport. Funkcija cilja je funkcija cene transporta (197,5 z+ 95 y + 67,5 2)c, gde je ¢ cena transporta
punog kamiona od 2t. Ova funkcija ima minimalnu vrednost u tacki (3,4,0) za posmatrani problem.

Navedeni primeri su takvi da ih je moguée resiti i “peske” (bez odgovarajuéeg matematickog zapisa i
metoda za njegovo resavanje). Pokusajte da ih resite sada! Medutim, lako je zamisliti komplikovanije prob-
leme sli¢nog tipa koje ne bismo mogli resiti bez odgovaraju¢eg matematickog aparata. Potreban minimum
tog aparata je iznet u sledeé¢oj glavi.

87



Dr Snezana Matié Kekié

4.1 Algebra matrica

Matrica tipa m x n na skupu R je pravougaona Sema elemenata iz R sa m vrsta ¢ n kolona:

ai;p aiz2 aiz ... Qin
a21 @22 a3 ... A2p
Gml AGm2 Am3 .- Amn

Matrice oznacavamo velikim slovima latinice: A,,xpn, Bpxg..- Ako je tip matrice poznat on se ne navodi.
Kada zelimo da naglasimo elemente matrice piSemo A = [a;;], i = 1..m, j = l..n, ili [a;;]mxn, ili samo
la;j]. Kada matricu zapisujemo pomocu njenih vrsta (kolona) imamo:

ai
ag . .
A= (A =[ay ag.... ay]) pricemu je
am
alj
. a9 .
a; = [ ai1 @iz @iz.... ain), 1 =1.m, (a; = ol = 1..n).
am]'

Kvadratna matrica reda n je matrica tipa nxn. Glavna dijagonala kvadratne matrice [a;;] sadrzi elemente
ai;, 1= 1...n, dok sporedna dijagonala sadrzi redom elemente
Aln, A2(n—1)---Ai(n+1—i)---dnl-
Primer: Matrica A je kvadratna reda 2. Matrice B i C su redom tipa 3 x 21 3 x 3. Elementi sa glavne
dijagonale matrice C' reda 3 su redom 1,5,9, dok su na sporednoj dijagonali sledeéi elementi 7,5,3.

14 123
1 —-0,2
A= [ 0 O\’/i ] B=1]30 C=1456
21 789
4.1.1 Operacije na skupu matrica
Zbir matrica A i B istog tipa m x n je matrica A+ B = C = [¢ijlmxn, tako da je c¢;j = a;j + bjj

1=1..m, j=1.n.
Proizvod matrice A brojem o € R je matrica o.- A = C = [¢;;] istog tipa m X n kao ¢ matrica A, pri
cemu je ¢i; = a-a; 1 =1.m, j=1l.n.

Proizvod dve matrice A, x, ¢ Byxp na skupu R je matrica A- B = C = [¢ijlmxp, tako da je
n

Cij = Z aig - bgy i =1..m, j=1l.p.
k=1
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Primetimo da je potreban i dovoljan uslova da proizvod A - B matrica A i B bude definisan slededi:

broj kolona prve matrice = broju vrsta druge matrice

tj. (mx|n)-(n|xp)=mxp

Primer: Ilustrovaéemo prethodne tri operacije na sledeé¢im matricama:

10
12 1 5105 1 .
A:[212]’ B‘[lomo]zc_ 01
10
Tada je
6 12 6 . 10 10
A+B—[12 : 12], 5.A=B i B-C’_[QOS].

Ovde su elementi matrice B - C redom dobijeni kao: 10 = 5-1 + 10- 0+ 5- 1,10 =5- 0+ 10- 1 + 5- 0, 20
=1014+5-0410-115=10-0 4 5-1 4+ 10- 0. Proizvod matrica C - B je takode definisan jer matrica C
ima 2 kolone, a matrica B 2 vrste. Matrica C - B je kvadratna matrica reda 3. Izracunajte je.

Napomena: Proizvodi A- B i B - A matrica A i B su definisani jedino ako su tipovi matrica sledeéi: A, xn,
B, xm, za neke m,n € N. Medutim, tada je rezultat proizvoda A - B kvadratna matrica reda m, dok je
proizvod B - A kvadratna matrica reda n. Tako je za m # n uvek A- B # B - A. Sa druge strane, kada
mnozimo kvadratne matrice istog reda (m = n) u opstem sluc¢aju ne vazi komutativnost. Na primer,

1 -1 14| | —24 2 14 1 -1 _19-9
2 -2 30| | —48 30 2 -2 |3-=-3]"
Pravougaonu matricu ¢iji su svi elementi 0 nazivamo nula matrica i oznacavamo sa O, dok kvadratnu

matricu ¢iji su elementi na glavnoj dijagonali 1, a ostali 0, nazivamo jediniéna matrica i oznacavamo'® sa
1. Razlozi za nazive jedini¢na i nula matrica slede iz ¢injenice da vazi:

AT=T-A=A i A+0=0+A=A,

za svaku matricu A koja je istog reda kao I, odnosno istog tipa kao O. Znagi, I je jedinica za mnozenje, a
O je neutralni element za sabiranje matrica.
Kada je potrebno naglasiti red n matrice piSemo I,, odnosno Oy, xp.

100 888
I3 = 1 010 |, O3x4 = 000
001 000

18Koristi se i oznaka E odnosno E, za jediniénu matricu reda n.
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Dijagonalna matrica je matrica koja jedino na glavnoj dijagonali ima elemente razli¢ite od nule.
Jedini¢na matrica je specijalna dijagonalna matrica. Trougaona matrica ima sve elemente ispod glavne
dijagonale jednake 0, Sto implicira da je dijagonalna matrica specijalan slucaj trougaone.

Osobine operacija na skupu matrica

Za svake tri matrice, za koje su navedeni proizvodi definisani i za svaki broj o € R vaZi:

1. (A-B)-C=A-(B-C), asocijativnost;

2. A-I=1-A=A;

3. (A+B)-C=A-C+B-C, desna distributivnost;
4. C-(A+B)=C-A+C-B, leva distributivnost;
5. a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B).

Oznadimo sa My, «xn, skup svih matrica tipa m xn na skupu R. Mada sa istim znakom + oznacavamo
i operaciju sabiranja realnih brojeva i operaciju sabiranja matrica, dok sa - ozna¢avamo ¢ak tri razlicite
operacije smatramo da do zabune ne moze doéi. Kada razmatramo strukturu (M, «n,+, ), pod operacijom
- podrazumevamo mnozenje matrica iz M, «xn, brojem iz R. Na skupu matrica M., «, su operacije sabiranja
matrica i mnozenja matrica brojem zatvorene, $to nije slucaj sa operacijom mnozenja dve matrice. Dodatne
osobine koje su zadovoljene na strukturi (M, xn, +, ) su precizirane slede¢om teoremom:
Za sabiranje matrica © mnoZenje matrica realnim brojem vaZe sledece osobine:

1. (VA,B,C € Myxn) (A+B)+C =A+ (B+C), asocijativnost
2. (VA,Be My,xn) A+ B =B+ A, komutativnost
3. VAeMpxn) A+0=0+A=A, (30 € Mpxn)

postoji neutralni element

4. (VA € Muxn) (A=A € Mysn) A+ (—A) = (—A) + A= 0O,

postoji inverzni element

(VA,B € Mpxn) VaeR) a- (A+B)=a-A+«a-B, distributivnost
(VA € Mpxn) Vo, BeR) (a+8)-A=a-A+ (- A, distributivnost
(VA € Mpxn) (Va, BER) (a-B) - A=a-(8-A4),

8 VAeMpyxn)1-A=A

Ne o

19Primetimo da se operacije: mnozenje realnih brojeva, mnozenje matrica i mnozenje matrice realnim brojem, poklapaju, u
specijalnom slucaju kada je red matrice 1.
20Matrica —A = —1 - A je inverzna matrica za matricu A u odnosu na operaciju sabiranja matrica.
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4.1.2 Transponovane matrice

Transponovana?' matrica AL, =~ matrice Apxn se dobija zamenom mesta vrsta i kolona matrice A tj.
bji = Qjj 1= 1...m, j =1...n.

Osobine transponovanja matrica Odgovor na pitanje kako transponovanje matrica dejstvuje na zbir
matrica, proizvod matrica i proizvod matrice brojem dat je slede¢im osobinama:
1. (AT = 4,

2. (Amxn + Bmxn)T = Agxm + Bz;xmﬁ
3. (a- Amxn)T =« Agxm;
4. (Amxn : anp)T = B;?xn ' Ag;xm'

Prve tri osobine se lako dokazuju na osnovu prethodnih definicija. Za ¢etvrtu osobinu sledi dokaz.
Dokaz 4.:
Neka su redom sa C, D, E, F i G oznacene matrice Ayxn- Brsm, C1, BL ., AL, i E-F. Tada je na osnovu
proizvoda matrica i transponovanja matrice zadovoljeno: dj; = ¢;; = 22:1 i, - brj, za i =1..m, j = 1..p;
eji =bij,za 1=1.n, j=1.p; fj; =a;j,za 1 =1..m, j = 1..n. Tako je proizvod
Gij = D opeq €ik Jhj = 2opeq ki Gjk = Y p_q Qjk - bri = ¢ji = dij, za i =1..p, j = 1..m, §to je i trebalo
dokazati. O

4.2 Determinante

Determinante reda 2 ra¢unamo tako sto od proizvoda elemenata sa glavne dijagonale oduzmemo proizvod
elemenata sa sporedne dijagonale:

11 12 30 0 12
‘2122‘—11-22—12-21——10, ‘02‘—6, ‘1 3‘——12..
U opstem slucaju, determinanta reda 2 je:
ail a2 | _
=ai-a2 — a12-021-
a1 a2

Poznato je da se determinanta reda 3 ra¢una na sledeé¢i nacin: iza trece kolone se dopisu prve dve kolone,
zatim se sabiraju umnozci elemenata sa glavne dijagonale sa umnozcima elemenata sa “paralela” glavne
dijagonale i oduzimaju umnozci elemenata sa sporedne dijagonale i njenih “paralela”’. Tako je

ail a2 a13 a11 a2
a21 G22 (23 a21 22
a3l a32 433 a3l as2

= a11-0G22°G33 + G12-0G23-a31 + Q13- G21 * G32
— a31-0Q22 Q13 — (32 G23°G11 — A33-A21 - A12

21Sem oznake AT koristi se i oznaka A’ za transponovanu matricu matrice A.
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Dakle, ima ukupno Sest sabiraka koji redom odgovaraju sledeéim permutacijama iz Ps: id, (123), (132),
(13), (23), (12). Prve tri permutacije su parne.
Imamo, na primer, da je determinanta

1 3 -4 1 3
2 0-=5 2 0 =0-45+8-0-5+12=-30.
3 -1 -2 3 —1

Medutim, ako Zelimo da izra¢unamo determinantu matrice reda 4 to ne mozemo da uradimo uopstavanjem?
nacina na koji smo racunali determinantu reda 3.
Opsti nacin za ra¢unanje determinanti je dat slede¢om definicijom.

Determinanta kvadratne matrice A reda n je realan broj:

|A’ = Z (_1)[Tw(p) A1p(1) " @2p(2) * -+ * Anp(n);
p € Py
gde je P, skup svih permutacija na skupu {1,2..n}, a Inv(p) je ukupan broj transpozicija u zapisu per-
mutacije p preko proizvoda tmnspozicija23_
Dakle, determinatu mozemo predstaviti kao preslikavanje skupa svih kvadratnih matrica u skup realnih
brojeva. Sem upotrebljene oznake |A| koristi se i oznaka det(A) [18], [12]. U zapisu determinante matrice u
razvijenom obliku neéemo pisati uglaste zagrade. Tako je

ail aiz2 a1z .... Qainp
ag1 agy a3 .... AL . .
3 " | determinanta matrice A = [a;;].
Apl Ap2 Ap3 .... App
Napomena: Proizvod n elemenata ay,(1) - dgp(2) * - * Gpp(n), P € Pn, iz definicije determinante matrice A ima

po jedan ¢inilac iz svake od n vrsta, pri ¢emu je medu njima zastupljen i po jedan elemenat iz svake od
n kolona matrice A. Da su sve vrste zastupljene je oCigledno jer indeksi vrsta idu redom od 1,2... do n.
Indeksi kolona su redom p(1), p(2)...p(n). Medutim, posto je p bijekcija p : {1..n} — {1...n} to se skup slika
{p(i)|i = 1...n} preslikavanja p poklapa sa skupom indeksa svih kolona {1...n}.

Broj potrebnih racunskih operacija se veoma brzo povecava sa porastom reda matrice. Kada bismo
determinantu reda 5 racunali po definiciji imali bismo 5!=120 sabiraka, dok bismo za relativno malu matricu,
reda 10, za njenu determinantu bilo potrebno sabrati 3.628.800 sabiraka! Na sreéu, u praksi ne moramo
determinante da rac¢unamo po definiciji. Postoje brzi nac¢ini za ra¢unanje determinanti. Jedan od njih je
dat u stavu *, poglavlja 4.2.3.

22Dopisali bismo prve tri kolone, a zatim bi na pravougaonoj Semi 3 x 7 sabirali umnozke elemenata sa glavne dijagonale sa
umnozcima elemenata sa “paralela” glavnoj dijagonali, dok bismo odgovaraju¢e umnozke elemenata sa sporedne dijagonale i sa
njenih “paralela” oduzimali.

23Videti Stav 3. u odeljku 2.1.1

2
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4.2.1 Osobine determinanti

Kako su determinante definisane samo za kvadratne matrice to su u sledeé¢im svojstvima, operacije
sabiranja, mnozenja matrica i mnozenja matrica skalarom restrikovane samo na skup kvadratnih matrica
M,, fiksiranog reda n € N.

Determinanta zbira dve kvadratne matrice nije jednaka zbiru determinanti tih matrica. Tako je deter-
minanta zbira dve jedini¢ne matrice reda 2 jednaka

10’:1—0—1:2.

42’32’*’3?’+’01
Neka su A i B proizvoljne matrice iz M,, i neka je o realan broj. Tada je zadovoljeno:
1. |la- Al = o™ |Al;
2. |A-B|=|A|-|B|;
3. |AT| = |A].
Dokaz 1.: Neka je oznacena sa B = o - A. Tada je bj; = aay; ¢,j = 1...n. Takode je:

Bl= D (=)™ by - bay) - by =
pEPn

Z (—1)1””(”) Q1p(1) * Qop(2) * Q" Oyp() = oAl O
PEPR

Skica dokaza 2.: Neka je sa C oznacena matrica A - B. Tada je
Cij = Y p_q @ik - bij, ©,j = 1..n. Dokaz moze da se izvede matematickom indukcijom po redu matrica n, ali
na ovom mestu, dajemo dokaz samo za n = 2:

|C] = (a11 - bi1 + a12 - ba1) - (@21 - bia + aga - baz) — (a1 - bir + aze - ba1) - (a11 - biz + a1z - b)) =
a11 - b1t - a2 - bao + aiz - bay - aga - bag + aq1 - bi1 - azr - bi2 + arz - bay - asy - bia—
(ag1 - b11 - @11 - bia + agg - bay - a1y - big + a2y - by - a1 - boeg + aga - boy - agz - byg) =

air - az2(biy - bag — b1 - ba1) + a1z - ag1(—bi1 - baa + b1 - bo1) = |A] - | B|
Dokaz 3.: Neka je B = AT, §to znadi da je bj; = a;; i,j = 1..n. Tada je:

Bl = > (=1 ®) by - bap(a) « e bupn) =
pEPn
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DD ) apge e =

PEPR
Z (—1)Inu(p—1) A1p-1(1) * Aap-1(2) * - * App—1(n) = 25
p~lePn
Z (_1)ITL’U(p) alp(l) . a2p(2) . a’np(n) — |A’
PEPR

g

Elementarne transformacije nad matricama su: zamena dve vrste, mnozenje vrste brojem razli¢itim od
nule i dodavanje vrsti druge vrste pomnozene brojem. Kako se i da li se menja determinanta matrice nakon
primene neke od ovih transformacija je objasnjeno u slede¢em stavu.

Stav O. Data je kvadratna matrica A reda n. Neka je sa Ay, 4,y oznacena matrica koja je dobijena od
matrice A tako $to su zamenjene vrste iy iia. Neka je sa A;,) oznacena matrica koja je dobijena od matrice
A tako slo je i- vrsta pomnoZena brojem a, 0 # a € R. Oznacimo sa Aj (a),i, maticu koja se od matrice A
razlikuje samo po elementima is-ge vrste, koji su oblika: a;,, + o - i, k= 1..n. Tada vaZi:

il,ig)’ =
2. |Aj)| = a-[Al;
3. A ()] = Al

Dokaz 1. Pretpostavimo da je i1 < io. Imamo

Ao = D (D™ ag,0) - i) - Girpin) * o Capln) =
pE'Pn

Inv
D =D ag1)0)) - Galin)amiin) - Calinain)) e Ta(m)alp(m)
pEPn

Pomnozili smo sve indekse permutacijom g = (i1,42). Sa ¢ oznac¢imo permutaciju koja je proizvod per-
mutacija ¢ i p: t = ¢q-p. Kako je (—=1)/™®) = (—1)Inv@) . (—1)Invl@) — (—1)f%@) . (~1), imamo

(—1)fmv@) = —(—1)I"(®) | Stoga je prethona formula jednaka sa:
— Z (_1)Inv(t) alt(l) . ...ailt(iQ) . ...aizt(iz) tae ant(n) = —’A|
tePp

21Zadovoljeno je da Inv(p) = Inv(p~"') kao i da su jednaki skupovi {(p(i),i)|i = 1..n} = {(5,p~'(i))}i = 1..n} za svaku
permutaciju iz Pn,.

25Dok permutacija p “proseta” po P, i njena inverzna permutacija ¢e proetati po svim vrednostima iz Py, jer je (Pn, ) grupa
(videti Stav 4, odeljka 2.1.1).
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g

Dokaz 2. Dokaz se izvodi slicno kao i dokaz osobine I. prethodne teoreme.
Posledica osobina 1. i 2.: Ako matrica A ima dve vrste (kolone) sa proporcionalnim elementima tada je
|A| = 0.

Dokaz posledice: Neka su proporcionalne vrste i1 1 4o matrice A, i neka je koeficijent proporcionalnosti
a # 0 (odn. a;,; = aa;,;). Tada je po osobini 2. |A| = «|B|, pri ¢emu matrica B ima sve vrste sem is-ge
vrste jednake vrstama matrice A, dok je is-ga vrsta matrice B jednaka i1-voj vrsti matrice A (B). Tako

matrica B ima jednake dve vrste, b;,; = bj,; = a;,; Sto implicira da su jednake matrice B = B;, ;,) pa su i
njihove determinante jednake |B| = [B;, ;,)|- S druge strane, po osobini 1. je |B| = —|B;, ;,)|- Predhodne
dve jednakosti su moguce jedino ukoliko je |B| = 0, Sto znaci da je i |A| = 0. g

Dokaz 3. Pretpostavimo da je i1 < io. Imamo

[Aivarial = D2 (D™ g0y - tipiiy) - (Gagp(in) + - Qiyp(ir)) oo Gy =
pEPn,

DD a0y i) e Bigplin) < Gnpn) +
PEPn

1)!
« Z n(p) p(l) . ...ailp(il) e ailp(il) C anp(n) = ‘A| + 0
PEPn
Poslednja jednakost sledi iz ¢injenice da druga suma predstavljala determinantu matrice koja je imala dve
jednake vrste (i1-va i ig-ga vrsta su jednake) $to na osnovu prethodne posledice jeste 0. g

4.2.2 Minor matrice i adjungovana matrica

Minor reda k, k < min{m,n}, matrice A tipa m X n na skupu R je determinanta podmatrice K} matrice
A, pri cemu se matrica K dobija izbacivanjem m — k vrsta i n — k kolona matrice A.
Tako su elementi neke kolone (vrste) matrice K elementi neke kolone (vrste) matrice A. Na primer, sve
123
456 }

) L] 5]

Tako bismo kvadratna matrica reda 3 imala 9 minora reda 2, jer na 3 na¢ina mozemo da iz polazne matrice
izbacimo jednu vrstu i na 3 na¢ina mozemo da izbacimo jednu kolonu da bismo dobili podmatricu reda 2
Minora reda 1 ima koliko i elemenata polazne matrice i njihova vrednost je jednaka vrednosti odgovaraju¢ih

podmatrice reda 2 matrice A = [

elemenata matrice.
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Minore reda n — 1 kvadratne matrice A reda n nazivamo glavnim minorima. Sa M;; oznacavamo glavni
minor reda n — 1 dobijen kao determinanta podmatrice koja je u odnosu na matricu A okrnjena za neku
i-tu vrstu i neku j-tu kolonu 4,j € {1,2..n}. Kofaktorom ili algebarskim komplementom elementa a;;
matrice A nazivamo broj A;; = (—1)"" M;;.

Adjungovana matrica A* kvadratne matrice A = [a;;] reda n je matrica sa elementima [A;;] = [Aij]7,
i,7 = 1..n gde je A;; kofaktor elementa a;; matrice A.
123
Primer: Neka je A= | 456 | tada su kofaktori:
789
56 46
_(_1)1+1 _ _ — (_1\1+2 _
A =(-1) g9 3, Aip=(-1) 79‘ 6,
45 23
— (_1\143 _ _ _ (_1)2+1 _
Az = (—1) 73 3, Aoy = (—1) 89‘ 6,
13 12
(1242 _ — (_1)2+3 _
A22 - ( 1) 79 127 A23 ( 1) 78 ‘ 67
23 13
— (_1)3+1 _ —(_1)3+2 —_@
A31—( 1) 56 3, A32 (1) 46‘ 6 i
12
— (_1)3+3 I
Aszs = (—1) 45 3.
A Ay Az -3 6 -3
Stoga je adjungovana matrica A* = | Ays Ao Aso = 6 —12 6
Ayz Agz Asz -3 6 -3

4.2.3 Rekurzivni naéin racunanja determinanti

Determinante kvadratnih matrica reda n za n > 4 je “teze” izracunati. Na primer, za racunanje
determinante matrice reda 5 je potrebno izracunati 120 zbirova i 600 proizvoda. Slededa tvrdenje nam
pruza moguénost da brze? rac¢unamo daterminante matrica veéeg reda.

Stav x.Neka je data matrica Anxn = |ai;]. Tada je

(1) ail'Ak1+ai2'Ak2+“'+am'Ak":{ 0, i#k

26U opstem slucaju za racunanje determinante matrice reda n po definiciji treba n - n! mnozenja i n! sabiranja. Medutim,
kada determinantu ra¢unamo pomoc¢u n determinanti reda n — 1, potreban broj proizvoda je n +mn - (n —1) - (n — 1)!, dok je
potreban broj zbirova n + n - (n — 1)!. Na ovaj nacin se broj proizvoda smanjuje za n! — n dok se broj potrebnih sabiranja
povedava samo za n.
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Al, j=k
(2) alj'A1k+a2j-A2k+___-|-anj.Ank:{ ‘O |’ j;&k

U formuli (1) za i = k imamo razvoj po i-toj vrsti, dok u formuli (2) za j = k imamo razvoj po j-toj koloni.
Rekurzivni na¢in racunanja determinanti je posebno pogodan kad se viSestruko primenjuje. Na primer,
determinantu matrice 4 reda ¢emo izracunati pomocu determinanti 2 reda. Prvo smo izvrsili razvoj po

cetvrtoj koloni a zatim po prvoj vrsti:

i?gg 456 123 123 123 -
Sg00 | =3 (] T8O HO-(—=]| T8O |)+0-(+] 456 |)+0-(~ 456):3444+’21b+
5910 321 321 321 789
79 78
54—‘31b+6w+‘32b):3«4m—my+5ao+6«—w»:o.

Neka je data matrica Anxpn = |aij] i neka je njena adjungovana matrica A* = [Aj;]. Tada je

A A=A A=|A| I

Dokaz:
ai1] ai....ain A11 Agl.... Anl
AA* — a21 ag9....a2n . A12 AQQ.... Ang _
Anl An2...-Gnn Aln A2n Ann
L n n T
> anAn Y apAsk. Y arxAnk
k=1 k=1 k=1
n n n
D anA Y askAske Y aoAnk | Stav.s
k=1 k=1 k=1 N
L s o
> kA Y ankAsg Y AnpAng
L k=1 k=1 k=1 _
|A] 0... 0O
Ol 01y
0 0 ...|4]
Uz koriséenje formule (2) Stava #, na slican nacin se dokazuje i da je A*- A = |A| - I. O
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Osobine adjungovanih matrica
Neka je A kvadratna matrica reda n i « realan broj. Tada vaze sledee tri osobine za adjungovane
matrice.

1. |A*| = |A].
2. (A")* = A, za n=2, (A*)* = |A|" 2. A, za n> 2.
3. (- A =ant. Ax

Tlustrovaé¢emo navedene osobine na matrici A reda 2. Neka je A = [ i ;l } , tada su kofaktori elemenata
matrice A redom Ay; =5, Ao = =7, A = —4, Ay = 3, odnosno adjungovana matrica matrice A je
A* = [ _i _;L } Medutim, njihove determinante su jednake:

34 | 9 =T]_ _
|A| = 75’—15—28——13 ]A|—‘ 4 3 =15—-28 = —13.

Izracunajmo $ta je adjungovana matrica adjungovane matrice. Ozna¢imo sa B matricu A*. Kofaktori
elemenata matrice B suredom B =3 Big =4, By =7, Bos =5, odnosno adjungovana matrica matrice

e | 3T
Bije B —[45 ]—A.

Treéu osobinu je interesantnije proveriti na matrici viseg reda. Na osnovu osobine |aA| = a"|A|, a € R,
kada trazimo adjungovanu matricu matrice @A (svi elementi matrice A su pomnozeni sa «), svaki kofaktor,
koji je determinanta n — 1 reda, ée imati faktor a1, Sta vise, svaki kofaktor matrice oA ée se za faktor

a1 razlikovati od odgovarajuéeg kofaktora matrice A. Proverimo na matrici C reda 3.
101 303
3C=3-1022 | = 066 [, tada su odgovarajuée adjungovane matrice:
500 1500
[ 22 |01 01| 7
00 00 22
0o 0 —2
o — | _ 02 11 |11 _ 10 -5 —9
50 50 02 10 0 9
02| |10 10
i 50 50 02 |

98



Primenjena matematika za studente bioloskih smerova

i 66| |03 03] ]
00 00 66
. 0 6 33 33 _
(3-0) = _w150’ 150’_’06’ B
06] |30 30
150 15 0 06| |
i 22 01 01 ]
2 92 2
100 100 99
02 11 11
_ a2 2 _ a2 _
150 150 02
02 10 10
2 92 2
i 150 150 102 |
0 0 —3%2.2
32.10 —32.5 —-32.2 | = 32.0".
—-32.10 0 3%2.2

Naglasimo jo§ jednom razliku izmedu mnozenja matrice brojem i mnozenja determinante brojem:
Determinantu mnozimo brojem tako §to samo jednu vrstu ili kolonu izmnozimo brojem, dok matricu
mnozimo brojem tako S§to sve elemente matrice izmnozimo brojem.

Na primer,
123 33 66 99
33-1 231 | =1|663399 |, dokje
312 99 33 66
123 33 66 99 123 123 3323 1299
331231 |=| 231 |=|669933|=| 231 |=|6631]|=|2333]|=..Kojamogucénost
312 312 312 99 33 66 9912 3166

je izostavljena?

4.3 Inverzna matrica i rang matrice

Inverzna matrica kvadratne matrice A reda n je matrica A~! reda n za kojuje A- At =A"1. A=1.
Ako matrica A € M,, ima inverznu matricu onda je A regularna matrica, inace je A singularna.
Potreban i dovoljan uslov da matrica A € M,, bude regularna je da je njena determinanta razlicita od

nule (tj. |A| #0).

Dokaz.

(<) Neka je matrica A regularna. Tada postoji njena inverzna matrica A~! tako da je A™1 - A =

A-A7! = 1. Tada su i njihove determinante jednake. Na osnovu osobine 2. teoreme 3 to je ekvivalentno sa

|A=1|-|A] = |A|-|A~Y| = |I]. Kako je determinanta jedini¢ne matrice jednaka |I| = 1 imamo da je proizvod
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dva broja |A| i |A71| iz skupa R jednak 1. To ima za posledicu da su obe detrminante |A| i |A™!]| razlicite
od 0.

(=) Neka je determinanta matrice A razli¢ita od nule. Kako u opstem slucaju vazi za kvadratne matrice
da je A*- A= A.A* =|A|-I. Nakon mnozZenja s leve strane formule sa brojem ﬁ (smemo jer je |A| # 0)
i uz koriséenje osobine a- (A B) = (a-A)-B=A- (- B) sledi

1 1 1
<W -A*> A = A <W . A*) = I, $to znadi da je T - A* trazena inverzna matrica za A, tj.

1
AU = A
Al

4.3.1 Osobine regularnih matrica

Neka su matrice A, B € M, reqularne. Tada je

1 (a-A)t=1.471 a0
2. (A H=t= A,
3. (A-B)"l=B"1. A%

4.3.2 Rang matrice

Rang matrice Apxn je 7(A) = { 2’ Zkg ‘ﬁ j;ln:ﬁ?n?nit:z;a} , pri Cemu je k maksimalan prirodan broj

za koji vazi da postoji minor reda k matrice A razlicit od nule, dok su svi minori reda k + 1 ili veéeg (ako
postoje) jednaki nuli.

Primer: Neka su date matrice

1010 . 001
A=|0111 ], B:[OO} ic=|010|,
1010 100

tada je r(A) = 2,7(B) = 1ir(C) = 3. Matrice A, B i C iz primera se nazivaju 0-1 matrice ili retke matrice.
Rang trougaone matrice tipa m X n za m > n, jednak je broju elemenata sa glavne dijagonale razlic¢itih
od nule.
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Na primer, ako su trougaone matrice A i B oblika:

9 3 1 0 0011
01 -2 9 0231
A= B=|0007 |,
00 05
00 0 4 0008
0000

njihovi rangovi su redom r(4) =31 r(B) = 2.

Rang regularne matrice reda n je n.
Dokaz. Neka je A regularna matrica reda n. Tada je |A| # 0. Kako je determinanta kvadratne matrice
A minor te matrice maksimalnog reda n to je po definiciji ranga matrice r(A) = n. (|

Kako smo obradili potreban minimum matri¢nog ra¢una u slede¢em poglavlju ¢emo ga primeniti na
reSavanje sistema linearnih jednacina.

4.4 Zadaci

4.1. Resite zadatak iz prvog primera u uvodu ove glave.
4.2. Date su matrice:

-1 1 -3 L _é i

A= , B= 1 -1 2 i C=
15 15 1 -1
2 2

Izracunajte 5- A% — A+2- I, gde je A3 = A-A-Ail je jedini¢na matrica reda 2. Ako su prizvodi B - C,
C - B i B - A definisani izracunajte ih.

4.3. Za matricu A iz prethodnog zadatka nadite matrice: AT, A*i A~!. Zatim nadite determinante:| AT, |4’
i|A7Y.

4.4. Kramerovom metodom resiti sistem A - X = [ 0 ], gde je A matrica iz 2. zadatka.

6
4.5. Date su matrice:

-3

oéi ; 1_1; vl

A= , B= ic=][10 01
-1 00 1 -1 5 1 Lo 10
101 0 -2 2 1
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Izracunajte vrednost determinante matrice A na osnovu razvoja po 1. vrstiina osnovu razvoja po 2. koloni.
Ukoliko postoje inverzne matrice A~! i B~! nadite ih. Odredite rang matrice C.

1
4.6. Resite sistem S3 4 linearnih jednacina: C'- X = | 1 |, Gausovim metodom eliminacije. Matrica C'
1
je matrica iz prethodnog zadatka.
4.7. Resite matricnu jednacinu
1 1 -1 1 1
0o -1 2 X = | -1 2
0 1 0 -2 1

4.5 Teorijska pitanja

1000
4.8. Matrica = 8 (1) (1) 8 je jedini¢na matrica reda 4. 1L

0010
4.9. Svaka dijagonalna matrica van sporedne dijagonale ima 0. 1
4.10. Tip nula matrice O = { 8 8 8 } je 0 x 0. L
4.11. Nula matrica je neutralan elemenat za mnozenje matrica. 1
4.12. Trougaona (donja) matrica je kvadratna matrica kod koje su svi elementi ispod glavne dijagonale -
jednaki 0.
4.13. Trougaone matrice su podskup skupa dijagonalnih matrica. 1
4.14. Komutativnost za sabiranje matrica vazi. T
4.15. Komutativnost za mnozenje matrica vazi. 1
4.16. Asocijativnost za sabiranje matrica vazi. T
4.17. Asocijativnost za mnozenje matrica vazi. T
4.18. Postoji bar jedan od proizvoda A- B i B- A, ako je matrica A tipa 7 X 5 a matrica B tipa 7 x 6. |_L
4.19. Za svake dve matrice B i C, ako postoji proizvod B - C vazi da je (B-C)T =BT .CT. 1L
4.20. Elementi na glavnoj dijagonali ostaju na glavnoj dijagonali i posle transponovanja. T
j:%l. Elementi na glavnoj dijagonali matrice A su jednaki elementima na sporednoj dijagonali matrice 1
4.22. Element a;; matrice A = [a;;] se nalazi u i-toj koloni i j-toj vrsti. 1
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4.23.

Kvadratne matrice razli¢itog reda ne mogu se ni sabrati ni pomnoziti.

4.24.

Element b;; matrice B = [b;;] se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni.

4.25.

Transponovana dijagonalna matrica jednaka je polaznoj dijagonalnoj matrici.

4.26. Za svaku pravougaona matrica P su definisani proizvodi PT-P i P.PT.

4.27. Transponovanjem kvadratne matrice skup elemenata na glavnoj i skup elemenata na sporednoj
dijagonali se ne menjaju.

4.28. Za sve pravougaone matrice razli¢itog tipa zbir nikad nije definisan, dok proizvod moze da bude
definisan.

4.29. Pravougaone matrice istog tipa ne mogu da se pomnoze.

4.30.
(C-A"-C,C-(A-C), zaneN.

Neka su date matrice Asxs, B3xq 1 Csx3, tada su definisani sledeéi proizvodi: A-C - B, (A-C)™,

4.31.

. 01 |.
Red matrice [ 01 ] je 2.

4.32.

. 01 |.
Red matrice [ 01 ] je 1.

4.33.

Matrica [ 01

10 ] je jedini¢na reda 2.

4.34.

Mnozenje vrste ili kolone matrice brojem razli¢itim od 0 je elementarna transformacija.

4.35.

Red matrice [ 02

00 ] je 2, dok se elemenat 2 u 1. vrstii 2. koloni.

4.36.

. 000 | .
Red matrice A = { OOO]Je 0.

\ 4.37.

Postoji bar jedan od proizvoda A- B i B- A, ako je matrica A tipa 3 x 5 a matrica B tipa 3 x 6.

\ 4.38.

Postoji bar jedan od proizvoda A- B i B- A, ako je matrica A tipa 3 x 5 a matrica B tipa 6 x 3.

\ 4.39.

Mnozenje vrste ili kolone matrice nulom nije elementarna transformacija.

\ 4.40.

Postoji bar jedan od proizvoda A- B i B- A, ako je matrica A tipa 5 x 7 a matrica B tipa 6 x 7.

4.41.
(Cc-A"-C,C-(A-C)", zaneN.

Neka su date matrice Aaxs, Baxa 1 C3x2, tada su definisani sledeé¢i proizvodi: A-C'- B, (A-C)",

4.42.

Matricu mnozimo brojem tako $to tim brojem pomnozimo elemente neke vrste.

4.43.

K je kvadratna matrica akko je definisan proizvod K - K.

4.44.

Transponovana jedini¢na matrica jednaka je jedini¢noj matrici.

_|

44+ 4 A4k +
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4.45.
skupu elemenata na sporednoj dijagonali matrice AT,

Za svaku kvadratnu matricu A, skup elemenata na glavnoj dijagonali matrice A, je jednak

l_

4.46.
skupu elemenata na glavnoj dijagonali matrice AL

Za svaku kvadratnu matricu A, skup elemenata na glavnoj dijagonali matrice A, je jednak

4.47.

Mnozenje kvadratnih matrica istog reda je komutativno.

4.48.

Za sve matrice B,C, D € My, xpn, vazi B+ (D+C) = (C+ B)+ D.

4.49.

Neka su A, B i C proizvoljne matrice reda n, tada je C - (A+ B)' =C - BT +C - AT.

4.50.

Neka su A, B i C proizvoljne matrice reda n, tada je C' - (A- B)T = (C - BT) - AT.

4.51.

Za sve pravougaone matrice A i B, istog tipa, proizvodi A- B i B - A su definisani.

4.52.

Za sve matrice B,C, D € M,,xn, vazi B+ (D +C) = (D + C) + B.

4.53.
bio definisan.

Broj kolona prve matrice treba da je jednak broju vrsta druge matrice da bismo njihov proizvod

4.54.

Za sve matrice B,C, D € M,,xn, vazi B+ (D +C) = (B+C) + D.

4.55.

Za pravougaone matrice A i B, istog tipa, zbirovi A+ B 1 B 4+ A su definisani.

\ 4.56.

Za sve kvadratne matrice B, C, D, istog reda vazi B- (D +C)=B-C+ B-D.

\4.57.

Pravougaone matrice istog tipa mogu da se saberu.

\ 4.58.

Za sve matrice E, F,G € My,xn, vazi E- (F+G)=F-E+ G- E.

\ 4.59.

Za sve matrice B,C,D € M, vazi B-(D+C)=B-C+ D - B.

4.60.

Za sve matrice B,C, D € My, xpn, vazi B+ (D+C) = (C+ D) + B.

4.61.

1
Neka je B bilo koja kvadratna matrica reda n, i neka je k # 0 realan broj tada je (k-B)T = Z BT,

4.62.

Broj jedinica na glavnoj dijagonali jedini¢ne matrice jednak je njenom redu.

4.63.

Na sporednoj dijagonali jedini¢ne matrice parnog reda su svi elementi jednaki 0.

4.64.

Matricu mnozimo brojem tako $to tim brojem pomnozimo elemente svih vrsta.

4.65.

Na sporednoj dijagonali jedini¢ne matrice neparnog reda je jedna 1 i ostalo su 0.

4.66.

Na sporednoj dijagonali jedini¢ne matrice neparnog reda su svi elementi jednaki 0.

4.67.

Za pravougaone matrice A i B istog tipa, proizvodi (A4 - B)®> i (B - A)® su definisani.

4.68.

Za sve pravougaone matrice A i B istog tipa, proizvodi (A4 - BT)? i (B - AT)? su definisani.

4.69.

Determinanta matrice je definisana samo za kvadratne matrice.

4.70.

Dva od tri tipa elementarnih transformacija primenjenih na matricu menjaju njenu determinantu.

A4 A A A A44 F AFF A A4 A4 A4 AF A A4 A4 A
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4.71. Svaka determinanta matrice razli¢ita od 0 menja znak ako zamenimo mesta dvema kolonama -
njene matrice.
‘ 4.72. Determinantu matrice mnozimo brojem tako Sto sve elemente pomnozimo tim brojem. ‘ 1
‘ 4.73. Sva tri tipa elementarnih transformacija primenjenih na matricu menjaju njenu determinantu. ‘ 1
‘ 4.74. Determinanta je jednaka 0 ako su joj dve vrste proporcionalne. ‘ T
‘ 4.75. Svaka determinanta matrice razli¢ita od 0 menja znak ako zamenimo njene dve vrste. ‘ T
‘ 4.76. Determinanta matrice se ne menja ako vrsti dodamo drugu vrstu pomnozenu brojem. ‘ T
4.77. Za svake dve kvadratne matrice istog reda zbir njihovih determinati jednak je determinanti zbira 1
njihovih kvadratnih matrica.
4.78. Determinantu mnozimo brojem tako $to sve elemente jedne vrste ili jedne kolone pomnozimo T
tim brojem.
4.79. Determinanta svake (donje) trougaone matrice jednaka je proizvodu elemenata sa sporedne N
dijagonale.
4.80. Determinanta dijagonalne matrice jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali. T
4.81. Determinanta svake kvadratne matrice se ne menja ako zamenimo dve kolone matrice. 1
4.82. Ako se zamene neke dve kolone bilo koje determinante ona se ne menja. 1
4.83. Determinanta jedini¢ne matrice bilo kog reda jednaka je nuli. 1
4.84. Za svaku kvadratnu matricu za koju su svi elementi u nekoj vrsti medusobno jednaki sledi da N
njena determinanta je jednaka 0.
4.85. Postoji kvadratna matrica za koju su svi elementi u nekoj vrsti medusobno jednaki i njena -
determinanta je jednaka 0.
4.86. Ako su svi elementi u nekoj koloni kvadratne matrice jednaki 0 njena determinanta je jednaka T
0.
4.87. Determinanta nula matrice bilo kog reda jednaka je nuli. T
4.88. Determinanta matrice se menja ako koloni dodamo drugu kolonu pomnozenu brojem. 1L
4.89. Za svaku kvadratna matrica A, 10 # k € R vazi |k - A| = k" - |A]. T
4.90. Neka su B i A bilo koje kvadratne matrice istog reda, tada je |A| + |B| = |A + B|. 1
4.91. Za determinante za svako a,b,c,d € R vazi 2 ‘ =| 41999 .Z d+ 1999 .2 1
4.92. Vazi za determinante za svako a,b,c,d € R: | ¢ b ’ = — ’ b “ T
T cd d+2004-b c¢+2004-a
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4.93. Vazi za determinante za svako a,b,c,d € R: ab = — ba = dc
cd dc ba
. . h h
4.94. Vazi za determinante za svako e, f,g,h € R: e/ - |9 = ! .
gh e f eyg
. . b d b
4.95. Vazi za determinante za svako a,b,c,d € R : “ - € = — @
cd ab cd
. .. | 615 63 21 11 11
4.96. Za determinanate vazi 810 ’—5‘ 89 ‘—5~3‘ 89 ’—5~3~2‘ 49 ’—5~3~2-2‘ 21
. .. 1 05 01
4.97. Za determinanate vazi 10 ‘ =5- ’ 10 ’ .
5010 505 101 015
498. Vazi | 01 0 |=2-{010|=10-/010| =—-2-{100 | =0.
10 2 101 101 015
030
4.99. Red i determinanta matrice | 001 | su jednaki 3.
100
4.100. Tacna je sledeca jednakost | © > |=4-5.| 1 1
. - Tacna je sledeca jednakost | = o | = 12|
5 0 2 4
. 1 3 0,25 0,5
4.101. Determinanta 32 7 15 3 # 0.
3 15 0 0
(1234
. . 0234 | .
|
4.102. Determinanta matrice 0034 | € 3l
0001 |
[1234 ]
. . 0034 | .
|
4.103. Determinanta matrice 0034 | € 41,
| 0004 |
[1234 ]
. . 0234 | .
|
4.104. Determinanta matrice 0034 | I€ 41,
| 0004 |
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1 0 0 O
. 2 0 0 1
4.105. Determinanta 012 0l|% 2. 1
0 01 0
. .. 1 05 01
4.106. Za determinanate vazi 50 ‘ =5 ‘ 10 ’ . 1L
. . 02 |.

4.107. Determinanta matrice { 20 } je 2. 1
‘ 4.108. Ako po definiciji ra¢unamo determinantu reda 4 imamo 24 sabirka. ‘ T
‘ 4.109. Ako determinantu reda 4 ra¢unamo po definiciji imamo 8 sabiraka. ‘ 1L
‘ 4.110. Ako po definiciji ratunamo determinantu reda 5 imamo 120 sabiraka. ‘ T

4.111. Opsti sabirak bys - bag - b3z - bag - b5y, u definiciji determinante matrice Bs = [b;;] ima predznak N

— (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih elemenata je parna).

4.112. Opsti sabirak dyo - dog - dsq - dys - ds - dg1 po definiciji determinante |Dg| ima predznak -+ N

(permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih ¢inilaca je parna).

4.113. c13 - c21 - €35 - ¢42 - ¢34 je jedan od 120 opstih sabiraka po po definiciji |Cs| sa predznakom — N

(permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih elemenata je neparna).

4.114. Slededi proizvod elemenata: di-da3-dss-dys-dse-de1 matrice Dy = [d;;] je sabirak u determinanti N

| D7

4.115. Predznak opsteg sabirka ajs - ago - agq - a3 - as; u definiciji determinante |A| reda 5 je + T

(permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih ¢inilaca je parna).

4.116. U definiciji determinante | Dg| opsti sabirak dy1-das-dss-dys-dsy-dge ima predznak + (permutacija T

koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je parna).

4.117. Predznak opsteg sabirka b3 - bog - b31 - bas - bs5, u definiciji determinante matrice Bs je + T

(permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je parna).

4.118. Predznak opsteg sabirka ajs - agg - as4 - a43 - a5y - age po definiciji determinante |A| reda 6 je + N

(permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je parna).

4.119. Predznak opsteg sabirka aqa - ag1 - ass - a43 - ase - ags po definiciji determinante |A| reda 6 je + N

(permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je parna).

4.120. Jedan od 120 opstih sabiraka u definiciji |As| je a13 - agq - ass - a4z - a5y i ima predznak + u N

definiciji (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je parna).
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4.121. Jedan od 720 opstih sabiraka u definiciji |Ag| je a13 - ag4 - ass - aq2 - as1 - agg 1 ima predznak
— u definiciji (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je
neparna).

4.122. Po definiciji determinante |Dg| opsti sabirak dig - dog - ds2 - dgs - dsq - dg1 ima predznak +
(permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je parna).

4.123. Matrica Agyy ima 6 minora reda 2.

4.124. Predznak opsteg sabirka ajs - as3 - ass - a41 - as2 u determinanti |A| reda 5 je + (permutacija
koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je parna).

4.125. Neka je D;; algebarski komplement elementa d;; matrice Dy = [d;;], i,j = 1,2,3,4 tada je
d13 - D13 + dag - Dag + d33 - D33 + dy3 - Dyz = |Dyl.

4.126. Neka je D;; algebarski komplement elementa d;; matrice Dy = [dj;], i,j = 1,2,3,4 tada je
d13 - D1g + dag - Doz + d33 - D3g + dyg - Dz = |Dy|.

4.127. Neka je D;; kofaktor elementa d;; matrice Dy = [d;;], i,j = 1,2,3,4 tada je di3 - D12 + dag3 -
Doy +d33 - D3a +dy3 - Dag = 0.

n

4.128. Minora reda k, matrice By,xp, za k < min{m,n} ima ( n]; ) . ( i

>. Proverite na primeru

za k=3,m=3n=4.

4.129. Minora reda 3 matrica tipa 4 x 3 ima 9.

4.130. Minora reda 4 matrice tipa 5 x 4 ima 5.

4.131. Matrica Asx4 ima 16 minora reda 3.

4.132. Matrica A4x4 ima 4 minora reda 3.

4.133. Glavne minore imaju samo kvadratne matrice.

4.134. Kvadratna matrica reda n ima n? glavnih minora.

4.135. Matrica Asy3 ima 3 minora reda 2.

4.136. Matrica A3xs nema minore reda 4.

4.137. Matrica Agy3 ima minor reda 3.

4.138. Matrica Agyy ima 6 minora reda 2.

4.139. Matrica Asx3 ima 3 minora reda 3.

4.140. Matrica tipa 5 X 3 ima 10 minora reda 3.

4.141. Matrica tipa 5 X 3 ima minor reda 4.

4.142. Kofaktor elementa a;; matrice A se u A* nalazi u i-toj koloni i j-toj vrsti.

_|

FE A A A A4 A A A
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4.143. Algebarski komplement A;; elementa a;; matrice A = [a;;], se racuna po formuli A;; = T
(—1)""7 M;j, gde je M;; glavni minor matrice A.
4.144. Ako je red kvadratne matrice neparan, opsti predznaci kofaktora, po definiciji kofaktora, ele- T
menata sa sporedne dijagonale su +.
4.145. Ako je red kvadratne matrice paran, opsti predznaci (po definiciji) algebarskih komplemenata N
elemenata sa sporedne dijagonale su +.
4.146. I za paran i za neparan red matrice opsti predznaci kofaktora elemenata sa glavne dijagonale N
su po definiciji kofaktora —.
4.147. Ako je red kvadratne matrice paran opsti predznaci algebarskih komplemenata elemenata sa T
glavne dijagonale su po definiciji +.
4.148. Kofaktor elementa c¢12 matrice C = [ ; :; ] je 2. 1
. 02 |.
4.149. Kofaktor elementa as; matrice { 20 ] je —2. T
. 01
4.150. Kofaktor elementa as; matrice A = [a;5], A [ 10 ] je 1. 1L
4.151. Algebarski komplement elementa bos matrice B = [ ;1 ] je 4. T
300
4.152. Kofaktor Asz, matrice A= | 032 | je9. T
011
4.153. Transponovana i adjungovana matrica jedini¢ne matrice su jedini¢ne matrice. T
4.154. Kvadratna matrica je singularna ako nema inverznu matricu. T
4.155. Kvadratna matrica je singularna akko je njena determinanta jednaka 0. T
4.156. Kvadratna matrica je regularna akko ima inverznu matricu. T
‘ 4.157. Kvadratna matrica je regularna akko je njena determinanta jednaka 0. ‘ 1L
‘ 4.158. Ako je A regularna matrica vazi (A7) 71 = A. ‘ T
4.159. Neka su C' i B regularne matrice, tada je (C- B)~'=(C~!. B! T
4.160. Neka je B matrica inverzna matrici A, tada je |[A- B| = 1. T
4.161. Neka su C' i B regularne matrice, tada je (C- B)™' = B~1.C~ L T
4.162. Neka je B inverzna matrica za matricu A, tada je A- B =B - A. T
4.163. Neka je B regularna matrica reda n i neka je k realan broj, tada je (k- B)~! = k" - B7L. 1L
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4.164.

Neka su A i B regularne matrice, tada je A- B =B - A.

4.165.

B regularna matrica akko je |B| # 0.

\416&

Neka je B matrica inverzna matrici A, tada je |A- B| = |B - A|.

\4161

Ako je A regularna matrica vazi |A| # |5 - Al.

4.168.

Ako je A singularna, A - A* je nula matrica.

4.169.

Nula matrica reda n je regularna.

4.170.

Matrica A ima inverznu matricu je ekvivalentno sa |A| = 0.

4.171.

Matrica A je singularna je ekvivalentno sa: postoji A~

4.172.

Ako su A i B regularne matrice, tada iz B- A= Csledi B=A"1-CiA=C-B™\.

4.173.

Ako je |A| # 0, to znaci da je A singularna matrica.

4.174.

Jedini¢na matrica je regularna.

4.175.

Ako su A i B regularne matrica tadaiz B-A=Csledi B=C-A"1'iA=B"1.C.

\4&7&

Ako je A regularna matrica tada je matri¢na jednacina A - X = B jedinstveno resiva po X.

\4&71

Ako su A i B regularne matrica vazi |A - B| = |A| - |B| # 0.

4.178.

Neka je B matrica inverzna matrici A, tada je |A- B| = |B - A|.

4.179.

Neka je B matrica inverzna matrici A, tada je |A-B|=|B-A| = 1.

4.180.

Vazi, za za svaku matricu A, i realan broj o, (a- 4,)* =" 1. A%,

4 4 A4 A4 444 FFFFFAAAARE

4.181.

(1233 ]
. 1313 |. . .
Matrica 0230 |mainverznu matricu.

3399 |

l_

4.182.

(1234 ]
. 4321 |. . .
Matrica 09230 |mainverznu matricu.

| 5555

4.183.

Matrica inverzna za 20 je 050
401 79% o025 0]

4.184.

5010
01 0 [je kvadratna reda 3 i singularna.
10 2

Matrica D =

4.185.

Matrica= { (1) (1) ] je regularna matrica reda 4.
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4.186.

Matrica = [ _1 _1 ] je regularna matrica reda 2.

4.187.

Matrica inverzna za [ 04 ] je [ 0,25 0 } ‘

4.188.

40 0 0,25
167
Matrica | 000 |je regularna.
485

4.189.

Matrica inverzna za [ 20 ] je [ g 0’8 ] .

02 0
100 101
4.190. Matrice A= 1| 010 iB=]010 su medusobno inverzne.
101 001
4.191.

Matrica { 12

94 ]nema inverznu matricu.

4.192.

Matrica { 8 (2) ]nema inverznu matricu.

4.193.

— 01 |. 01
Matrica inverzna za [ 10 ] je [ 10 }

4.194.

101
010
101

Matrice A =

0
1 0 ] su medusobno inverzne.
0

4.195.

Matrica inverzna za [ gg ]je [

4.196.

[ 1030 7]
0110

Matrica ima inverznu matricu i determinanta joj je jednaka 2.

0310
0001 |

4.197.

5678
. 1234 .
Matrica 19234 | I¢ regularna.

5678

4.198.

12347
. 5678 . .
Matrica 19234 | Remainverznu matricu.

| 5678 |
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4.199.

. 24
Matrica [ 11

] nema inverznu.

4.200.

Matrica inverzna za (1) -1 ] je [ _(1) (1) ] .

4.201.

Matrica inverzna za ] je [ 0 0’8 ]

4.202.

02
20
Matrica inverzna za :)12 ] je [ 0.25 0 ] ‘

4.203.

. 10 .
Matrlce{ll}l[_

4.204.

Matrice { b1 } i [ 1 (1) } su medusobno inverzne.

4.205.

11 -1
1030
. 0110 |. . N . C
Matrica 0001 |imainverznu matricu i determinanta joj je jednaka —2.
0020

4.206.

4.207.

Medusobno adjungovane matrice su: [ e f } i [h / ] .
g h g e
2
e

AkojeA:[éi} Ondaje(A*)*:[

wW =

4.208.

e —

Medusobno adjungovane matrice su: { g

4.209.

4.210.

: : . [20]
Matrica adjungovana za matricu

!
h
Matrica 02 je adjungovana za matricu 0 0 .
00 0 -2
. 4
€19

04

4.211.

4.212.

[20]. [2 0]

0
2

Ako je A regularna matrica tada su matrice A* - A1 A- A* jednake istoj dijagonalnoj matrici.
0

Jje 4

Matrica adjungovana za matricu

04

4.213.

Jedini¢na matrica je adjungovana sama sebi.

4.214.

Za sve kvadratne matrice reda veéeg od 1 vazi |Af| = |A[F~L.

4.215.

Za sve regularne matrice A je A - A* nula matrica.

A4 A
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4.216.

Ako je A singularna, onda je A - A* nula matrica.

4.217.

Ako je A regularna matrica, tada je A - A* dijagonalna matrica.

4.218.

Matrica { 02

. . . 0 0
00 | I€ adjungovana za matricu .

-2 0

4.219.

Matrica { 8(2) ] je adjungovana za matricu { 8 _(2) ]

4.220. Za sve kvadratne matrice vazi A - A* = A* . A.
4.221. Matrica adjungovana za matricu je 40
04 0 4
. . . . —1 0
4.222. Matrica { 10 ] je adjungovana za matricu { 0 9 }
. (12 ] o 1 =2
4.223. Ako je A = 34 onda je A* = 3 4 } .
. (12 ] o 1 -3
4.224. Ako je A = 34 onda je A* = 9 4 }
. (12 ] o 12
4.225. Ako je A = 34 | onda je A* = 34 ]
. (12 ] o o4 =2
4.226.A1«:0t]eA—_34_0ndat]eA—__3 1}
4.227. Rang matrice je 0 jedino ako je matrica nula matrica.

4.228.

Rang matrice [ (1)(1) ] je 2.

4.229.

0 0 1
Rang matrice | 0 1 0 | je 2.
0 0 O

4.230.

Primenom elementarnih transformacija nad matricom, njen rang se ne menja.

4.231.

Rang dijagonalne matrice jednak je broju elemenata na glavnoj dijagonali razli¢itih od 0.

4.232.

Rang regularne matrice jednak je njenom redu.

4.233.

Rang svake matrice tipa 7 x 3 je najvise 7.

4.234.

Rang, red i determinanta matrice [ ? 411 ] su jednaki 2.

4.235.

Rang jedini¢ne matrice reda n je n.

_|

4 A A
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4.236.

1 2

Rang matrice [ 100200 } je 1.

4.237.

0 01
Rang matrice | 0 0 0 | jeO.
0 0 O

4.238.

Rang singularne matrice jednak je njenom redu.

4.239.

030
Rang, red i determinanta matrice ! 001 ] su jednaki 3.
100

4.240.

Rang matrice moze da se odredi samo za kvadratne matrice.

4.241.

Rang matrice { 8(2) ] je 2.

4.242. Rang singularne matrice je manji od njenog reda.
300
4.243. Rang, red i determinanta matrice A = | 032 | su jednaki 3.
011
4.244. Rang matrice tipa 4 x 7 je najvise 4.
100
4.245. Rang matrice | 010 | je 1.
001
4.246. Rang matrice tipa 4 x 3 je najvise 4.
4.247. Rang, red i determinanta matrice [ _(1) (2) ] su jednaki 2.
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Glava 5.

5 Sistemi linearnih jednacina

Posmatra¢emo sistem S,, od m linearnih jednacina sa n nepoznatih

a;1ry +a1pr2 +a1373 + ... + apT, = b
ao1x1 + a9ers + aszxrs + ... + asnxy, = by
Smn )
am1%1 + ama2 + am3x3 + ... + AmpTn = by,
gde su elementi a;; i b;, ¢ = 1.m, j = l..n, zadate vrednosti iz skupa R. Elementi a;; nazivaju

se koeficijenti sistema, a elementi b; su slobodni koeficijenti. Nepoznate x;, j = 1...n, odreduju se
(ukoliko postoje) tako da zadovoljavaju sve jednacine sistema .Sy, .

Sistem linearnih jednacina je:
1. saglasan (mogué, neprotivure¢an) ako postoji reSenje:
(a) odreden ako postoji tacno jedno resenje;
(b) neodreden ako postoji vise (bezbroj) resenja;
2. protivurecan (nemogué, kontradiktoran, nesaglasan) ako ne postoji resenje.

Ako su svi slobodni koeficijenti jednaki nuli (b; = 0, ¢ = 1...m) sistem je homogen. S,,, nazivamo
pravougaonim sistemom za m # n, dok se za m = n govori o kvadratnom sistemu i koristi se oznaka
Sp. Sistem S,,, se u matricnom obliku moze zapisati

A-X =B,
gde je A = [a;;] matrica tipa m X n, a
[z ] [ by ]
To by
X = . B=
L Tn | L bm
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Matricu A se naziva matrica sistema S,,, ( ili matrica koeficijenata), a matrica

aj; aiz2 a1z .... Qain bl
- a1 a2 a23 .... QA2n b2
A=

Am1 Gm2 Am3 .- Qmn bm

naziva se proSirena matrica sistema .5,,,.
Prvo pitanje koje se postavlja za sisteme linearnih jednacina je:

Da li postoji reSenje linearnog sistema?

Odgovor nam daje sledece vazno tvrdenje:
Kroneker-Kapelijeva teorema Neka je dat sistem linernih jednacina u matricnom obliku Sp,,: A-X =
B. Tada taj sistem ima reSenje ako je rang matrice A jednak rangu proSirene matrice A, tj.

Sistem je mogué (tj. ima reSenje) < r(A) =r(A).

Ukoliko nakon izra¢unavanja ranga matrice A i ranga prosirene matrice A dobijemo potvrdan odgovor
o postojanju reSenja sistema, mozemo da predemo na drugu fazu: nalaZzenja reSenja sistema linearnih jed-
nacina.
Posledica 1. Ako je matrica sistema A, kvadratnog sistema linearnih jednacina Sy, reqularna onda je
reSenje sistema jedinstveno i moze da se izrazi formulom

X=A"1. B.

Posledica 2. Ako je pravougaoni sistem linearnih jednacina Sy, takav da je r(A) = r(A) < n onda je
sistem neodreden.

Posledica 3. Ako je pravougaoni sistem linearnih jednacina Sy, takav da je v(A) # r(A) onda je sistem
kontradiktoran.

Skica dokaza Posledice 1:

Ako je matrica A regularna onda je 7(A) = n. Proirena matrica sistema A je tipa n x (n + 1) pa je
r(A) < n. Medutim, determinanta |A| je minor reda n matrice A razli¢it od nule. Tako je i rang r(A) = n
pa je po Kroneker-Kapelijevoj teoremi sistem saglasan. Sa druge strane, poSto je matrica A regularna,
postoji njena inverzna matrica A~! i sa njom mozemo pomnoziti sa leve strane sistem S,,. Zatim koristimo
asocijativnost mnozenja matrica, jednakost A™1 - A =T izakon I - X = X:

A-X=B& At (A X)=A1.Be (A1 4A) - X=A"1B& X=A"1 B. Iz poslednje formule se
reSenje lako izra¢unava mnozenjem matrica A~! - B. Jedinstvenost resenja sledi iz jedinstvenosti inverzne
matrice za svaku regularnu matricu. Il

Posledica 3 je direktna posledica Kroneker-Kapelijeve teoreme.
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5.1 Kvadratni i homogeni sistemi

Mada Posledica 1 daje jedan nacin za racunanje reSenja odredenog kvadratnog sistema linearnih jednacina
isticemo jo$ jedan nacin za raCunanje reSenja kvadratnih sistema sa regularnom matricom sistema koji daje
poznata Kramerova teorema. Oznacimo sa A; kvadratnu matricu reda n koju dobijamo od matrice sistema
A kod koje smo izbacili j-tu kolonu i na njeno mesto smestili kolonu slobodnih koeficijenata:

aiq ... alj_l b1 a1j+1 veee Q1p

. asy .... agj_l bQ a2j+1 N o)
Aj =

anpl ... anj_l bn anj+1 ceee Qpp

Uocimo da je determinanta matrice A;, razvijena po elementima j-te kolone i njihovim kofaktorima, jednaka
|Aj| = b1 A1 + boAgj + ... + bpApj.

Kramerova teorema Ako je determinanta kvadratnog sistema S, razli¢ita od nule, onda sistem ima

jedinstveno resenje (%, %...., ‘ﬁ‘”"), t

Ay As) A,
Al#0 = 1=, Tog= e Ty = :
4 VTR VT A

Dokaz. Na osnovu Posledice 1 znamo da je sistem ekvivalentan sa sitemom X = A~!'. B, odakle se
neposredno dobija

x
! Ay o Ay by
Y ' _ 4! B—LA*B—L .......
. | Al Al |
[Ai]
A 21
. ZZ:l by Apy . |44 [A]
=l s e
A s, | A |An|
| An| o
pri ¢emu je koristen razvoj determinante matrice A; po j-toj koloni (koloni slobodnih koeficijenata). O
Homogeni sistemi linearnih jednacina
0
Direktnom proverom zakljuc¢ujemo da je nula vektor kolone X = | ~ | jedno reSenje homogenog kvadratnog
0
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sistema S, : A-X = O. Ovo resenje (x1,x2...x,) = (0,0...0) nazivamo trivijalnim reSenjem i to je jedino

resenje za |A| # 0. Medutim, ukoliko postoje, mnogo su interesantnija netrivijalna re§enja homogenog

sistema. Sledeée tvrdenje nam daje potreban i dovoljan uslov za postojanje netrivijalnih resenja.
Homogeni kvadratni sistem linearnih jednacina ima netrivijalna resenja ako je determinanta sistema S,

jednaka nuli (JA] =0).

Dokaz. Kako su svi slobodni koeficijenti jednaki nuli to je uvek zadovoljen potreban i dovoljan uslov

r(A) = r(A) Kroneker-Kapelijeve teoreme da je sistem mogué. Da bismo izbegli da sistem ima samo
trivijalno reSenje, na osnovu Posledice 1, zaklju¢ujemo da matrica sistema mora biti singularna tj. |A| = 0. O

Uopstimo prethodnu teoremu i na pravougaone sisteme linearnih jednacina u skladu sa Posledicom 2,
Kroneker-Kapelijeve teoreme.

Pravougaoni homogeni sistem linearnih jednacina ima netrivijalna resenja ako je r(A) < n.

Dakle, kod kvadratnih homogenih sistema dovoljno je izra¢unati da je determinanta sistema |A| = 0 da
bismo utvrdili da je rang matrice homogenog sistema manji od broja nepoznatih, a samim tim homogeni
sistem ima bezbroj resenja.

5.2 Gausov metod eliminacije

Gausov metod eliminacije je opsti postupak ili za nalazenje resenja (ako ono postoji) ili za utvrdivanje
da je sistem linearnih jednac¢ina kontradiktoran. Moze se primenjivati i na pravougaone i na kvadratne
sisteme linearnih jedna¢ina. Osnovna ideja postupka je da se sistem elementarnim transformacijama svede
na $to jednostavniji oblik iz kog se moze ili lako izra¢unati reSenje ili zakljuciti da ga nema.

U odnosu na resavanje kvadratnih sistema Kramerovom teoremom, ili nalazZenjem inverzne matrice
(Posledica 1), Gausov metod eliminacije ima prednost u manjem potrebnom broju osnovnih matematickih
operacija sabiranja i oduzimanja.

Elementarne transformacije matrice A, xpn Su:

a) razmena i-te i j-te vrste (kolone) matrice;
b) mnoZenje svih elemenata i-te vrste (kolone) brojem « # 0;
c) mnoZenje elemenata i-te vrste (kolone) brojem « i dodavanjem tih umnoZaka j-toj vrsti (koloni).

Elementarne matrice su one matrice koje dobijamo nakon primene jedne elementarne transformacije
na jediniénu matricu.

Tako su matrice

100 500 100
I(32): 001 3 I1(5): 010 1 I1(5)’2: 510
010 001 001

elementarne, pri cemu su od jedinicne matrice tréeg reda matrice I(3g), I1(s5) 1 I1(5)2 redom dobijene: za-
menom druge i treée vrste, mnozenjem prve vrste sa 5 i dodavanjem drugoj vrsti prve vrste pomnozene sa
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Rang matrice je invarijantan (nepromenjiv) u odnosu na elementarne transformacije. Preciznije:

Neka je matrica B dobijena primenom elementarnih transformacija na matricu A. Tada je rang matrice
B jednak rangu matrice A.
Dokaz. Na osnovu stava [ prethodnog poglavlja zaklju¢ujemo da su determinanta matrice A i determi-
nanta B ili obe razli¢ite od nule ili obe jednake nuli. Takode, do istog zakljucka dolazimo ako posmatramo
bilo koju determinantu podmatrice Ay reda k matrice A i njoj odgovarajuéu determinantu podmatrice By,
reda k matrice B. Kako rang matrice zavisi isklju¢ivo od toga da li su determinante njenih kvadratnih
podmatrica jednake ili razli¢ite od nule, sledi da su rangovi matrica B i A jednaki. (|

Prethodno tvrdenje zajedno sa Kroneker-Kapelijevom teoremom omogucéava nam da na proSirenu ma-
tricu sistema linearnih jednac¢ina primenjujemo elementarne transformacije (dovoljno je da ih primenjujemo
samo na vrstama).

Algoritam Gausove metode eliminacije
Resavanje opsteg pravougaonog sistema linearnih jednacina Gausovim metodom eliminacije vrsimo pri-

menom elementarnih transformacija na vrste proSirene matrice sistema Sy, : A - X = B. U prvom koraku
1

0
postizemo da prva kolona transformisane proSirene matrice sistema bude | . |. To postizemo tako Sto
0
nademo vrstu u kojoj je prvi element (e) razli¢it od nule i zamenimo tu vrstu sa prvom (ako veé nije prva).
Zatim podelimo prvu vrstu sa e da bismo na poziciji 17 dobili 1. Na preostalim pozicijama prve kolone
pravimo 0 (ako ve¢ nisu nule) primenom elementarnih transformacija tipa ¢). Na slican nacin elementarnim
transformacijama tipa a) i b), na poziciji 22 pravimo jedinicu, a zatim anuliramo elemente u drugoj koloni
ispod pozicije 929 .... Nastavljajuéi ovaj postupak na ostalim kolonama doéi éemo ili do matrice oblika C ili
do matrice oblika B iz sledece teoreme.
Elementarnim transformacijama mozemo prosirenu matricu sistema A svesti: ili na matricu B ukoliko
je sistem mogué ili na matricu C ukoliko je sistem nemogué . Gde su

[ bll blg ....... bln q1 C11 C12  ceevevnnnn. Cln w1
0 b22 ........ bgn qa 0 C2Q el Con w2
B= 0 0 by brn  qr C = 0 0 Cry Crn Wy )
0 0 .0 0 0 0 0 .0... 0 weg
.0 0 ..0.. 0 0| . 0 0 .0. 0 0 |
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pri cemu je koeficijent wy4q razlicit od 0 1 by = ¢y = 127, za i=1..r.
U prvom slucaju imamo dve bitno razli¢ita podslucaja:
a) r = n, tada je reSenje sistema jedinstveno,
b) r < n, tada ima viSe reSenja, pri ¢emu je broj stepeni slobode n — r.
Nalazenje jedinstvenog reSenja u slu¢aju a)
Ako je od polazne prosirene matrice sistema metodom eliminacije dobijena matrica B u slu¢aju a), to
znaci da je polaznom sistemu linearnih jednacina pridruzen sledeéi ekvivalentan sistem:

1 + bioxs + bizrs + ... +br, =@

To +bogrs+ ... +boyprn =@
Tp—1+ bn—lnxn = Q4n—1

Tn =A(4n

Resavanjem ovog sistema od poslednje jednacine prema prvoj dobijamo:

n
Tn = Qn, Tn—1 = qn-1 — bn—anna e X1 =01 — § blkmk )
k=2

pri ¢emu su u poslednjoj jednac¢ini zamenjene fiksne vrednosti promenljivih x,,, £,,_1..., 2, koje su izracunate
iz predhodnih n — 1 jednacina.

Na primer:
Ty +2x9 —3x3+ 414 =5 131:5—2-(—2)—1—3-2—4-2:7
Ty —dx3+Try =2 | xo=2+4+5-2-T7-2=-2
reSavamo )
r3—x14 =0 r3=04+2=2
Ty = 2 T4 = 2
sledi da je jedinstveno resenje sistema (7,—2,2,2).
Nalazenje opsteg resSenja u slu¢aju b)
U slucaju b) je matrici B pridruzen sistem:
21 + b1axo + b13T3 + oo + binxn = ¢1
To +bo3T3 + oo + bonxn = q2

Tpp + oo + by = ¢

2"Ne mora se zahtevati da svi elementi b;; i ¢;; na dijagonali budu 1, dovoljno je zahtevati da su razli¢iti od nule. Za onoliko
za koliko se povecava broj mnozenja da bismo dobili jedinice, se smanjuje broj mnozenja potrebnih da dobijemo reSenje(a)
iz matrice B. Jedino ako nas postupak dovede do slu¢aja C', uzaludno smo trogili dodatno vreme za pravljenje jedinica na
dijagonali.
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Mada slobodnih n — r promenljivih mozemo na proizvoljan na¢in da biramo izmedu n promenljivih, ipak je
najjednostavnije da za slobodne promenljive izaberemo: 41, Z,y3...2,. Slobodne promenljive “slobodno”
uzimaju bilo koju realnu vrednost. Nakon prebacivanja slobodnih promenljivih na levu stranu jednacina
sledi:

1 + bz + bizzs + ... + by = @ — birp1Trp1 — .o — binTy
T2 +byggrz+ ... +byx, = @@ —byp1Trp1 — ... — b2y
Tr = Q¢ — b1y — ... — bppap

Ovaj oblik sistema linearnih jednacina se razlikuje od slu¢aju a) jedino po tome $to na desnoj strani jednacina
nisu fiksirani realni brojevi, ve¢ su u pitanju realne funkcije koje zavise od slobodnih promenljivih. Nalazenje
reSenja, koja Ce biti u funkciji od slobodnih promenljivih, redom za promenljive x,,z,_1... 2,z dobijamo
na slican nac¢in kao $to smo nalazili z,,...x1 u slucéaju a).
Na primer:
T+ 209 — 33+ 44 =5 PN 1+ 29 =5+ 3x3 —4xy
To — Drg + Taxy = 2 To =245x3—Txy

sledi da je z1 = 5+ 3x3 —4xgy —2(2+ bxg — Tx4) = 1 — Tx3+ 1024. Opste resenje ovog sistema sa dva stepena
slobode je:
(1 — 723+ 10x4, 2+ bxg — Txyg, T3, T4).

Napomena: Primetimo da nula vrste u matricama B i C nisu obavezno prisutne. Broj vrsta u matricama B
i C sa svim 0, predstavlja broj jedna¢ina u polaznom sistemu linearnih jednacina koje su linearno zavisne
od preostalih jednacina (svakoj vrsti odgovara jedna jednac¢ina). Odnosno te jednacine se mogu izbaciti iz
sistema bez uticaja na resenje. Ukoliko nema linearno zavisnih jednagina u sistemu matrice B i C neée imati
nijednu vrstu nula.

Primeri. Na sledeéa tri primera ilustrova¢emo sve moguénosti koje mogu da nastanu pri reSavanju sistema
linearnih jednacina Gausovom metodom eliminacije:

T+ 13 =2
x1 +a3 =2 201 + 22+ 223 =5
S34: 2x1 +x2 +2x3 =5 Ss4 : 209 + 623+ x4 =9
29 + 623+ 24 =9 3r1+3r3+x4 =7

r1+x3+x4=3

1+ a3 =2
21 + 29 +2x3 =05
2x9 + 623 + 24 =9

6x3 +x4=9

544 :
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Odgovarajuce proSirene matrice ovih sistema su:

10102

B 101027 21205 | ;2;8?

A= 21205 |, A= |02619 |, A= | o

02619 30317 00619
10113

Kako su prve tri jednacine jednake u sva tri sistema, Gausov metod eliminacije éemo paralelno primenjivatina
na sve tri proSirene matrice sistema. Elementarne transformacije koje primenjujemo su: prvu vrstu mnozimo
sa —2 i dodajemo drugoj, prvu vrstu mnozimo sa —3 i dodajemo cetvrtoj i prvu vrstu mnozimo sa —1 i
dodajemo petoj vrsti (samo kod As). Rezultat ovih transformacija su matrice:

10102
~ rroroa]  fotoer|  [ronoe
Ai=101001 |, Ap=|02619 |, Az=| 0

02619 00011 006109

00011

Na ovaj nacin su prve kolone svedene na zeljeni oblik. Nastavljamo sa primenom elementarnih transformacija
da bismo druga kolona imala jedinicu na poziciji 29 i nule ispod te pozicije, za Sta je u nasim primerima
dovoljno drugu vrstu pomnoziti sa —2 i dodati trecoj:

10102

[retee] _ |otoor| _ [1oioe

A= | 01001 |, Af=| 00617 |, A= | o

00617 00011 00619
00011

Zatim trecu vrstu delimo sa 6 i u Ig Cetvrtu vrstu mnozimo sa -1 i dodajemo petoj, a dodatno u /Tg treéu
vrstu pomnozimo sa —1 i dodamo ¢etvrtoj:

01001

A=101001 |, Af=|001¢% |, A= 83??%

001% % 00011 00003
00000

Ovo su zavrsni oblici transformisanih polaznih prosirenih matrica sistema. Analizirajmo ih.
A" ima oblik matrice B iz teoreme 14, pri ¢emu je to slucaj b) kad je r < n. Preciznije, broj nepoznatih
je n =4, a broj nezavisnih nejednacina je r = 3 (sve su bile nezavisne). Znaci imamo jedan stepen slobode i
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mozemo jednu promenljivu ostaviti slobodnu. Neka to bude z4. Matrica Ai’l” nam kaze da se polazni sistem
sveo na oblik

T, +x3 =2
5172:1.
1 7
T3+ gTa =5

Sledi da je opSte reSenje sistema (% + %1‘4, 1, % — %u, x4) pri ¢emu je x4 proizvoljan realan broj.

Na osnovu A" vidimo da je peta jednacina bila linearno zavisna od preostale 4 linearne jednacine.
Oblik matrice A—’Q/’ je slucaj a) prethodnog stava kada je r = n = 4 i imamo jedinstveno resenje. Osim
iste tri jednacine koje imamo pridruzene i kod matrice TT ovde dodatno imamo i jedna¢inu koja odgovara
cetvrtoj vrsti x4 = 1. Tako u odnosu na opste resenje iz predhodnog sistema ovde imamo jedinstveno resenje
(1,1,1,1) koje dobijamo direktnom zamenom x4 = 1 u predhodno opste resenje.

Poslednja vrsta matrice A—g’ daje netacnu jednakost 0=2, pa je polazni sistem Sy4 kontradiktoran. Matrica

A% je oblika matrice C prethodnog stava za n = 4, r = 3.

5.3 Zadaci

0 ] , gde je A matrica iz 2. zadatka prethodne glave.

5.1. Kramerovom metodom resiti sistem A-X = [ 6

5.2. Date su matrice:

A= , B= ic=[10 01
-1 00 1 -1 5 1 Lo -1 0
01 0 -2 2 1

Izracunajte vrednost determinante matrice A na osnovu razvoja po 1. vrstiina osnovu razvoja po 2. koloni.
Ukoliko postoje inverzne matrice A~! i B~! nadite ih. Odredite rang matrice C.

1
5.3. Resite sistem S3 4 linearnih jednacina: C'- X = | 1 |, Gausovim metodom eliminacije. Matrica C
1
je matrica iz prethodnog zadatka.
5.4. Resite matricnu jednacinu
1 1 -1 1 1
0o -1 2 X = | -1 2
0 1 0 -2 1
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5.5. Diskutovati u zavisnosti od realnog parametra p, kada je sledeéi sistem linearnih jednacina kona-
tradiktoran, odreden ili neodreden:

p 1 -1 1

0 -1 0] - X = 0

0 1 p—1 p
5.4 Teorijska pitanja
5.6. Sistem linearnih jednacina je mogu¢ akko ima bar jedno resenje. T
5.7. Ekvivalentni sistemi linearnih jednacina imaju isti skup resenja. T

5.8. Dve linearne jednacine su linearno zavisne ako jednu mozemo da dobijemo od druge mnozenjem

brojem. T
‘ 5.9. Svaki linearni sistem sa 6 jednacina i 5 nepoznatih je ili odreden ili neodreden ili protivurecan. ‘ T
‘ 5.10. Sistem linearnih jednacina je kontradiktoran akko nema resenja. ‘ T
‘ 5.11. Postoji SLJ sa 3 jednacine i 5 nepoznatih koji je odreden. ‘ 1L
‘ 5.12. Sistem linearnih jednacina je saglasan akko ima viSe resenja. ‘ 1

5.13. Svaki sistem linearnih jednacina sa 7 jednacina i 8 nepoznatih je odreden. il

5.14. Svaki sistem linearnih jednacina sa 3 jednacine i 5 nepoznatih nije odreden. T

5.15. Protivurecan, nesaglasan, kontradiktoran i nemogué¢ SLJ su ekvivalentni pojmovi koji oznacavaju
SLJ bez resenja.

‘ 5.16. Svaki sistem linearnih jednac¢ina sa 4 jednagine i 7 nepoznatih je ili neodreden ili kontradiktoran. ‘ T

‘ 5.17. Svaki sistem sa manje jednacina od broja nepoznatih je ili neodreden ili protivurecan. ‘ T
‘ 5.18. Sistem linearnih jednacina je neodreden akko nema resenja. ‘ 1L
‘ 5.19. Sistem linearnih jednacina je mogué akko ima jedno ili vise resenja. ‘ T
‘ 5.20. Nemogué sistem nema reSenje. ‘ T
‘ 5.21. Neodreden sistem nema reSenje. ‘ 1
5.22. Sistem linearnih jednacina je saglasan akko ima ili jedno ili viSe reSenja. T

20 + 2y —4du — 4v =2

5.23. Sistem linearnih jednacina 32— 3y + 6u+ 6v =3

je nemogud. T

x4+ y—2u—-2v=1
20 + 2y —du — 4v = 2 je neodreden sistem linearnih
204+ 2y —2u—2v =2 jednacina.

T+ y—2u—2v=2

5.24. SLJ
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r+2y—3u—4v=>5 je memogué sistem linearnih
5.25. SLJ —r—2y+3u+4dv=>5 jednacina. T
20+ 2y —4du—4v =0
20+ 2y — 2u —2v =2 je kontradiktoran sistem lin-
5.26. SLJ T+ y—2u—20=2 earnih jednacina. T
dr +4y —du —4dv =2
. . o .. 20 4+ 2y —4u —4v =2 . . .
5.27. Sistem linearnih jednacina 32— 3y + 6u+ 6v = —3 je protivurecan. 1
598 + y—2u—-2v=1 je kontradiktoran sistem lin- -
T 242y —du—4v=1 earnih jednacina.
5.29. Svaki nehomogen sistem sa 7 linearnih jednacina i 8 nepoznatih je uvek neodreden. 1
5.30. Ako je matrica sistema A tipa m x n onda je prosirena matrica A tipa m x (n+1) T
5.31. Svaki kvadratni SLJ ima jedinstveno resenje ako je determinanta matrice sistema jednaka 0. 1
‘ 5.32. Ako je matrica sistema A tipa m x n onda je prosirena matrica A tipa (m+1) xn. ‘ 1
‘ 5.33. Matrica B sistema linearnih jednacina A - X = B sadrzi slobodne koeficijente. ‘ T
‘ 5.34. Prosirena matrica sistema sadrzi jednu vrstu viSe nego matrica sistema. ‘ 1
‘ 5.35. Matrica A sistema linearnih jednacina A - X = B sadrzi slobodne koeficijente. ‘ L
‘ 5.36. Matrica sistema sadrzi jednu vrstu viSe nego prosirena matrica sistema. ‘ 1
. 12321 T 2 L.
5.37. Sistem Sos : [24642]-[uvbyz] —[0} nema resenje. T
101 x 1
5.38. SLJ 010 | -yl =12 je neodreden. 1L
101 z 3
Sledeéi sistem linearnih jednacina 36963 T 2
5.39. ) ) . =
S5 je protivurecan SLJ. [24642] [uv:cyz} [3} T
5.40. Kvadratni sistem linearnih jednacina je odreden akko je determinanta sistema razli¢ita od nule. | T
5.41. Kvadratni sistem linearnih jednacina je ili neodreden ili kontradiktoran akko je determinanta T
sistema jednaka nuli.
5.42. SLJ R (O G I de je XT =] | je kontradiktoran SLJ. | T
42. A 4 8 12 =, sdeje = | x1 T2 x3 x4 | je kontradiktoran .
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5.43. SLJ 1 -1 2 3 X = 1 7 gde jfa. xT = [ T ZL:Q 1:‘3 T4 ] je sistem linearnih
|4 —4 8 12 1 jednacina koji nema resenje.
[ -1 -2 1 3 2 gde je X7 = [wwv st ] je kontradiktoran sis-
5.44. SL.J X =
3 6 -3 -9 ] [ —6 ]’ tem linearniih jednacina.
(1 -1 2 3 1 deje XT = [ x1 x2 x3 x4 | je protivurecan sistem
5.45. SLJ X = , 8 1 %2 23 T4
4 -4 8 12 ] { 4 } linearnih jednacina.
5.46 Slededi sistem linearnih jednacina je (36963 ] ' [ uw vz ; }T - 2
"7 nemogud sistem. | 24642 | Y 1 2/3
547 Slede¢i sistem linearnih jednacina (12321 ] T |2
"7 Sy5 je neodreden sistem. _24642_‘[uvxyz] |0
548 Slede¢i sistem linearnih jednacina 12321 | [ ]T 12
"7 Sy 5 ima bezbroj resenja. | 24642 | L S IV
Sledeéi sistem linearnih jednacina 12321 2
549, ¢ L brot refemia 24642 | [uvazyz] =|4
%5 ) resenga. | 24642 5
(1111 v 1
5.50. SLJ 0200 Yl1=11 je odreden sistem linearnih jednacina.
z
0050 1
- t
(111 T 1
5.51. SLJ 020 |-y |=1]1 je odreden sistem linearnih jednacina.
| 050 z 1
5.52. Svaki homogen sistem sa 3 jednacine i 4 nepoznate je neodreden.

5.53.

Postoji homogen sistem sa 3 jednacine i 5 nepoznatih koji ima samo trivijalno resenje.

5.54.

Homogen sistem sa manje jedna¢ina od broja nepoznatih je uvek neodreden.

5.55.

Svaki homogen SLJ sa 3 jednacine 4 nepoznate ima i netrivijalna resenja.

5.56.

Homogen sistem sa 5 jednac¢ina i 2 nepoznate je kontradiktoran.

5.57.

Homogen sistem linearnih jednacina je uvek saglasan.

5.58.

Homogen sistem linearnih jednacina je uvek moguc.

5.59.

Svaki homogen sistem linearnih jednacina koji ima netrivijalno resenje je neodreden.

5.60.

Trivijalno reSenje homogenog sistema sa n nepoznatih zi,zs...,x, je 1 =22 = ... = x, = 0.

l_

4 A4 A4 A A A
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5.61. Svaki homogen sistem sa 4 jednacine i 4 nepoznate je odreden. €
5.62. Bilo koji homogen sistem linearnih jednacina ne moze biti protivurecan. T
5.63. r1 = 22 = ... = z,, = 0 ne moze biti reSenje ni jednog nehomenog sistema linearnih jednacina sa -
n nepoznatih xi,xs..., T,.
5.64. Kvadratni sistem linearnih jednac¢ina A- X = O, ima samo trivijalno reSenje, ako je A regularna -
matrica sistema, a O nula kolona matrica.
5.65. SLJ (12 3 4 } X = [ 0 } gde je XT = [ Ty zw } je homogen neodreden T
4 3 2 1 0 sistem.
[ 167 x 0
5.66. SLJ 020 -y |=1]20 je homogen neodreden sistem linearnih jednacina. 1L
| 005 z 0
(1 2 3 4 0 de je X" =[ zy zw | je ho-
5.67. SLJ X = & il
4 3 21 } [ 0 } mogen odreden sistem.
‘ 5.68. Ako je matrica kvadratnog homogenog sistema regularna onda SLJ ima samo trivijalno reSenje. ‘ T
‘ 5.69. Ako je matrica kvadratnog homogenog sistema regularna sistem nema netrivijalno resenje. ‘ T
. T _ .
10 2 3 0 gdeJeX‘—[x.g{,.zw]Je‘hc.)-
5.70. SLJ 4160 5 X = 0 mogen sistem koji ima netrivi- T
jalna resenja.
1511 13 x 0
5.71. SLJ S33 303234 |- |y | =10 je homogen odreden sistem. 1L
45 33 39 z 0
Slededi sistem linearnih 15 11 13 x 0
5.72. jednacina je kvadratni homogen 302226 |- |y |=10 1L
bez netrivijalnih reSenja. 45 30 39 z 0
e e e [ 2] [0
5.78. e 302224 |- |y |=|0 1
Ogen X0y ima 1 nettivya‘a 45 30 39 2 0
resenja.
1516 17 18 ‘ 0
5.74. SLJ S34 30323436 | - Z =10 je homogen odreden. L
45 48 51 54 . 0
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5.75. Ako sistem linearnih jednac¢ina ima viSe jednacina nego nepoznatih mozemo ga resavati Gausovim
metodom eliminacije.

5.76. Ako SLJ ima manje jedna¢ina nego nepoznatih mozemo ga reSavati Gausovim metodom elimi-
nacije.

5.77. Kvadratne SLJ ne mozemo resavati Gausovim metodom eliminacije.

5.78. Gausov metod eliminacije je opS$ti metod za reSavanje sistema linearnih jednacina.

5.79. Elementarne transformacije nad jedna¢inama nekog SLJ ne menjaju skup reSenja tog SLJ.

5.80. Ako bilo koju jednacinu bilo kog SLJ pomnozimo nulom skup resenja tog SLJ se neée promeniti.

5.81. Ako linearno zavisnu jednacinu nekog SLJ pomnozimo nulom skup resenja tog SLJ se nece
promeniti.

5.82. Ako jednacinu SLJ podelimo brojem razli¢itim od 0 skup reSenja tog SLJ se nece promeniti.

5.83. Gausov metod eliminacije opsti SLJ elementarnim transformacijama nad jedna¢inama svodi na
"trougaoni” SLJ u kom se lakse izra¢unava(ju) resenje(a) ukoliko postoji(e).

5.84. Sistem linearnih jednacina je kontradiktoran ako se elementarnim transformacijama nad
jednac¢inama (Gausov metod) neka njegova jedna¢ina svodi na netacnu jednakost 0 = k, pri ¢emu
je k broj razli¢it od 0.

5.85. Kvadratni SLJ je kontradiktoran ako se Gausovim metodom eliminacije neka njegova jednacina
svodi na ta¢nu jednakost 0 = 0.

5.86. Svaki kvadratni SLJ kom se Gausovim metodom eliminacije neka njegova jednacina svede na
tacnu jednakost 0 = 0 je neodreden.

5.87. Ako se Gausovim metodom eliminacije neka jedna¢ina kvadratnog SLJ svede na tacnu jednakost
0 = 0 tada svaki takav SLJ nije odreden.

5.88. Ako se Gausovim metodom eliminacije neka jednac¢ina SLJ svede na ta¢nu jednakost 0 = 0 to
znaci da je ta jednacina bila linearno zavisna od preostalih jednacina SLJ.

5.89. Stepene slobode imaju samo odredeni sistemi linearnih jednacina.

5.90. Broj stepeni slobode neodredenog SLJ sa medusobno nezavisnim jedna¢inama jednak je razlici
broja nepoznatih i broja jednacina.

z+ y—u—v=1

5.91. SLJ ima 2 stepena slobode.
—r—y+utv=1
z+ y—u—v=1 .
5.92. SLJ o ydutv=—1 ima 2 stepena slobode.
5.93. SLJ rhy-u-v=1 ima 3 stepena slobode.

—r—y+ut+v=-1

_|

4 4 4 A A A
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z+ y—2u—2v=1

5.94. SLJ 9 — du— 4v = 1 ima 2 stepena slobode.
x4+ y—2u—2v=0
5.95. SLJ 2y —du—4dv =0 ima 3 stepena slobode.

du —4v =0

5.96. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije pojavi vrsta koja ima sve nule, sem u poslednjoj koloni,
to znaci da je polazni sistem odreden.

5.97. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije pojavi vrsta sa svim nulama sem u poslednjoj koloni
polazni sistem je kontradiktoran.

5.98. Ako je matrica sistema linearnih jednacina Asx7 sistem se moze reSavati Gausovim metodom
eliminacije.

5.99. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije kvadratnog sistema pojavi vrsta nula to znaci da
polazni sistem nije odreden.

5.100. Ako se pri resavanju kvadratnog sistema Gausovim metodom eliminacije pojavi vrsta nula to
znac¢i da je sistem ili neodreden ili kontradiktoran.

5.101. Sistem linearnih jednacina je nemogué ako se elementarnim transformacijama nad vrstama
(Gausov metod) neka njegova jednacina svodi na neta¢nu jednakost 0 = k, pri ¢emu je k broj razlicit
od 0.

5.102. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije pojavi vrsta koja ima sve nule, sem u poslednjoj
koloni, to zna¢i da je polazni sistem nemoguc.

5.103. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije pojavi vrsta koja ima sve nule, sem u poslednjoj
koloni, to znaci da je polazni sistem bez reSenja.

5.104. Sistem linearnih jednacina je neodreden ako se elementrnim transformacijama nad vrstama
(Gausov metod) neka njegova jednacina svodi na netaénu jednakost 0 = k, pri ¢emu je k broj razlicit
od 0.

10 2 3 0 gdejeXT:[:cyzw]je
5.105. SLJ [ 416 0 5 } X = [ } sistem koji resavamo Gausovim
metodom eliminacije.
Gansovim metodom eli- 1 0 2 3 | ) to znaci da je polazni sistem sa 3
5.106. minacije dobili smo 022 0]3 jednacine i 4 nepoznate neodreden
00 00|0 sa 3 stepena slobode.

5.107. Poslednja vrsta u proSirenoj matrici prethodnog zadatka implicira da je tre¢a jednac¢ina u
polaznom sistemu bila ”suvisna”, tj. posledica prve dve jednacine.
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10110 T |1 je neodreden sistem linearnih
5.108. SLJ 102002 } leyuv 2] = { 1 ] jednacina sa 3 stepena slobode.
101 x 1
5.109. SLJ 010 | -y |=1]2 je neodreden SLJ sa 1 stepenom slobode.
[ 111 z 3
- x
111 |1 je neodreden sistem linearnih jednacina sa
5.110. SLJ 1 020 } ! Z N { 1 } 2 stepena slobode.
5111, SLJ [1 0 2 3 X = 0 gdve je XT = [.:Byzw} je s.ist.em .llioji
| 4 6 0 5 0 reSavamo Gausovim metodom eliminacije.

sistem A - X = B, od metoda
koje smo radili, jedino mozemo
reSavati  Gausovim metodom
eliminacije.

5.112. Akoje A= [ ;

oo
o N
(ST
| I
oy
Il
| — |
—_ =
| I
b
Il
[SERSTINSIE

5.113. Ako je sistem linearnih jednacina kvadratan uvek ga mozemo reSavati pomocu inverzne matrice
sistema.

5.114. Ako sistem linearnih jednacina ima vedéi broj jednacina od nepoznatih mozemo ga reSavati
Kramerovom teoremom.

5.115. Ako sistem linearnih jednacina ima manji broj jedna¢ina od nepoznatih mozemo ga reSavati
pomodu inverzne matrice sistema.

2001z + 2002y = 2003

20022 + 2001y = 2004 mozemo reSiti Kramerovom teoremom.

5.116. Sistem:

4002z + 2002y = 2003

20012 + 1001y = 2004 mozemo reSiti Kramerovom teoremom.

5.117. Sistem:

20 +2y =2

5.118. SLJ Az + Ay =4

mozemo reSiti pomocu inverzne matrice sistema.

5.119. Kvadratne sisteme linearnih jednacina sa regularnom matricom sistema mozemo reSiti
Kramerovom teoremom.

5.120. Kramerovu teoremu mozemo primeniti na reSavanje kvadratnih sistema linearnih jednac¢ina u
kojima je matrica sistema singularna.

5.121. Kramerovu teoremu ne mozemo primeniti na reSavanje sistema linearnih jednacina u kojima je
broj jednacina razli¢it od broja nepoznatih.

5.122. Sistem x4+ 2y =3, 4z +5y =6 mozemo resiti pomocu inverzne matrice sistema.
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5.123. Sistem 3r+4y =5, 9x+12y =15  mozemo resiti Kramerovom teoremom.

5.124. Sistem —z+2y=3, 4x—>5y=6  mozemo resiti Kramerovom teoremom.

5.125. Ako sistem linearnih jednacina ima isti broj jedna¢ina i nepoznatih uvek ga mozemo reSavati
Kramerovom teoremom.

1 2 -3 4 x1 1

5.126. SLJ 36 -9 12| | m _ 3 mozemo reSiti Kramerovom teo-
00 1 -1 x3 0 remom.
0 O 0 1 Ty 2

5.127. Prethodni SLJ S4 4, reSavamo pomocu inverzne matrice sistema.

1 3 27 4 gdejeXT:[xyz],jesis-
5.128. SLJ 00 7|-X=|9 tem koji raSavamo Kramerovom
0 0 4] 5 metodom.

1227 x 0 . . .. .
5.129. Sistem 020 |-|y|=1o0 je homogen sistem koji mozemo
005 resiti Kramerovom teoremom.

5.130. Ako sistem linearnih jednacina ima isti broj jednacina i nepoznatih uvek ga mozemo resiti
pomodu inverzne matrice sistema.

5.131. SLJ [1 0 2 3}.X:[4} gde je XT = [myzw}jesistemkoji
5 6 7 8 9 raSavamo Kramerovom metodom.
1 0 2 3 0 de je XT = [ TYzw } je homogen sistem
5.132. SLJ X = &
[ 4 6 0 5 } [ 0 } koji reSavamo Kramerovom metodom.

5.133. Sistom [1 0 2 3]_X:[4] gdejeXT:[xyzw]jeSLJkojisemoZe

5 6 7 8 9 | rasSavati pomoc¢u inverzne matrice sistema.

5.134. Jednakost ranga matrice sistema i prosirene matrice sistema potvrduje postojanje reSenja SLJ.

5.135. Sistem linearnih jednacina je odreden akko je rang matrice sistema jednak rangu prosirene
matrice sistema i jednak broju nepoznatih.

5.136. Kroneker-Kapelijeva teorema daje potreban i dovoljan uslov za postojanje reSenja sistema
linearnih jednacina.

5.137. Sistem linearnih jednacina je neodreden akko je rang matrice sistema jednak rangu prosirene
matrice sistema i jednak broju nepoznatih.

5.138. Sistem linearnih jednacina A, xn, - X = B je neodreden ako je r(A) =r(A) = n.

5.139. Sistem linearnih jednac¢ina A,,x,, - X = B ima viSe resenja ako je r(A) = r(A) < n.

_|
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5.140. Sistem linearnih jednacina je kontradiktoran akko je rang matrice sistema jednak rangu
prosirene matrice sistema.

5.141. Sistem linearnih jednacina je kontradiktoran akko je rang matrice sistema razli¢it od ranga
prosirene matrice sistema.

5.142. SLJ je mogu¢ akko je rang matrice sistema jednak rangu proSirene matrice sistema.

5.143. Jednakost ranga matrice sistema i proSirene matrice sistema potvrduje postojanje reSenja.

5.144. Sistem linearnih jednac¢ina je saglasan akko je rang matrice sistema jednak rangu prosirene
matrice sistema.

5.145. Sistem linearnih jednacina A, x, - X = B ima jedinstveno resenje ako je r(A4) = r(A4) =n.

5.146. Sistem linearnih jednacina ima jedinstveno reSenje akko je rang matrice sistema jednak rangu
prosirene matrice sistema.

=

e I
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Glava 6.

6 Linearno programiranje - LP

Posmatraéemo problem linearnog programiranja LF,,,, u standardnom obliku, od m linearnih
jednacina sa n nepoznatih

min(cix] + coxre + €323 + ... + Cpy)
a1r1 + a2 +a13r3 + ... + a1pT, =b
ao1x1 + a0y + aszxs + .... + aspx, = b
LP,, ;

Am1T1 + AmaZTs + Am3T3 + ... +  GmnZn = bm
T, T9..., Ty > 0

gde su elementi a;; i b;, @ = l..m, j = l..n, zadate vrednosti iz skupa realnih brojeva R. Elemente
a;; nazivamo koeficijentima sistema, a elementi b; su slobodni koeficijenti. Domen (koristi se i termin
dopustivi skup) D, D C R", sadrzi one vektore x = (x1, x2...x, ) koji zadovoljavaju jednacine podsistema
Smn (A-xT = B) i takozvana trivijalna ograniéenja z; >0, j=1l..n. Zahtev koji se postavlja pri
resavanju L,,, problema je da se nade ona vrednost x° iz dopustivog skupa D tako da linearna funkcija

cilja z = 171 + cax9 + .... ¢,x, ima u tacki x°P' minimalnu vrednost 2,,;, nad D:
. _ opt opt opt _
mlBZ =c1xy + Ty + ... CpTy, = Zmin-
xE

Napomena: Potreban uslov da domen D linearnog problema bude neprazan je da je m < n, $to ¢emo u
nastavku podrazumevati.

Problem linearnog programiranja LFP,,, je u simetriénom obliku, ako umesto m linearnih jednacina
posmatramo m linearnih nejednacina istog tipa, recimo:

( min(cixy + care + €33 + .. + Cpy)

a1 +ai2ry +a1323 + ...+ ax, < by
ao1x1 + a9y + ag3x3 + ...+ agpxr, < by
LP,.,

A1 71 + 22 + 323 + oo+ ATy < by
Ty, T9...Tn > 0

Opsti problem linearnog programiranja ne mora biti ni u standardnom ni u simetri¢cnom obliku.
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Kako svakoj linearnoj nejednacini iz skupa ogranicenja problema lineranog programiranja odgovara jedna
hiperravan (poluprava za n = 1, poluravan za n = 2, poluprostor za n = 3... ), koja je konveksan skup
tacaka, i kako je poznato da je presek konveksnih skupova konveksan skup, vazi sledeca osobina.

Domen problema linearnog programiranja je konveksan skup tacaka.

6.1 Geometrijska metoda

Geometrijsku metodu ima smisla primenjivati ukoliko je broj promenljivih mali, ne veéi od tri. lako
je domen primene ove metode vrlo suzen, navodimo je zbog njene pedagosSke ociglednosti. Metod éemo
ilustrovati na primeru sa dve promenljive (sa jednom je trivijalan, a sa tri je teze metod graficki ilustrovati).

Posmatrajmo sledeéi problem

min(2zy + 2x2)
2x1 —x9 > —6
(1) —2x1+ 319 > 6
3x1+ 29 <6
9 > 0

U prvom koraku ove metode graficki nalazimo oblast, domen funkcije cilja, u kojoj su zadovoljena sva
ogranicenja razmatranog problema. Teorijski se zna da domen mora biti konveksna oblast.

Nalazenje domena funkcije cilja

Svakom netrivijalnom ograni¢enju pridruziéemo po jednu pravu, koju dobijamo kada umesto znaka
nejednakosti stavimo jednakost. U nasem primeru treba nacrtati prave py : 221 —x9 = —6, po : —2x1+3x2 =
6 i p3:3x1 + x2 =6. Dovoljno je da odredimo po dve tacke sa svake prave:

3 p |03 p3|O]2
1610 1210 610

Ove tri prave smo nacrtali na sl. 8. Svaka od njih deli ravan na dve poluravni. Koja od tih dve
poluravni pridruzene odgovarajuc¢oj pravi pi,ps i p3 odgovara netrivijalnim ograni¢enjima 2z, — x2 > —6,
—2x14+ 329 > 6 i 3x1 + xo < 6 nalazimo tako Sto:

1. uvrstimo bilo koju konkretnu tacku iz ravni, koja nije na pravoj, u odgovarajucu nejednacinu;
2. ako je dobijena nejednakost tacna, poluravan kojoj pripada izabrana tacka je trazena;
3. ako je dobijena nejednakost netacna, poluravan kojoj ne pripada izabrana tacka je trazena.

U razmatranom primeru nijedna od pravih pi, p2 i p3 ne prolazi kroz koordinatni pocetak. Uzimamo zato
tacku (0,0), i uvrstimo je u prve tri nejednacine. Dobijamo nejednakosti: 0> —6, 0>61 0<6. Prvai
tre¢a nejednakost su tacne, sledi da prvom i tre¢em ograni¢enju odgovaraju poluravni u odnosu na prave py
i p3 koje sadrze koordinatni pocetak, dok drugom ograni¢enju odgovara poluravan u odnosu na po koja ne
sadrzi koordinatni poc¢etak. Na slici 1. su sa strelicama naznacene poluravni koje odgovaraju ograni¢enjima.
Trivijalnom ograni¢enju xs > 0, odgovara poluravan iznad ose x1. Presek ove Cetiri poluravni je domen
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D razmatranog problema (oblast trougla ABC' §rafirana na slici). Primetimo da trivijalno ogranic¢enje nije
doprineo smanjenju domena.

Prelazimo na drugi korak - odredivanje minimalne vrednosti funkcije cilja f(x1,x2) = 221 + 2x9, na
domenu (z1,z92) € D. Pravac funkcije cilja nalazimo crtanjem prave koja je pridruzena proizvoljnoj vred-
nosti ¢ funkcije cilja. Na slici 8. je nacrtana prava p : 2x; + 2x9 = 0 (za ¢ je izabrana 0). (Ova prava ima
presek sa D §to znaé¢i da vrednost 0 funkcija cilja f dostize na D.)

X, P

D>

Xy

Slika 8. Domen i pravac optimizacije funkcije cilja

Smer opadanja (odnosno smer rasta) funkcije cilja nalazimo:

1. izracunavanjem vrednosti funkcije cilja u bilo kojoj tacki T'(t1,t2) ravni (van nacrtane prave na kojoj
znamo da je vrednost funkcije cilja c);

2. ukoliko je f(t1,t2) < ¢, pravac normalan na pravac funkcije cilja u smeru poluravni kojoj pripada tacka
T je smer opadanja funkcije cilja;

3. u suprotnom, za f(t1,t2) > ¢, radi se o smeru rasta funkcije cilja.

U razmatranom problemu za 7', na primer, uzimamo tacku C(0,6). Vrednost funkcije cilja u tacki C
je f(0,6) =2-04+2-6 =12 > 0, sledi da paralelnim pomeranjem prave p u poluravni odredjenoj tackom
C funkcija cilja raste. Paralelnim pomeranjem u suprotnoj poluravni funkcija cilja opada. S obzirom da se
trazi minimum funkcije cilja, vrsimo pomeranje prave p u pravcu opadanja, na slici 8. oznatenog strelicom,
sve dok postoji presek prave sa domenom D). Tako se minimalna vrednost funkcije cilja dostize u tacki
A(-3,0), mi?eD f(z1,22) = f(A)=2-(=3)+2-0=—6.

(z1,22
Nakon nalazenja domena D (koji znamo da je konveksan), nekog problema linearnog programiranja
minimum (maksimum) linearne funkcije cilja mozemo naéi i na osnovu sledeée teoreme.

Linearna funkcija na ograni¢enom konveksnom skupu tacaka ekstremne vrednosti (minimum i maksi-
mum) dostize u ekstremnim tackama konveksnog skupa.
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Ekstremne tacke duzi su njene krajnje tacke. Temena su ekstremne tacke poligona u ravni i poliedra u

prostoru. Precizna algebarska definicija ekstremne tacke nekog skupa tacaka je:

6.2

Tacka x je ekstremna tacka skupa S C R" ako je x € S i nije taéno da

(Ix1,%x2 € S)(3A € (0,1)) Ax1 + (1 — M)x2 =x.

Simpleks metoda

Simpleks metoda je najraSireniji nacin resavanja problema linearnog programiranja. Podesna je za

programiranje. Mada joj je racunska slozenost u najgorem slucaju eksponencijalna, u praksi je ova metoda
vrlo primenljiva i brza.

Pretpostavka je da nema medusobno zavisnih netrivijalnih ogranicenja, Sto znaci da je rang matrice

koeficijenata u ograni¢enjima jednak broju ogranicenja m.

Osnovni koraci simpleks metode:

1: Svede se pocetni LP problem na standardni oblik, u kome se dodatno zahteva da svi slobodni koefici-

jenti budu nenegativni.

: Uvedu se dopunske promenljive 11, Tn19...Tn1m sa ciljem da se napravi m bazi¢nih kolona, koje ¢ine

svi razlic¢iti jedini¢ni vektori kolona. Napravi se poc¢etna simpleks tablica:

ail a2 ... A1n 1 0 ... 0 bl
a1 asy ... aon 01 .. 0 bQ
Aml Gm2 - Gmm 0 0 ... 1 ‘ bm,

cal co ... c, 00 ... 0 ‘ 0

Ukoliko su nakon koraka 1. nekim promenljivima iz skupa {x1,xs...x,} vec bile pridruzene bazi¢ne
kolone ne uvodimo svih m dopunskih promenljivih, nego samo onoliko dopunskih promenljivih koliko
nam je potrebno da dopunimo svih m bazi¢nih kolona (videti primer koji sledi). U tablici su koeficijenti
uz promenljivu x; zapisani u j-toj koloni. Poslednja kolona sadrzi slobodne koeficijente u netrivijalnim
ogranic¢enjima, dok poslednja vrsta sadrzi koeficijente u funkciji cilja z. Prvih m vrsta tablice odgovara
netrivijalnim ograni¢enjima. Poslednji element u poslednjoj vrsti ima vrednost —z(x?*), gde je xb??
bazi¢no reSenje pridruzeno tablici.

Baziéno reSenje se odreduje direktno iz tablice:

— promenljivama kojima odgovaraju nebazi¢ne kolone dodeljujemo vrednost 0;

— promenljivama kojima odgovaraju bazi¢ne kolone dodeljujemo vrednost slobodnog koeficijenta iz
vrste u kojoj je bazi¢na jedinica.
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Tako je bazi¢no resenje pocetne simpleks tablice x1 = ... =z, =0, p 11 = b1, Tpao = ba... Tppm = by,
odnosno
Xbaz = (00, bl, bgbm)

3: 3.1. Ako su svi elementi u poslednjoj vrsti simpleks tablice nenegativni optimalno x°P!

reSenje polaznog
LP problema je aktuelno bazitno resenje x°?* = x%** i minimalna vrednost funkcije cilja je Zmin =
z(xbaz), §to moze da se direktno procita kao suprotna vrednost od vrednosti u poslednjoj vrsti i

poslednjoj koloni aktuelne simpleks tablice.

3.2. U suprotnom, postoji u poslednjoj vrsti simpleks tablice negativan element: Neka je to element
¢ < 0. Tada u k-toj koloni biramo poziciju s tako da se postigne minimum

min{—i, a;, > 0} = . Zatim elementarnim transformacijama na vrstama simpleks tablice pravimo
a; sk
novu simpleks tablicu u kojoj ¢e k-ta kolona biti bazi¢na. Jedinicu u k-toj koloni pravimo na poziciji

preseka sa s-tom vrstom (pozicija sa indeksom ). Postupak nastavljamo korakom 3.

Primer: Neka je dat LP problem koga ¢emo transformisati u standardni oblik sa nenegativnim slobodnim
koeficijentima:

max(—2z1 + x2) —min(2z; — x2) —min(2z — x3)

31+ <1 —3rx1+20+2x3=1 — —3rx1+xTo+23=1

2r1 — 19 > —3 201 — 9 — x4 = —3 —2r1t+ax0+tx4=3
z1,x2 > 0 x1,x2,x3,24 > 0 r1,x2,x3,24 > 0

Transformisanje polaznog problema u standardni oblik zahteva da umesto nejednac¢ina imamo jednacine za
netrivijalna ogranic¢enja. To smo postigli uvodenjem novih, tzv. izravnavajué¢ih promenljivih, x3 i x4, koje
su nenegativne. Sa leve strane prvog netrivijalnog ogranic¢enja smo dodali x3 i oduzeli promenljivu z4 u
drugom ogranicenju.

U opstem slucaju vazi da je max f = —min(—f). Sva trivijalna ograni¢enja su veé¢ bila prisutna u
polaznom problemu pa smo presli na standardni oblik.

Kako, ve¢ imamo 2 bazi¢ne kolone (treéu i ¢etvrtu) pridruzene izravnjavajuéim promenljivima x3 i x4
ne moramo uvoditi dopunske promenljive. Pocetno bazi¢no resenje je (0,0,1,3).

Polazna simpleks tablica i njene dve iteracije su:

-3 [1] 1 o1 -3 1 1 0]1 01 —2 3|7
-2 1.0 1|3 1o -1 12 10 -1 1|2
2 =10 00 -1 0 10]1 00 0 1[3

U prve dve simpleks tablice postoje negativni koeficijenti u poslednjoj vrsti, $to znaé¢i da one nisu zavrsne
tablice i da ih moramo transformisati. U prvoj iteraciji smo od druge kolone napravili bazi¢nu. Poziciju
jedinice (uokvireni element druge kolone) te nove bazi¢ne kolone smo odredili kao poziciju na kojoj imamo
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by b

mz’n{—l, 21 = min{1,3} = 1. U drugoj iteraciji od prve kolone pravimo bazi¢nu. Bazi¢no resenje
a1 a

pridruzeno drugoj simpleks tablici je (0,1,0,2). Vrednost funkcije cilja u toj tacki je -1.

Treca simpleks tablica je i poslednja jer nema negativnih koeficijenata u poslednjoj vrsti. Bazi¢no resenje
pridruzeno trecoj simpleks tablici je (2,7,0,0), Sto je ujedno i optimalno reSenje. Vrednost funkcije cilja u
toj tacki je -3. Kako nama treba maksimum funkcije —2x1 + x2, a ne minimum funkcije 21 — 29, optimalna
(maksimalna na domenu) vrednost polaznog problema je 3 i postize se u tacki (z1,22) = (2,7).

6.3 Zadaci

6.1. Nadite optimalno resenje za problem linearnog programiranja:

max(z, — 5xa)

3{[}1 — T2 S -1

201+ 29 > 3
T1,T2 Z 0

1. geometrijskom metodom;
2. simpleks metodom.

6.2. Resite: Tri osnovne komponente K7, Ko, K3 za smeSu stotne hrane su prisutne na trzistu. U tabeli
je data cena komponenti i procentualna zastupljenost satojaka A, B i C' u pojedinim komponentama.

komponente‘ K, Ky Kj
cena| 100 110 150

A 10% 10% 20%

B | 80% 70% 70%
C|10% 20% 10%

Odredite koliko treba da bude zastupljena pojedina komponenta u smesi stotne hrane tako da dobijemo
najjeftiniju smesu kod koje je zadovoljeno da sadrzi: 15% sastojka A, 70% sastojka B i 15% sastojka C.

6.3. Jedan traktor tipa A za jedan dan uzore 5 hektara kukuruzista ili 7 hektara kupusista. Jedan
traktor tipa B za isto vreme uzore 6 hektara kukuruzista i 10 hektara kupusista. Preduzeée raspolaze sa
5 traktora tipa A i 3 traktora tipa tipa B. Da li je moguée za tri dana uzorati 100 hektara kukuruzista i
150 hektara kupusista? Pretpostavka je da traktori koji se prvog dana posalju na jedan tip parcela rade na
istom tipu parcela sva tri dana.

6.4. Resite zadatak u okviru drugog primera iz uvoda ove glave.
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6.4 Transportni problem - TP

Problem transporta roba je jedan od prvih problema linearnog programiranja koji je reSavan analitickim
metodama pedesetih godina proglog veka, kada metode linearnog programiranja (LP) nisu bile razvijene.
Kasnije je utvrdeno da je transportni problem (TP) specijalan slu¢aj problema LP.

Naéi optimalan plan transporta proizvoda iz mesta proizvodnje ili skladiSta do mesta prodaje, sa ciljem
da taj nacin transporta ima minimalan transportni troSak je zadatak koji reSava transportni problem.
Ogranicenja koja su prisutna u transportnom problemu proisti¢u iz raspolozivih transportnih sredstava i
raspolozive saobra¢ajne mreze.

Sem ovakve, klasi¢ne formulacije transportnog problema, u iste okvire mogu da se uvrste i zadaci opti-
malnog razmestaja masina, postrojenja, pomo¢nih sluzbi, skladista, servisa, energetskih objekata, itd., sa
ciljem veée ekonomicnosti rada i vremena.

Uvodni primer TP
Neka izvozno preduzeée ”Malina” ima tri sabirna centra malina Ay, A3 i A3z i dve udaljene hladnjace B i
Bs.

Pocetna Skladista kapac.
TP tabela A1 | AQ ‘ Ag ‘ hlad.
hladnjaca B 9 v 16 7
hladnjaca Bs u 13 10 8
koli¢. robe 6 5 4 | 15 |

Cene transporta malina iz svakog sabirnog centra do svake hladnjace su date u sledecoj tabeli u gornjem
desnom uglu odgovarajuceg polja. Kapaciteti hladnjac¢a su dati u poslednjoj koloni, dok je koli¢ina malina
u sabirno-otkupnim centrima data u poslednjoj vrsti tabele. (jedinica cene je 1000 dinara, a jedinica robe
je tona)

Ukupni kapacitet hladnjaca je 15 tona (7+8) i ukupna koli¢ina malina u sabirnim centrima je takode
15 tona (6+45+4), Sto znaci da je "ponuda i traznja” u ovom TP ujednacena. Tako ¢e optimalan plan
transporta, koji ima minimalne transportne troskove, biti takav da se:

e sve maline iz otkupnih centara rasporede u neku hladnjacu;
e sve hladnjace su maksimalno snabdevene malinama.

Primer TP koji navodimo je toliko pojednostavljen da moze da se resi na elementaran nacin. Ne moramo
uvoditi 6 nepoznatih x11, 212, 13, 21, T22, ¥23, gde x;; predstavlja onu kolicinu malina koju transportujemo
u Bj iz A;. U slozenijim slucajevima potrebno je definisati svih m - n nepoznatih (m je broj proizvodaca, a
n broj potrosaca).

Dovoljne su nam samo dve promenljive x i y.
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opsti Skladista
plan Al ‘ A2 A3 t
9 7 16
By T Y T—x—y | 7
11 13 10
By 6—x 55—y z+y—3 8
t 6 5 4 [ 15 |

Neka iz A1 u Bjp transportujemo z tona, a iz As u B y tona malina. Tada iz A3 u By moramo da
transportujemo (7 — z — y) tona da bismo u hladnja¢i By bilo 10 tona malina. Maline koje su preostale u
sabirnim centrima Ay, Ay i Az ¢emo transportovati u By. A preostalo je redom: 6—z,5—zid—(T—z—y) =
T + y — 3 tona malina. Ovaj op$ti poCetni plan transporta je dat u slede¢oj tabeli. Treba da odredimo x i
y tako da on bude optimalan plan sa minimalnom cenom transporta.

Slika 9. Elementarno resavanje TP

Transportna cena ovog plana trasporta malina je C(z,y) =92+ 7y +16- (7T—z—y)+11- (6 —z) + 13-
(5—y)+10-(x+y—3) =213 —4-(2z + 3y). Tako se minimum troskova C(z,y) postize ako maksimizujemo
(22 + 3y). Kako nijedna koli¢ina prevezene robe ne moze biti negativna, ograni¢enja za promenljive x i y

su:

x>0 6—x2>0
y=>0 5—y>0.
T—x—y=>0 r+y—3>0

Odnosno polazni TP problem sa 6 nepoznatih smo sveli na sledeéi problem LP:
max(2z + 3y)
0<zx<6 0<y<hH.
r+y<7 x4+y>3
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Resimo ga 2D-geometrijskom metodom. (Samostalno problem resite simpleks metodom!)

Domen je osenceni poligon na slici 9. Pravac funkcije cilja je nacrtan isprekidanom linijom. Dvostruka
strelica pokazuje smer rasta funkcije cilja. Maksimum se postize u temenu M(2,5). Znaci, za z = 2 i
y = b postize se maksimum funkcije cilja 2x 4+ 3y 1 on iznosi 19, te su minimalni transportni troskovi
C(2,5) =213 —4-19 = 137 hiljada dinara. Minimum transportnih troskova se ostvaruje po slede¢em planu
transporta:

‘OdAldOBl 2t OdAQdOBl 5t OdA3dOBl 0t
‘OdAldOBQ 4t OdAQdOB4 0t OdA3dOBQ 4t

Ovaj optimalan plan proizvodnje mozemo kracée zapisati sa (2,5,0,4,0,4;137).

Napomena. Uobicajeno je da se u tabelarnom prikazu TP proizvodaci pisu levo, u prvoj koloni, a potrosaci na vrhu
tabele, u prvoj vrsti. Medutim, to pravilo nije strogo postovano, $to ¢itaoca ne treba da dovede u zabunu.

6.5 Klasi¢na postavka TP

Neka imamo m skladista (mesta proizvodnje) i n mesta potrosnje. Skladista oznacimo sa Aj, As...An,
a koli¢ine robe koju ona imaju uskladiStena oznacimo sa aq,as...a,,. Koli¢ine robe koje su potrebne
potrosacima B1, Bs...B,,, ozna¢imo sa by, by...b,. Transportni problem je zatvoren ukoliko je ukupna ponuda

jednaka ukupnoj potraznji, odnosno
m n
Sa=Yn
i=1 i=1

Neka su, imajuéi u vidu raspoloziva transportna sredstva i raspolozivu saobra¢ajnu mrezu, odredene cene
¢;j transporta jedinice (kg, m, m?, t, 1... ) koli¢ine robe x;; od mesta A; do mesta B;.

Zadatak optimizacije je da se odredi koja koli¢ina robe ée biti transportovana od skladista A; do potrosaca
Bj, za svako i i j, tako da cena transporta bude minimalna tj. da se odrede one vrednosti z;; za koje ce

trosak transporta
m n
> (e @y,
i=1 j=1

biti minimalan, pri ¢emu ¢e sva skladista A; biti ispraznjena:

n
E L5 = Qg 1= 1,2...m,
j=1

a svi potrosaci B; maksimalno snabdeveni:

m
Z."L‘ij = bj, j = 1,2...n.

i=1
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Trivijalna ograni¢enja nenegativnosti za svih m - n promenljivih su takode prisutna
x5 > 0, 1=1,2..m, j=12.n.

Ukupno imamo m + n netrivijalnih ograni¢enja, medutim zbog zatvorenosti TP jednacine ograni¢enja nisu
nezavisne, te je broj nezavisnih jednacina, odnosno rang matrice sistema m +n — 1.

Posle nalazenja pocetnog plana, dalji postupak u nalazenju optimalnog transporta, poSto je ovaj zapis
TP u formi problema LP, moze da se odvija po simpleks metodi.

Bazi¢no resenje transportnog problema je nedegenerisano ako u planu transporta ima ta¢no m—+mn —1
vrednosti razlic¢itih od 0 (bazi¢nih vrednosti). U suprotnom bazi¢no resenje je degenerisano.

6.5.1 Otvoreni model TP

Uslov da je ponuda jednaka potraznji ¢esto u praksi nije ispunjen ve¢ imamo slucaj da je ponuda robe
veca od potraznje. Takav transportni problem nazivamo otvoren. Otvoren TP moZemo svesti na zatvoren
TP (klasican model) tako sto éemo uvesti dopunskog potrosaca B, 11 koji ¢e fiktivno preuzeti visak ponude.
Cena transporta po jedinici robe iz bilo kog skladista A; do fiksnog potrosaca B, 1 jednaka je nuli. Optimalni
plan transporta za ovako izmenjen model se poklapa sa optimalnim planom transporta zatvorenog modela.
Onu robu koju po optimalnom planu transportujemo od skladista A; do fiksnog potrosaca B,11, zapravo
ostavljamo u skladistima A;, kao visak robe koja nema svog kupca.

Zadatak. Na slican na¢in bismo resili i situaciju, koja se rede desava na uredenim trziStima, da je potraznja
veca od ponude. Kako biste od takvog otvorenog TP napravili zatvoreni TP?

6.6 Pocetni plan transporta
Obradi¢emo dva nac¢ina za nalazenje pocetnog plana transporta:
e metoda severozapadnog ugla;
e Vogelova metoda.

Metoda severozapadnog ugla je jednostavnija od Vogelove metode. Medutim, ne vodi se racuna o trans-
portnim cenama c¢;;, tako da pocetno reSenje moze biti daleko od optimalnog. Sa druge strane, Vogelova
metoda je racunski zahtevnija, ali u opstem slucaju daje bolje pocetno resenje. Sta vise, u primeru na kojem
ilustrujemo obe metode, pocetno resenje dobijeno Vogelovom metodom je optimalno.

Obe metode objasni¢éemo na primeru.

Neka je zatvoren (ponuda = potraznji = 17000 jedinica robe) TP zadat tabelom:
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transportni potraznja
problem 3500 | 6000 | 7500
ponuda 3000 7 7 4
ponuda 3100 14 16 14
ponuda 2500 8 16 23
ponuda 4400 10 12 9
ponuda 3000 19 18 8

6.6.1 Metoda severozapadnog ugla

Plan transporta odredujemo pocevsi od polja (1,1) - severozapadni ugao tabele. Transport na tom
polju maksimizujemo u odnosu na uslove zadatka. U naSem primeru, maksimalan transport z1; = 3000,
jer smo ogranic¢eni ponudom od 3000. Ovim transportom je zadovoljen prvi proizvodaé¢, dok prvi potrosac
zahteva jos 500 jedinica robe. Da bismo i njega zadovoljili na polju (2,1) odredujemo transort z9; = 500.
Stalno vodimo rac¢una o zahtevima ponude i potraznje, i spuStamo se u pravcu severozapada, popunjavajucci
polja sa maksimalnim dozvoljenim transportom. Dalji redosled popunjavanja je: x92 = 2600, x32 = 2400,

r33 = 100, T43 = 4400 i T53 = 3000.

6.6.2 Pocetni plan transporta dobijen metodom SZ-ugla

metoda potraznja
SZ-ugla || 3500 | 6000 | 7500
ponuda 7 7 4
3000 3000

ponuda 14 16 14
3100 500 | 2600
ponuda 8 16 23
2500 2400 | 100
ponuda 10 12 9
4400 4400
ponuda 19 18 8
3000 3000

6.6.3 Vogelova metoda

Drugi naziv za Vogelovu metodu je metoda najveéih razlika izmedu najmanjih koeficijenata cena. Vo-
gelovom metodom prvo odredimo kazne za vrste i kolone. Kaznu za vrstu (kolonu) ra¢unamo kao razliku
izmedu dve najmanje cene transporta u vrsti (koloni). Izracunate vrednosti predstavljaju najmanje ”kazne”
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koje plaéamo u ukupnoj ceni transporta ako robu ne prevezemo po najnizoj ceni u vrsti ili koloni. Zatim,
odredimo najveéu kaznu. Ako ih ima viSe biramo onu koja ima minimalnu cenu transporta.
Pocetni plan transporta dobijen Vogelovom metodom

| | 3500 | 6000 | 7500 [ 1k |2k |3k [4k |5k |

7 7 4

3000 30003 3 3 3 — —
14 16 14

3100 31007 0 0 0 0 2
8 16 23

2500 || 25004 8 8 — — —
10 12 9

4400 || 10005 | 1900¢ | 15004 1 1 1 1 2
19 18 8

3000 3000; || 10 — — — —

1. k. 1 5 4 K A Z N E

2. k. 1 ) ) A

3. k. 3 ) 5 Z

4. k. 4 4 5 N

5. k. 4 4 — E

U koloni ili vrsti izabrane maksimalne kazne odredimo polje (7, j) sa minimalnom cenom transporta, i u
njemu odredimo maksimalan dozvoljen transport z;; = min{a;,b;}. Time ¢e zahtevi ili i-tog proizvodaca
ili j-tog potroSaca biti ispunjeni. U skladu sa tim, izbaci¢emo ili ¢-tu vrstu ili j-tu kolonu. Ceo postupak
ponovimo za promenjene uslove: odredimo kazne, maksimalnu kaznu, odgovarajuéi transport, vrstu ili kolonu
koju izbacujemo. Postupak ponavljamo dok ne zavrsimo plan transporta.

Sest koraka je bilo dovoljno da se odredi pocetni plan Vogelovom metodom. Maksimalne kazne su
zatamnjene vrednosti u tabeli. Bazi¢ne vrednosti transporta (takode su zatamnjene) u tabeli su indeksirane
brojevima od 1 do 7, i ti indeksi predstavljaju redosled odredivanja plana transporta Vogelovom metodom.

U prvom koraku maksimalna kazna je 10 i odredena je za petu vrstu, u kojoj je minimalna cena 8, na polju
(5,3). Na polju (5,3) maksimalan transport je 3000, i to je prva bazi¢na vrednost, posle ¢ijeg upisivanja
5-tu vrstu mozemo izbaciti. Maksimalna kazna u drugom koraku je 8, i dodeljena je 3. vrsti. Polje sa
minimalnom cenom u 3. vrsti je (3,1) i maksimalan transport na tom polju je 2500. Zatim izbacujemo treéu
vrstu.

U treéem koraku maksimalna kazna je dodeljena 3. koloni. U njoj je minimalna cena na polju (1,3).
Maksimalan transport na tom polju je 3000, nakon ¢ega mozemo da izbacimo 1. vrstu. Na slican nacin
postupak se nastavlja.
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Posle 5. koraka ostaju samo dva polja u drugoj koloni: (2,2) i (4,2). Transport na tim poljima odredujemo
u skladu sa preostalom ponudom i potraznjom.

6.6.4 MODI metoda

Jednostavne transportne probleme sa dva-tri skladista i dva-tri potrosa¢a mozemo da resimo geometri-
jskom metodom, kao $to je i pokazano u uvodnom primeru. U opstem slucaju, klasican transportni problem
je LP problem, i moze da se resi simpleks metodom. Medutim, simpleks metoda nije najjednostavniji nac¢in
resavanja transportnog problema (dugo traje reSavanje). Postoje bar dve metode specijalizovane za resavanje
TP, koje su brze od simpleks metode. To su metoda skakanja s kamena na kamen i MODI metoda. Kako
su ove metode prilicno slicne (imaju vise od pola jednakih koraka) izabrana je MODI metoda u kojoj su
pocetni koraci jednostavnije osmislljeni.

Algoritam MODI metode

MODI metoda je iterativna metoda. U prvom koraku se odredi pocetni plan transporta, koji treba da
bude dopustiv i nedegenerisan. Plan transporta je dopustiv ako ispunjava sva ogranic¢enja (zahteve ponude
i potraznje). U svakoj iteraciji se racuna novi plan transporta koji je jeftiniji od prethodnog. Iteracije se
vrse sve dok se ne dode do plana koji ne moze da se popravi (pojeftini). To je optimalan plan transporta,
tj. optimalno reSenje TP. Ukoliko postoji vise optimalnih reSenja, sve njih ra¢unamo iz poslednje tabele
MODI metode. Sledi algoritam metode.

Algoritam

Treba da resimo klasi¢an zatvoren transportni problem. Neka su oznake iste kao u poglavlju ”Klasi¢na
postavka TP”.

Dodatni pojmovi su: Polje (4,j) nekog plana transporta je prazno ako nema transporta od A; do Bj,
tj. transport z;; = 0.

Zauzeta polja imaju transport razlic¢it od 0 u aktuelnom planu transporta. U tabelarnom prikazu prazna
polja sadrze samo cenu transporta (naknadno im se upisuje i ocena izra¢unata MODI metodom) dok zauzeta
polja imaju upisan i transport.

Prva dva koraka su pocetna, vrse se samo jednom. Niz od 3. do 10. koraka predstavlja jednu iteraciju
MODI metode.

1. Napravimo pocetnu tabelu sa svim podacima TP: potraznje potroSaca, ponude proizvodaca i cene
transporta.

2. Izaberemo, npr. metodom severozapadnog ugla, jedno nedegenerisano dopustivo re$enje, pocetni plan
transporta.

3. Izracunamo ocene za vrste v; i ocene za kolone k;, tako da za sva zauzeta polja vazi:
Cij = U; + kj.
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10.

Vrednosti v; i k; odredujemo tako §to slobodno izaberemo jednu vrstu ili kolonu i ocenimo je sa 0.
Najbolje je da vrstu ili kolonu sa najvise zauzetih polja ocenimo sa 0, jer se tada ostale ocene lakse
racunaju. Ako ih ima vise proizvoljnoj od njih dodelimo ocenu 0. Zatim, naizmeni¢no raéunamo ocene
kolona (k-ove) i vrsta (v-ove), na jedinstven nac¢in, postujuéi prethodni uslov.

Odredimo ocene svih praznih polja u tabeli; prazno polje (i, j) dobija ocenu o;;:
Oij = Cij —V; — kj.
Ocene upisujemo u levi donji ugao praznog polja.

Ako nema negativnih ocena praznih polja, aktuelan plan transporta je optimalan i racunanje je
Zavrseno.

Ako ima negativnih ocena praznih polja, aktuelan plan transporta moze da se popravi. Popravku
vrsimo koracima 6-10.

Pronademo polje koje je ocenjeno sa po apsolutnoj vrednosti najveéim negativnim brojem.

Za ovo polje pronalazimo u tabeli najmanji poligonalni put ¢ija su temena samo neka zauzeta polja
i izabrano prazno polje.

Na ovom putu, na neparnim zauzetim poljima, nademo polje sa najmanjim brojem (transportom).

Taj broj prenesemo u prazno polje i u skladu sa uslovima TP popunimo sva polja na putu. (popunja-
vanje je jednoznacno)

Tako dobijamo novi plan transporta koji treba da bude nedegenerisan i za njega izraCunamo cenu
transporta i napravimo novu tabelu koju procesiramo pocevsi od 3. koraka algoritma.
Cenu transporta piSemo na pocetku tabele.

Drugi korak algoritma, nalazenje pocetnog plana transporta, mozemo odraditi metodom severozapadnog
ugla ili Vogelovom metodom.

Tlustrujmo iteracije MODI metode na primeru na kom smo ilustrovali nalazenje pocetnog plana trans-
porta.
Primer. Prva iteracija MODI metode, sa izborom pocetnog plana transporta metodom severozapadnog ugla
je prikazana tabelom:

Cena transporta za pocetni plan transporta je
7 - 3000 + 14 - 500 4 2600 - 16 4 2400 - 16 4 100 - 23 + 4400 - 9 4 3000 - 8 = 173900.

Temena poligonalnog puta u poljima tabele su oznacena sa o.
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| 173900 || 3500 | 6000 | 7500 | v

7 7 4 16
3000 | 3000 | -2 -12
14 16 14 | 23
3100 | 500 | 2600 | -9
8 16 23 || 23
2500 || -6 2400 | 100

0] 12| 9|9
4400 |10 |10 | 4400
9] 18| 8|8
3000 |20 |17 | 3000
Lk 9171 0 ] |

U polju (1,3) je najmanja ocena —12, stoga ¢e to polje biti novo baziéno polje. Poligonalni put po kome
¢emo izvrsiti promenu plana ima redom temena u poljima: (1,3), (1,1), (2,1), (2,2), (3,2), (3,3). Najmanji
transport na neparnim poljima poligonalnog puta iznosi 100=min{100, 2600, 3000} jedinica robe i nalazi
se na polju (3,3). U novom resenju je 13 = 100. Zatim, transport po poligonalnom putu, uskladimo sa
zahtevima ponude i potraznje, slede¢im redom: x11 = 2900, x91 = 600, x99 = 2500, x30 = 2500, x33 = 0.

| 172700 || 3500 | 6000 | 7500 | v

7 7 4 4
3000 || 2900 | -2 100
o 14| o 16 14 11
3100 | 600 | 2500 | 3
o 8| o 16 23 || 11
2500 || -6 2500 | 12

0] 12| 9|9
4400 |2 |2 | 4400
9] 18| 8|8
3000 |8 |5 | 3000
Lk [ 3 15 ] 0|

Cena transporta za novi plan transporta je
7-2900 + 14 - 600 + 2500 - 16 + 2500 - 16 + 100 - 4 4 4400 - 9 4+ 3000 - 8 = 172700. Drugi plan transporta ima
za 1200 novcanih jedinica nizu cenu od pocetnog plana.

Druga iteracija MODI metode prikazana je tabelom:

U polju (3,1) je najmanja ocena —6. To polje ¢e biti novo bazi¢no polje. Poligonalni put je ¢etvorougao
sa temenima u poljima: (3,1), (2,1), (2,2), (3,2). Najmanji transport na neparnim poljima poligonalnog puta
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iznosi 600 = min{600, 2500} jedinica robe, i nalazi se na polju (2,1). Dakle, u novom resenju je x3; = 600,
a ostatak transporta po poligonalnom putu je: xo; = 0, x90 = 3100, x35 = 1900.

Cena transporta za treéi plan transporta je
2900 - 7+ 600 - 8 + 3100 - 16 + 1900 - 16 + 100 - 4 + 4400 - 9 4 3000 - 8 = 169100.

Tredi plan transporta ima za 3600 novcanih jedinica nizu cenu od drugog plana. Koliko je smanjena cena
transporta mozemo da odredimo i bez racunanja ukupne cene transporta. Dovoljno je da izra¢unamo za
koliko smo popravili transport: 600 j.r. smo transportovali po ceni od 8 n.j. umesto po ceni od 14 n.j, znaci
usteda je 600 - 6 = 3600. Slicno, u prethodnom koraku je usteda bila 100 - 12 (100 j.r. smo transportovali
po ceni od 4 umesto po ceni od 23 n.j.). Ovi alternativni na¢ini za rac¢unanje koliko je popravljeno resenje
koriste za proveru racuna cele iteracije.

Popravka je jednaka proizvodu minimalne ocene polja i minimalne vrednosti transporta na neparnim poljima
poligonalnog puta.

Trecéa iteracija MODI metode prikazana je tabelom:

| 169100 || 3500 | 6000 | 7500 | v;

o 7 o 7 41 4
3000 2900 | -8 100
14 16 14 5
3100 6 3100 | 9

o 8| o 16 23 || 5
2500 600 | 1900 | 18
o 10 12 o 919

4400 | -2 |8 | 4400
o] 18| 8|8
3000 |8 |-1 | 3000
Lk [ 3 1w ] o] |

Imamo dve minimalne ocene —8, na poljima (1,2) i (4,2). Za bazi¢no biramo polje (1,2), jer ima manju
cenu transporta. Poligonalni put promene ima temena u poljima: (1,2), (1,1), (3,1) i (3,2). Minimalni
transport na neparnim poljima je 1900 (min{1900,2900}) na polju (3,2).

Novi transport je: x15 = 1900, x17 = 1000, x3; = 2500 i x32 = 0. Cena transporta za cetvrti plan
transporta je smanjena za 1900 - (—8) = —16200. Nova cena transporta je 169100 — 16200 = 153900.

148



Primenjena matematika za studente bioloskih smerova

| 153900 || 3500 | 6000 | 7500 | v; |
o 7 7] o 4] 0

3000 | 1000 | 1900 | 100
14 16 1419
3100 | -2 3100 | 1
8 16 23 || 1

2500 | 2500 |8 | 18
o 10| 12| 095
4400 |2 |0 | 4400
19 18| 8|4
3000 |8 |7 | 3000
Lk 7 7 4]

Minimalne ocene su —2 na poljima (2,1) i (4,1). Izabrano je polje (4,1) zbog manje cene transporta.
Poligonalni put je po poljima: (4,1), (1,1), (1,3) i (4,3). Minimum od {1000, 4400} je 1000 na polju (1,1).
Novi transporti su x41; = 1000, 11 = 0, 13 = 1100 i x43 = 3400. Cena transporta za peti plan transporta
je smanjena za 1000 - (—2) = —2000. Nova cena transporta je 153900 — 2000=151900, a nova tabela MODI
metode je i optimalna:

[ 151900 [ 3500 | 6000 [ 7500 [ v |

Tlox 7| ox41| 4
3000 2 1900 | 1100
o 14 o 16 14 || 13
3100 0 3100 |1
8 16 23 || 7
2500 2500 | 6 16
o 10| x 12lox 9 9
4400 1000 | O 3400
19 18 81 8
3000 10 7 3000
ok v 3 [ o [ |

Nema negativnih ocena polja, Sto implicira da se radi o optimalnom planu transporta, ¢ija je minimalna
ukupna cena transporta jednaka 151900 n.j.

Kako su polja (2,1) i (4,2) ocenjena sa 0, postoje jos dva alternativna optimalna resenja.

Ako polje (2,1) izaberemo za bazi¢no poligonalni put ima temena u poljima: (2,1), (4,1), (4,3), (1,3),
(1,2), (2,2). Najmanji transport na neparnim poljima je 1000 =min{100,1100,3100} na polju (4,1) i novo
optimalno resenje je

149



Dr Snezana Matié Kekié

| 151900 || 3500 | 6000 | 7500 |
7 7 4
3000 2900 | 100

4] 16] 14
3100 | 1000 | 2100
8| 16| 23

2500 2500
10 12 9
4400 4400
19 18 8
3000 3000

Ako polje (4,2) izaberemo za bazitno poligonalni put ima temena (oznacena su sa x) u poljima: (4,2),
(4,3), (1,3), (1,2). Najmanji transport na neparnim poljima je na polju (1,2) i iznosi 1900 = min{3400, 1900}.
Trece optimalno resenje je:

| 151900 || 3500 | 6000 | 7500 |

7 7 4
3000 3000
14 16 14
3100 3100
8 16 23
2500 2500
10 12 9
4400 1000 | 1900 | 1500
19 18 8
3000 3000

Ovo optimalno resenje se poklapa sa pocetnim planom transporta dobijenim Vogelovom metodom. Znaci,
da je za pocetni plan izabran plan dobijen Vogelovom metodom, samo jedna iteracija MODI metode bismo
dala optimalno reSenje, dok je sa pocetnim planom po severozapadnom uglu bilo potrebno 6 iteracija.

6.7 Teorijska pitanja

6.5. Trivijalna ograni¢enja za promenljive x1,x9...z, su: ; =0, 1 =1,2..n .

6.6. Trivijalna ogranicenja za promenljive x1,xo...x, su: x; >0, i =1..n .

6.7. Trivijalna ograni¢enja za promenljive x1,x9...x, su: x; >0, 1 =1,2...n .

.

6.8. Trivijalna ograni¢enja su zahtevi da sve promenljive budu pozitivne.
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6.9. Problem linearnog programiranja sa 4 nepoznate nema smisla reSavati geometrijskom metodom.

6.10. Domen problema linearnog programiranja ¢ine sve tacke koje zadovoljavaju sva ogranicenja.

6.11. Dopustivi skup (domen) problema linearnog programiranja ¢ine sva njegova resenja.

6.12. Postoji problem LP sa neograni¢enim domenom i linearnom funkcijom cilja koja dostize minimum
u nekoj tacki i maksimum u nekoj drugoj tacki domena.

6.13. Vazi da je na nepraznom domenu D C R3 nekog problema LP Irbin(a: -2y +32) = mgx(—:c +
2y — 3z2).

6.14. Vazi da je na svakom nepraznom i ograni¢enom domenu D C R? nekog problema LP Irgn(:c —

2y+3z) = — mgx(—a: + 2y — 3z).

6.15. Za svaki domen D C R? problema LP vazi ako je Hgn(—x +y) = —5, onda je mlz)mx(—x +y) =5.

6.16. Za svaki domen D C R3 problema LP vazi ako je mDin(—Zx + 6y — 3z) = —5, onda je mgx(2:c —
6y + 3z) = 5.

_|

‘ 6.17. Dopustivi skup svakog problema linearnog programiranja je konveksan skup tacaka.

6.18. U ravni mozemo konstruisati petougao koji nije konveksan skup tacaka.

6.19. Postoji ¢etvorougao koji nije domen niti jednog problema LP.

6.20. Bilo koji trougao moze biti domen nekog problema LP.

6.21. Poligon sa temenima (0,2), (—1,2) i (2,0) moze biti domen nekog problema LP

6.22. Poligon sa temenima (0,0), (—1,1), (—2,0), (0,—2), (2,0) i (1,1) moze biti domen nekog problema
linearnog programiranja. (proverite konveksnost)

oA A

6.23. Poligon sa temenima (0,0), (—1,1),(—2,0), (0,—2),(2,0) i (1,1) ne moze biti domen nekog problema
LP.

6.24. Poligon sa temenima (0,3), (1,1),(3,0), (1,-1), (0,—3), (—=1,—1), (—=3,0) i (—1,1) ne moze biti

domen nekog problema linearnog programiranja.

6.25. Poligon sa temenima (0,0), (—1,1), (=2,-2), (0,—2), (2,0) i (1,1) ne moze biti domen nekog
problema linearnog programiranja.

6.26. Poligon sa temenima (0,2), (—1,2),(—2,0), (0,—2) i (2,0) moze biti domen nekog problema LP.

6.27. U simetricnom obliku problema LP se zahteva maksimum funkcije cilja.

6.28. I u standardnom i u simetri¢cnom obliku problema linearnog programiranja zahteva se maksimum
funkcije cilja.

6.29. U standarnom obliku problema LP sva netrivijalna ogranicenja su jednacine.

+4 = A
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6.30. I u standardnom i u simetricnom obliku problema LP se zahteva trivijalno ogranicenje za sve
promenljive.

‘ 6.31. Svaki neograni¢en dopustivi skup problema LP je konveksan.

‘ 6.32. Kruzni isecak moze i ne mora da bude konveksan skup tacaka.

6.33. Na neogranicenom domenu svakog problema linearnog programiranja funkcija cilja ne dostize
maksimum.

6.34. Ekstremne tacke poliedra su njegova temena.

6.35. Ekstremne tacke kruga su tacke njegove kruzne linije.

‘6.36. Ekstremne tacke duzi su krajnje tacke duzi.

‘ 6.37. I u standardnom i u simetriénom obliku problema LP se zahteva minimum funkcije cilja.

6.38. Postoji problem LP sa neograni¢enim domenom D i linearnom funkcijom cilja koja ima minimum,
a nema maksimum na D.

4 A4 A4 A4 = 4+ -

6.39. Problem linearnog programiranja sa 2 ili 3 nepoznate nema smisla reSavati geometrijskom
metodom.

=

6.40. Na svakom neograni¢enom domenu problema LP svaka linearna funkcija cilja obavezno nema ni
minimum ni maksimum.

l_

6.41. Kada opsti problem linearnog programiranja sa m nezavisnih netrivijalnih ograni¢enja reSavamo
simpleks metodom, u svakoj simpleks tablici imamo m bazi¢nih kolona.

6.42. Bazi¢na kolona ima jednu 1 i ostalo 0.

6.43. Bazicne promenljive imaju pridruzene bazi¢ne kolone u simpleks tablici.

6.44. U svakoj simpleks tablici problema sa 2 netrivijalna ograni¢enja ima 2 razli¢ite bazi¢ne kolone.

6.45. U svakoj simpleks tablici problema sa 3 netrivijalna ogranicenja i 7 nepoznatih pridruzeno
bazi¢no resenje ima bar 4 nule.

6.46. Broj izravnavajué¢ih promenljivih jednak je broju nejednacina u skupu netrivijalnih ogranic¢enja.

6.47. U svakoj simpleks tablici problema sa 3 netrivijalna ograni¢enja ima 3 bazi¢ne kolone.

6.48. Vestacke promenljive uvodimo sa ciljem da dopunimo skup bazi¢nih kolona u simpleks tabeli.

6.49. U svakoj simpleks tablici problema sa 10 netrivijalnih ograni¢enja ima 10 razli¢itih bazi¢nih
kolona.

4 A4 A4 A4 A4 -

6.50. Broj vestackih promenljivih problema linearnog programiranja moze biti veéi od broja bazi¢nih
kolona.

6.51. Bazi¢na kolona ima sve jedinice.

6.52. U svakoj simpleks tablici svi elementi u poslednjoj koloni sem poslednjeg su obavezno nenegativni.

6.53. U svakoj simpleks tablici svi elementi u poslednjoj koloni sem poslednjeg su obavezno veéi ili
jednaki 0.

4 H4+F F
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6.54. U svakoj simpleks tablici problema sa 3 netrivijalna ogranienja i 7 nepoznatih pridruzeno N

bazi¢no reSenje ima ta¢no 4 nule.

‘ 6.55. U svakoj simpleks tablici problema sa 5 netrivijalnih ograni¢enja ima 5 bazi¢nih kolona. ‘ T
‘ 6.56. Broj izravnavajuc¢ih promenljivih jednak je broju jednacina u skupu netrivijalnih ogranicenja. ‘ 1
‘ 6.57. Bazi¢nim promenljivama iz simpleks tablice u bazi¢cnom reSenju dodeljujemo 0. ‘ 1L

6.58. Bazicno reSenje problema linearnog programiranja sa 3 netrivijalna ogranicenja i 6 nepoznatih

ima bar 3 nule.

6.59. Bazi¢no resenje pridruzeno simpleks tablici sa m bazi¢nih kolona ima najvise n — m nula (n je 1

broj promenljivih).

6.60. Nebazi¢nim promenljivama iz simpleks tablice u bazi¢nom reSenju dodeljujemo suprotnu vrednost 1

iz poslednje kolone u vrsti u kojoj je baziéna 1.

6.61. Vrednost funkcije cilja u bazi¢nom reSenju pridruzenom simpleks tablici jednaka je suprotnoj T

vrednosti u donjem desnom uglu tablice.

6.62. Opsti problem linearnog programiranja treba svesti na simetrican oblik sa nenegativnim slobod- 1

nim koeficijentima da bismo smo mogli da primenimo simpleks metodu.

(1) g g (1) 8 ‘ ;8 Ova tablica je zavrsna simpleks tablica sa
6.63. 5 5 o | 30 optimalnim resenjem (20,0,0,10,30) u kojem 1
0 1 2 0 0]-40 je maksimum funkcije cilja jednak 40.
8 g é g (1) (2) Ova tablica je simpleks tablica sa optimal-
6.64. | 00 2 0l nim resenjem (4,0,0,0,2) u kojem je mini- il
0 =3 0 -1 08 mum funkcije cilja jednak —8.
Sledeéi problem linearnog programiranja je u min(5z1 — 2x3)

6.65. obliku za koji, bez dodatnih transformacija, r1 — T2+ x5 =0, 2x1 + 19 + 14 > 5, 1
imamo pridruzenu simpleks tablicu. —2x1 + 329 + x3 = 2, T1,T9,x3, T4, x5 > 0
Sle(.iec'.i proble@ linearn?g programi- min(7zs — 7o)
ranja je u obliku za koji, bez dodat-

6.66. . e . . . To+x3+2x4=1,21 —2x3+224 =0 T
nih transformacija, imamo pridruzenu )

. . z; >0,1=1,23,4
simpleks tablicu.

6.67. Domenu problema LP iz predhodnog zadatka pripada tacka (1,0,1,0). T
Sledeéi problem linearnog programiranja je ma);(—x 1 ;3x_2)0

6.68. u obliku za koji, bez dodatnih transforma- 1+ 202 + 575 = 0, 1L

—4x1 4+ 5xo + 624 =1

cija, imamo pridruzenu simpleks tablicu. 21,29, a3, 24 > 0
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Sledeéi problem linearnog pro- min(z; + 29 + 33 + 414)
6.69. gramiranja je usimetritnom ob- 2 +x4 > =2, —2z1+ 23 > 1,
liku. x1,T2,23,%4 2 0
Sledeéi problem linearnog pro- min(z; + 29 + 33 + 4x4)
6.70. gramiranja je u standardnom 1+ @2+ 23+ 14 =2,
obliku. —x1+ 29 —x3+2x4 =1
2 0 0 0 1 2
6.71. Ova tablica -2 2 21 0|-2 je simpleks tablica.
2 0 -2 0 0]-2
2 2 0 0 1 2
6.72. Ova tablica -2 0 2 1 0| 0 je simpleks tablica.
2 0 -2 0 0]-2
2 2 0 0 —1 2
6.73. Ova tablica -2 2 21 0] 2 je simpleks tablica.
2 0 -2 0 0]-2
Slede¢a  tablica je simpleks tablica 2000 1
6.74. drus timal . -2 1 2 1 0|—2
pridruzena optimalnom resenju. 52 20 0] 2
je zavrSna simpleks tablica
0431 0]-10 o S
. 13200 2 sa optimalnim resenjem
6.75. Tablica 02301 30 (20,0,0,—10,30) u kojem je
0 1 2 0 0]—40 minimum funkcije cilja jednak
40.
je zavrsna simpleks tablica
0 4 3 1 0 ‘ 10 imalni L.
. 1 32 0 0l2 sa optimalnim resenjem
6.76. Tablica O 2 3 0 130 (20,0,0,10,30) u kojem je
0 -1 2 0 040 minimum funkcije cilja jednak
—40.
3100017 je simpleks tablica sa bazi¢nim
2 0 3 0 115 .. . .
6.77. Tablica 00 20 0l3 resenjem (0,7,0,1,5) u kojem je
20 -1 1 011 vrednost funkcije cilja jednaka
30 10 0|3 =3
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0 31 0.0 0} 7 je zavrsna simpleks tablica sa
6.78. Tablica A S baziénim reSenjem (3,0,7,0,1,5)

0 20 -1 1 0l1 u kojem je vrednost funkcije

0 30 10 0]-3 cilja jednaka 3.

(1) g _g (1) 8 ‘;8 je zavrsna simpleks tablica sa optimalnim
6.79. Tablica 0 -2 3 0 1! 10 resenjem (20,0,0,30,10) u kojem je minimum

0 3 5 0 0l —-40 funkcije cilja jednak —40.

(1) g _g é 8 28 je zavrsna simpleks tablica sa optimalnim
6.80. Tablica 0 —2 30 1|10 resenjem (20,0,0,10,30) u kojem je minimum

0 3 5 0 040 funkcije cilja jednak —40.

6.81.

Sledeéi problem linearnog programiranja
je u standardnom obliku.

min(x; + 2x9 + 3x3 + 4x4)
1+ T2+ 23 + x4 = 2, —x1 + 220 — 23+ 2714 = 1
2 >0, i=1,2,3,4

6.82.

Sledeéoj simpleks tablici je pridruzeno
baziéno resenje (0,0,0,0,2) u kom je vred-
nost funkcije cilja jednaka 2.

2 2 00 1| 2
2 2 21 0] 0
2 0 2 0 02

6.83.

Slede¢em domenu problema linearnog pro-
gramiranja pripada tacka (1,1,1,—1).

To4+x3+204 <0 1 —23—224<5H
z; >0,1=1,2,3,4

6.84.

Domenu slede¢eg problema LP pripada
tacka (1,0,—1,0).

min(7x3—7x4)
To+x3+2x4 =0, x1—x34+2x4=2
z; >0,t=1,2,3,4

6.85.

Dopustivom skupu slede¢eg problema LP
pripada tacka (1,0,—1,0).

min(?xg — 71’4)
To+2x4=0, x1—x3+4+2x4=2
z; >0,1=1,2,4

6.86.

Slede¢em dopustivom skupu nekog LP pri-
pada tacka (1,0,1,1).

To+a3—2x04 <0, x1—2x3+2242>2
>0, i=1,234

6.87.

je zavrSna simpleks tablica, u
kojoj je minimum funkcije cilja

4 0 0 0 1| 0
Ova tablica -4 3 =2 1 0| 4
46 20 010

jednak —10.
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Sledeéi problem linearnog programi- min(2x1 + 3x3)
6.88 ranja je u obliku za koji, bez dodat- 21 + 29+ 23 =0, 1
"7 nih transformacija, imamo pridruzenu —x1+ 229+ x4 =1
simpleks tablicu. r1,x0 >0
Sle@eé% problem linearnf)g programi- min(z; + 272)
ranja je u obliku za koji, bez dodat-

6.89. . e . . . T1+x9o+ax3=—-2, —x1+203+74=1 1

nih transformacija, imamo pridruzenu

. . r1,T2,x3,24 > 0
simpleks tablicu.

SledeCoj simpleks tablici je

pridruzeno bazitno reSenje 2.2 00 1) 4

6.90. 0.0.0.3.4 K . dnost -2 2 21 0] 3 T
(H.,‘,)”u‘omt]evrenos 50 20 0] 1
funkcije cilja jednaka 1.

Optimalno reSenje pridruzeno simpleks ; 8 g (1) (1) | ;

6.91. tablici je (0,4,0,2,1), i pri tom je minimum _1 120 0 I 4 T
funkcije cilja jednak 5. 1020 0]-5
SledeCoj simpleks tablici je pridruzeno 229 00 1] 2

6.92. bazi¢no optimalno resenje (0,0,0,0,2) u kojem -2 2 21 0] 0 T
je vrednost funkcije cilja jednaka 2. 2 0 -2 0 0]-2
Sledeéi problem linearnog programiranja je max(x1 + 2x3)

6.93. u obliku za koji, bez dodatnih transforma- r1+ 1o+ 23 =2, —x1+2x0 + 24 =1 1
cija, imamo pridruzenu simpleks tablicu. T1,T2,23,T4 > 0
Sleqeéi proble‘rln linearnog pfogramiranja je“u min(z; + 272)

6.94. obliku za koji bez dodatnih transformacija 1L
) . : . . T+ T + x3 = —2, —x1+ 29+ x4=1
imamo pridruzenu simpleks tablicu.

SledeCoj simpleks tablici je pridruzeno 22 00 1] 5

6.95. bazi¢no resenje (0,0,0,0,5) u kojem je vred- -2 2 21 0] 0 1
nost funkcije cilja jednaka —5. 2 0 -2 0 0]-5

6.96. Transportni problem je specijalan slucaj problema linearnog programiranja.

6.97. Nedegenerisani pocetni plan transporta sa m potrosaca i n proizvodaca ima tacno m +n + 1

vrednost transporta razli¢itu od 0.

6.98. Nedegenerisani plan transporta za 3 potrosaca i 5 proizvodaca ima 7 transporta veéih od 0. T

‘ 6.99. Transportni problem je zatvoren ako je ponuda jednaka potraznji. ‘ T
‘ 6.100. Nedegenerisani plan transporta za 5 potrosaca i 5 proizvodaca ima 10 transporta veéih od 0. ‘ 1
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6.101.

Degenerisani plan transporta za 5 potrosaca i 5 proizvodaca nema 9 transporta veé¢ih od 0.

6.102.

Ako su u nekom koraku Modi metode sve ocene praznih polja nenegativne, aktuelni plan

transporta je optimalan.

6.103.

Transportni problem je otvoren ako je ponuda razli¢ita od potraznje.

6.104.

Metoda SZ-ugla u transportnom problemu ne vodi racuna o cenama transporta.

6.105.

Nedegenerisani plan transporta za 3 potrosaca i 5 proizvodaca ima 8 transporta jednakih 0.

6.106.

Vogelova metoda u transportnom problemu tezi da pocetni plan bude blizu optimalnog.

6.107.

Nedegenerisani plan transporta za 4 potrosaca i 4 proizvodaca ima 9 transporta jednakih 0.

6.108.

U svakom koraku Modi metode cena transporta aktuelnog plana transporta je manja nego u

prethodnom planu transporta.

15

[V
(=}

Tabelom je dat pocetni plan transporta do-

transporta dobijen metodom SZ-ugla. 50 ] 25 | 25

6.116.

20 25

25

Tabelom je dat degenerisan plan transporta [ 15

\ [ | [ |
6.109. ..

bijen metodom SZ-ugla. } % H = } 2 I 5 } 30 }
Tabelom je dat nedegenerisan plan trans- [ [ 15 [20 [ 25 [ 30 ]
6.110. [40 [ 15 [ 10 [ 5 | \
porta. 60 || [ 10 | 20 | 30 |
Tabelom je dat pocetni plan transporta do- ([ 15 [20 [ 25 [ 30 ]
6.111. _ .. [40 | 15 [ 20 | 5 | \
bijen metodom SZ-ugla. (50 [ [ 2080

6.112. Prethodni transportni problem je otvoren.
. . H 15 ‘ 20 | 25 ‘ 30 ‘
6.113. Tabelom je dat degenerisan plan transporta. o5 [ 2] ]
so |l | 20| | 80|
Tabelom je dat pocetni plan transporta do- [25 [ 20 [ 15 [ 30 |
6.114. _ .. a5 [ 25 [ 15 | 5 | \
bijen metodom SZ-ugla. B | 5| 10 30
[ 20 ] 25 [ 25 |
6.115. 35 || 15 | 20 | [ \
\ | \ \
\ | \ |
\ | \ |
\ | \ |

|| 15

dobijen metodom SZ-ugla. 20 30

\
\
\
\
\
\
Tabelom je dat degenerisan pocetni plan [ [[35
\
\
\
\
\
\

[ 10 T 20 [ 30 |

6.117. Tabelom je dat optimalan plan transporta. w0 || 10| 20 | 10
20 ! : 23
\ [[ 15 [ 20 | 25 | 30 |
Transportni plan dat tabelom je ol X1 ° =T s
6.118. pocetni plan dobijen Vogelovom 3 s [ 1] 17
metodom. T T
35 5 30

e

|_
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Transportni plan dat tabelom je

[ 15 | 20 [ 25 | 30

20

9

15

8

. .. 20 15 5
6.119. pocetni plan dobijen Vogelovom 3 8| 14 17
35 15 20
metodom. 6| 11 | 17 | 7
35 5 30
T 15 720 25 ] 30 |
. . 2 9 15 18
Transportni plan dat tabelom je 2 | 15 | 5
6.120. . . 31 8| 14 | 17
nedegenerisan optimalan plan. 35 15 | 20
16 11 17 7
35 5 30
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Glava 7.

7 Primena LP u poljoprivredi

Minimizacija transportnih troskova, problem koji je ve¢ izlozen, interesantan je za sve grane poljoprivrede.

U nastavku ¢e biti izlozeni problemi koji su specifiéni u pojedinim granama poljoprivrede.

7.1 Primena u ratarstvu i voéarstvu

Optimalan plan podele obradive povrSine na kulture u cilju maksimizovanja zarade, pri ograni¢enom

broju radnika, reSava se u prvom primeru.

Primer. Sta i koliko sejati?

Neka k kultura zelimo posejati na obradivu povrsinu koja ima p ha. Donju i gornju granicu povrsine koju
zelimo da posejemo i-tom kulturom (i = 1...k) ozna¢imo sa p} i p//. U svrhu formulacije problema uvedimo

dodatne oznake:

x; nepoznata povrsina koju treba zasejati i-tom kulturom,
b; broj radnika®® kojima raspolaze poljoprivredno dobro u j-tom periodu®’, j = 1...m,
r;; broj radnika potreban u j-tom periodu za i-tu kulturu,

¢; ocekivana dobit od i-te kulture po jedinici povrsine.

k
max(z Ci - Tp)
i=1

Ogranicene obradive povrsine zahtevaju:
k
o < < =1k
i =D, p; <z <pj,i=1.k.
i=1
Potrebe za radnom snagom i njihov ograni¢en broj fomulisan je slede¢im nejednacinama:

k
in"’"ij Sbj, jzl...m.
=1

287bog koriséenja sezonske radne snage broj radnika po periodima moze da se razlikuje.

2Periodi pokrivaju jednu godinu i ne moraju biti jednaki. Na primer, zima moze biti jedan period, a proleée moze da se

podeli na tri perioda.
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Poljoprivredna tehnika kojom raspolaze gazdinstvo nije uzeta za ogranicavajuéi faktor. Problem se moze
preformulisati tako da se razmatraju i radna snaga i mehanizacija.

Individualni poljoprivredni proizvodac¢i ponekad ne kupuju semensku robu nego koriste umesto nje seme
iz prethodne godine. Problem koji sledi analizira takvu situaciju.

Primer. Sejati ili prodati seme?

Napravimo optimalan plan setve iz tri uzastopne Zetve. Pred prvu setvu imamo A kg semena. Prodajna
cena semena je pg. Koeficijenat prinosa za zetve je X. Ocekuje se da ¢e zarada po kg u I zetvi biti p1, u II
zetvi pg, u III p3 dinara. Pretpostavka je da se svake godine seme ili prodaje ili seje, ne skladisti se.
Reenje. Neka je u prvoj godini posejano x; kilograma (x; < A). Znadi prodato je po ceni py, A —x1 kg
semena. Prinos prve zetve je Axj. Neka je u drugoj godini posejano xg kilograma (ze < Azp). Ostatak od
Ar1 — 9 je prodat po ceni pq.

Prinos druge zetve je Azxa. Neka je u trecoj godini posejano zg kilograma (r3 < Azg). Ostatak od
Ary — 3 je prodat po ceni po. Konacno, prinos od treée zetve Axs je prodat po ceni p3. Ukupni prihod za
tri godine je:
po(A —21) + p1(Az1 — 72) + p2(Ar2 — 73) + P3AT3,

i njega treba maksimzirati:

3 2
max(pgA + A Zpil'i - Zpil'i—H)
i1 i=0

uz ogranicenja:
0<z; <A
0 S 9 S /\1171 .
0 <z3 < Azg

7.1.1 Izbor mehanizacije i transport

U okviru izbora mehanizacije imamo bar dva tipa optimizacionog problema:

A naéi optimalan plan nabavke nove mehanizacije (ili iznajmljivanja stare mehanizacije) sa ciljem da se
izvrse planirani poslovi u planiranom vremenu,

B nadi optimalan plan (sa maksimalnom zaradom) proizvodnje razli¢itih vrsta proizvoda na postojeéim
tipovima masina pri vremenskom ogranic¢enju rada.

Takode, razli¢ite situacije nastaju kada:
a sve operacije (svi proizvodi) mogu da se u celosti realizuju na svim tipovima masina,

b svaki proizvod (operacija) mora da prode obradu na svim tipovima masina redom.
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Na primer, operacije oranja, tanjiranja i sejanja mogu da se izvrSe na svim tipovima traktora sa odgo-
varajuéim tipovima prikljucaka. S druge strane, hoblarica, glodalica, slajferica i busilica su obavezne masine
u proizvodnji raznih komada namestaja od punog drveta. Slicno, zamrznuto povrée (grasak, boranija,
Spanat... ) zahtevaju: branje, transport, pranje, pasterizaciju, pakovanje, zamrzavanje i skladistenje.

Primer Aa. Na posedu treba obaviti dva posla P; i P,. Svaki posao moze obaviti ili masina M7 ili Ms. P;
treba obaviti za 10 dana, a zatim treba obaviti P, za 5 dana. Zna se da M; obavi P; za 60 dana, P> za 50
dana, dok My obavi P; za 90 dana, P za 25 dana. Koliko maSina treba minimalno nabaviti, a da se poslovi
obave na vreme?

Resenje. Ako sa x1 oznacimo potreban broj masina M i sa xo potreban broj masina My treba resiti sledeéi
LP problem:
min(z; + x2)
xr1 o 1 €2
— + = > 17 — + = > 17
6 9 — 10 5 —
T1,X9 € NU {0}

Jednom masinom tipa M; se za 10 dana obavi Sestina posla P;, a za 5 dana desetina posla P». Jednom
masinom tipa My se za 10 dana obavi devetina posla Pj, a za 5 dana petina posla P,. Poslovi u celosti treba
da se obave u predvidenom roku. Problem moze da se resi geometrijskom 2D—metodom. Resite! Optimalno
reSenje je x1 = 31 x9 = 4.

Primer Bb. Postaviti matematicki model za optimalnu proizvodnju 4 artikla A;, As, A3 i A4 u tri udruzena
preduzeta Py, P, i P3. Sva preduzeca imaju po dva tipa masina M; i Ms. Svi artikli zahtevaju obradu na
oba tipa masina. U prvoj tabeli je dat broj masina po preduzeéima, a u drugoj je dato vreme u satima
potrebno za realizaciju jednog artikla po preduzeéima.

My | Mo Ay Ay A Ay
Pl 2| 6 P (42) |60 [ (33 2.1
Pl 2 | 3 Pl (43) | (41) | (23) | (2,2)
Py 5 | 2 Py | (52) | (6,2) | (34) | (3.2)

Iz tabele vidimo da preduzeée P3; ima najlo§iji uc¢inak. U istom preduzecu realizuje se i prvi i drugi deo
obrade artikla. Masine rade po ceo dan (24h). Napravite model za meseéni optimalan plan proizvodnje ako
su zarade po jedinici artikla i maksimalna meseéna prodaja dati u sledeé¢oj tabeli.

A | Ay | As | Ay
zarada 600 | 800 | 500 | 300
maks. plasman | 1000 | 800 | 1400 | 2000
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Resenje.
Neka je x;;, broj j-tih artikala u k-tom preduzec¢u. Neme indekse i (1-2), j (1-4) i k (1-3) ¢emo redom
rezervisati za masine, artikle i preduzec¢a. Treba maksimizovati zaradu

3 3 3 3
max (600 (O w1) + 800 (O wor) +500- (Y aws) +300- (Y m))

Netrivijalna ogranicenja koja su posledica gornje granice maksimalne meseéne prodaje su:

3 3
> "y, < 1000, > w9y < 1400,
k=1 k=1

3 3

> g, < 800, > gy, < 2000.
k=1 k=1

Maksimalno meseéno vreme rada (jedinica mere je h) ako u mesecu ima 22 radna dana je 22 - 24 = 528.

Oznacimo to vreme sa T. Vremenska ograni¢enja koja su posledica broja masina po preduzeéima su:
4x11 + 5x91 + 331 + 2241 < 2T, 2x11 + x21 + w31 + 41 < 67T,
4x19 + 4xos + 2230 + 2240 < 2T,  3x12 + X2o + 330 + 22049 < 37T,
5x13 + 693 + 3x33 + 3T43 < BT, 2213 + 293 + 4ass + 2x43 < 27
U prvoj koloni su vremenska ogranicenja za prvi tip, a u drugoj koloni za drugi tip masine. Po vrstama

su vremenska ogranicenja za prvo, drugo i tre¢e preduzece, redom.
Trivijalna ogranic¢enja su takode prisutna.

Zadatak. Neka su ispunjeni svi zadati uslovi iz prethodnog primera. Dodatno neka trziste u toku meseca
moze da apsorbuje 200 komada slozenog proizvoda. On se sastoji od: 2 Ay, 1 Ay 13 A4. Dodatno vreme
za sklapanje slozenog proizvoda nije potrebno. Zarada po jedinici slozenog proizvoda je 3500 nov¢anih
jedinica, sto je vise nego kada se pojedinacno prodaju artikli koji su u sastavu slozenog proizvoda. Preradite
prethodni model tako da se maksimizuje zarada uzimajuéi u obzir i slozeni proizvod.

Transport poljoprivrednih proizvoda Pretpostavimo da imamo m mesta (polja, parcele, staklenici,
vo¢njaci, vinogradi... ) proizvodnje i n mesta prerade ili potrosnje (susare, skladista, pijace, fabrike pre-
rade voéa i povréa, hladnjace... ) jednog® poljoprivrednog proizvoda. Oznaéimo mesta proizvodnje sa
Ay, As... A, 1 mesta potrosnje sa By, Bs...B,. Tipovi transportnih sredstava jednog poljoprivrednog gazdin-
stva razlikuju se po nosivosti, brzini kretanja, eksploatacionim karakteristikama i troskovima prevoza po
jedinici robe. Neka gazdinstvo raspolaze sa pg prevoznih sredstava k-tog tipa k = 1...s. Oznacimo sa:

e q; koli¢ina proizvodnje u A;,

e b; kolicina potrosnje u B;,

39Moze biti i vise poljoprivrednih proizvoda koji dospevaju u isto vreme.
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e dj, nosivost k-tog tipa prevoznog sredstva,
e ¢;;, trosak usled dolaska praznog prevoznog sredstva k-tog tipa iz garaze do mesta utovara A;,
° c;.k trosak usled dolaska praznog prevoznog sredstva k-tog tipa iz mesta istovar B; do garaze,

° c;’]k trosak usled prevoza poljoprivrednog proizvoda prevoznim sredstvom k-tog tipa iz mesta utovara
A; do mesta istovara Bj,

e 1;;; broj prevoznih sredstava k-tog tipa, kojima ¢e biti izvrsen prevoz poljoprivrednog proizvoda od
Ai do Bj,

pri ¢emu: i =1...m, j=1..n i k=1..s.

Dodatno ogranicenje je da svako prevozno sredstvo koje koristimo mozemo upotrebiti, usled duzine puta,
najvise jednom i da pri tom prelazi celokupnu marsrutu: garaza - mesto proizvodnje - mesto potrosnje -
garaza.

Matematicki model koji odgovara ovom poljoprivrednom transportu ima za cilj da se odrede promenljive
x5 tako da budu optimalno resenje sledeceg LP problema:

m n S
min(z Z Z(cik + Cjp + k) - Tiji)

i=1 j=1 k=1
n s
Zde * Lijk = Qq, 1= 1...m,
j=1 k=1
m s
S dgwgr <bj, j=1.m,
i=1 k=1
m n
szljk < Dk, k= 1"'87
i=1 j=1

x>0, zasve 4,51 k.

Prvih m jednacina zahteva da sve Sto se ubere mora i da se uskladisti, preradi ili proda. Prvih m ogranic¢enja
mogu da budu nejednacine tipa <, ukoliko su na primer transportna sredstva skromna pa ne moze sav rod da
se preveze U jednoj turi nego se transport vrsi u viSe navrata. U tom slucaju bismo poslednjih s netrivijalnih
ogranicenja bile jednacine (morali bismo koristiti sva raspoloziva prevozna sredstva).

Druga grupa od n nejednacina znaci da su mesta potrosnje B; ogranicenog kapaciteta b; i da mogu da
prime svu proizvedenu robu.

Napomena. Od tri grupe netrivijalnih ograni¢enja moramo imati bar jednu grupu jednacina. U suprotnom,
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ako bismo sva netrivijalna ogranic¢enja bila nejednacine tipa < optimalan plan transporta bismo bio trivijalno
resenje - svi ;5 su 0, odnosno nema transporta i minimalni troskovi su jednaki 0. To naravno nema smisla.

Zadatak. Razmislite koji polazni problem transporta poljoprivrednih proizvoda, pri istim oznakama, bismo
imao matematicki zapis koji bismo se od prethodnog razlikovao po tome da je prva grupa ogranicenja bila
tipa <, a druga grupa su jednacine. Da li je u tom slu¢aju proizvodnja veéa od ”potrosnje”?

Minimizacija vremena transporta

Za vreme sezonske kampanje Zetve psenice, berbe kukuruza (voca, povréa, cveca...), bitna komponenta
kvaliteta transporta je utroseno vreme.

Oznacimo sa t;; vreme utroSeno na transport robe od polja berbe (zetve, proizvodnje... ) A; do mesta
skladistenja (prodaje... ) Bj. U A; obrano je a; jedinica robe i = 1...m, dok u skladistu B; moze da se
uskladisti b; jedinica robe j = 1...n.

Treba odrediti onaj plan transporta robe x;;, i = 1...m, j = 1...n, za koji ¢e vreme najduzeg prevoza
biti minimalno, odnosno

min ;. max{t;;[i = 1..m, j=1..n},

pri netrivijalnim ograni¢enjima

n m
E L5 = Qg, 1= 1m, E Tij < bj, j =1...n.
7=1 i=1

Prvih m jednacina zahteva da sve §to se ubere mora i da se uskladisti (transportuje). Preostalih n ne-
jednacina su posledica ogranicenih kapaciteta skladista. Trivijalna ogranicenja nenegativnosti z;; > 0 seiu
ovom transportnom problemu podrazumevaju.

Ovako formulisan zadatak zbog nelinearne funkcije cilja nije problem LP. Za resavanje ovakvih zadataka
koriste se poznate, ali slozenije metode koje ovde neéemo izlagati.

7.2 Optimizacija proizvodnje u stocarstvu

U stocarstvo imamo za cilj da maksimizujemo proizvodnju mesa, mleka, jaja. Takode, interesantno je
minimizovati troSkove ishrane, a da pri tom bude zadovoljavajuci kvalitet sto¢ne hrane.

Primer. Kokoske i jaja

Napravite linearan program za slede¢i problem: Jedna kokoska ima za tri nedelje dve moguénosti: ili da
polozi 12 jaja ili da izleze 4 pileta. Posmatra se proizvodni period od 12 nedelja (4 ciklusa od po 3 nedelje).
Nakon toga se sva zivina prodaje: pili¢i iz prvog ciklusa i kokoske po ceni od K dinara, pili¢i iz drugog
i treceg ciklusa po ceni od P dinara po komadu, a jaja po ceni od J dinara po komadu (K>P>J). Treba
optimizovati zaradu. U proizvodnju ulazimo sa 100 kokosaka i 100 jaja.
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Resenje.

I ciklus II ciklus IIT ciklus
nosilje 100—k4 100—Ko 100—k3
kvocke kl kg k3

stara jaja 100 100—4k; 1300—52k — 4ko
nova jaja - 12(100—4ky) 12(100—4k2)
uk. jaja 100 1300—52k1 | 2500—52(k1+k2)
IV ciklus
nosilje 100—k4
kvocke ky
stara jaja | 2500—52 (k1 +ko)—4ks
nova jaja 12(100—4ks)
uk. jaja 3700—52(k‘1—|—k‘2—|—k‘3)

Znamo da se vise isplati (ako je K i P vise nego tri puta veée od J, §to obi¢no i jeste ispunjeno) da kokoske
legu pili¢e nego da nose jaja. Medutim, imamo ogranic¢enu koli¢inu jaja. U prvom ciklusu najvise 25 kokosaka
moze da leze pilice. U narednim ciklusima proizvodnje je sli¢no, broj kokosaka-kvocki je ograni¢en brojem
jaja. Oznacimo sa k; broj kokosaka koje lezu pili¢e u i-tom ciklusu proizvodnje (i = 1,2,3,4). Kako gornja
granica za k; zavisi isklju¢ivo od broja jaja u i-tom ciklusu, u tabeli analiziramo koliko ukupno ima jaja u

ciklusima:

Na pocetku IV ciklusa imamo 3700 — 52(k; + ko + k3) jaja. U toku IV ciklusa ée se potrositi 4k4 jaja za
nove piliée, i proizvesée se 12(100 —k4) novih jaja. Tako na kraju 12 nedelja imamo 4900 —52(k; +ko+ks+ky)

jaja.

Zaradu koju dobijamo kada prodamo sve kokoske, pili¢e i preostala jaja na kraju IV ciklusa je:

K (100 4 4ky) + 4P (ko + k3 + kq) + J(4900 — 52(k1 + k2 + k3 + k4)). Konstantne sabirke mozemo izbaciti a
da se optimalan plan proizvodnje ne promeni, te je funkcija cilja:

max(4Kky + 4P (ko + k3 + kyg) — 52J (k1 + ko + k3 + k4)).

Ogranicenja za broj kvocaka, redom po ciklusima su:

0 < 4k < 100,
0 < 4ky < 1300 — 52k,
0 < 4ks < 2500 — 52(ky + k2),
0 < 4ky < 3700 — 52(ky + ko + ks).

165



Dr Snezana Matié Kekié

Dodatan uslov celobrojnosti k;, i = 1,2, 3, 4, se takode zahteva.

Optimizacija koli¢ine stoke, u zavisnosti od zaliha sto¢ne hrane sa kojima raspolaze farma, sa ciljem
ostvarivanja maksimalne dobiti, je modelirana u sledeéem primeru.

Primer. Uprava farme je odlucila da gaji v vrsta stoke. Na zalihama ima h osnovnih sastojaka sto¢ne hrane
u koli¢inama od k;, ¢ = 1...h. U svrhu matematickog modeliranja problema uvedimo dodatne oznake:

x; nepoznati broj stoke j-te vrste j = 1...v,
m; minimalan broj stoke j-te vrste, j = 1...v, ispod koga se ne isplati gajiti stoku j-te vrste,

b;; potrebna minimalna koli¢ina i-tog osnovnog sastojka stocne hrane po jedinici stoke j-te vrste, ¢ = 1...A,
j=1.v,

c; ocekivana cena po grlu stoke j-te vrste.
Regenje. Funkcija cilja je

v
max(z cj - xj).
j=1

Kvalitet stotne hrane zahteva ispunjenje slede¢ih nejednacina.
v
Zbij'l‘j Skl, i=1...h.
=1

Nepoznate x; su prirodni brojevi ¢ija je donja granica m;:

z; >mj,  x; EN, j=1.w0.

7.3 Primeri primene LP van agrobiznisa

Primena linearnog programiranja je Siroko rasprostranjena u svim oblastima privrede, saobracaja, tr-
govine, vojne industrije, energetike... U knjizi [14] profesora Jovana Petri¢a, pionira operacionih istrazivanja
na nasim prostorima, detaljno su izloZzene veoma raznolike primene LP u vrlo razli¢itim oblastima.

Navodima dva primera iz ugostiteljstva i jedan iz proizvodnje ambalaze:

Primer 1. Problem stolnjaka

U restoranu treba obezbediti ¢iste stolnjake u toku m uzastopnih dana. Za i-ti dan je potrebno m; ¢arsava.
Cena jednog stolnjaka je b dinara. Pranje u servisu I u roku od 1 dana kosta ¢ dinara, pranje u servisu II
u roku od 3 dana staje d dinara (b > ¢ > d se podrazumeva). Stolnjak isprljan u ponedeljak uvece ako ide
na pranje u servis I moze da se koristi u utorak, a ako se pere u servisu II tek u ¢etvrtak. Treba napisati
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model za minimizaciju ukupnih troskova za stolnjake za m dana.

ReSenje. Oznacimo nepoznate sa:
x broj kupljenih novih stolnjaka (sve sto planiramo da kupimo, kupimo odmah),
y; broj stolnjaka koji su poslani na pranje u servis I i-tog dana,
z; broj stolnjaka koji su poslani na pranje u servis II ¢-tog dana.

U tabeli je analizirano stanje stolnjaka u toku prvih 5 dana:

na raspolaganju izl iz Il | treba
Zz - - mq
T — my yr - ma
T—mp+Y —my Y2 - mg
T—m1+Y —ma+ Y2 —m3 Yys 2 my
T—m1+yr—ma+yY2—m3+ys+21—mMyg Ya 22 ms

Ogranicenje za prvi dan i ograni¢enja celobrojnosti su:
z>mi, Y,z € NU{0}, i=1.m—1j=1.m—3.

Ogranicenja za 2. i 3. dan u kojima mogu da se koriste i stolnjaci (promenljive y1,y2) oprani u servisu I su:
T4y —my = ma, T+ Y1+ Y2 —my —mg = ms3.

0Od 4. do m-tog dana u restoran dodatno stizu oprani stolnjaci iz servisa II (promenljive z;) te su ogranic¢enja:

d—1 d-3 d
T+ Zyz + Zzi > Zmi, d=4..m.
i=1 i=1 i=1
Funkcija cilja je
m—1 m—3
min(bz + ¢ Z yi +d Z 2i).
i=1 i=1

Primer 2. Kelneri
U jednom non-stop restoranu potrebe za kelnerima se menjaju u toku dana kao §to je dato u tabeli:
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r. vreme ‘ kelneri ‘

0- 4 3
4- 8 2
8-12 10
12 - 16 14
16 - 20 8
20 - 24 10

Odredite minimalan broj kelnera, ¢ije radno vreme je 8 uzastopnih ¢asova, tako da potrebe restorana u toku
celog dana budu zadovoljene.
ReSenje. Oznacimo sa ki, ko, k3, ks, k5 1 kg, broj kelnera koji po¢inju da rade u 0, 4, 8, 12, 16 i 20 ¢asova.

Znaci treba resiti
min(ky + k2 + ks + kg + ks + ke)

ki + ke > 3, ko + k1 > 2,
ks + ko > 10, kg + k3 > 14,
ks + k4 > 8, ke + k5 > 10,

kla kQa k3a k47 k57 kﬁ S NU {O}

Kako je u pitanju problem celobrojnog programiranja, zadatak ¢emo resiti direktnom analizom.

Ako saberemo prvu kolonu nejednacina dobijemo izvedeno ogranicenje da je ukupan broj kelnera veéi
ili jednak 21, ako saberemo drugu kolonu nejednacina dobijamo da je ukupan broj kelnera veéi ili jednak
26. Kada saberemo sve nejednacine imamo da je dvostruki broj kelnera vedi ili jednak od 47, odnosno da
je ukupan broj kelnera vedi ili jednak od 24. Znaci, najostrije ogranicenje je da kelnera mora biti bar 26.
Pokusajmo da sa 26 kelnera obezbedimo potrebe restorana. Najmanji broj kelnera treba od 4-8 h, stoga
u odgovarajuéem ograni¢enju ki + ko = 2, k1 moze biti 0 ili 1 ili 2. Ako je k1 = 0 onda je ko = 2. Iz
ks 4+ ko = 10 je k3 = 8, te je iz preostalih ogranicenja ks = 6, zatim ks = 2, kg = 8. Ovo bismo zaista bilo
optimalno resenje (0,2,8,6,2,8) jer ukupno mora biti bar 26 kelnera, a upravo sa 26 kelnera su sva ogranic¢enja
sem prvog (ima 5 kelnera vise od potrebe) zadovoljena sa donjom granicom potreba.
Zadatak. Nadeno reSenje nije jedino optimalno resenje, odredite bar jos jedno optimalno reSenje sa 26 kelnera.

Primer 3. Pakovanje

U kvadar ¢ije su dimenzije 2 duzina, y §irina i z visina, treba smestiti 1 m? rastresite materije. Treba
napraviti kvadar tako da cena ambalaze bude minimalna. Za dno i bo¢ne strane materijal je besplatan ali
ga ima u ograni¢enim koli¢cinama, 4 m2. Materijal za prednju i zadnju stranu ima cenu Cj, a materijal
za gornju stranu ima cenu Cy. Napisati model za minimizaciju troskova proizvodnje kvadra, tj. postaviti
model za nalazenje idealnih dimenzija ambalaze.

Resenje Napisati matematicki model za ovaj problem pakovanja nije tesko, ali ga je tesko resiti, jer se radi
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o nelinearnim ogranicenjima i nelinearnoj funkciji cilja:

min(2C 2z + Cazy)

ryz =1, xy + 2yz < 4,
z,y,z > 0.

7.3.1 Zadaci
31

7.1. Meso sadrzi 20% belancevina i 2% ugljenih hidrata, a krompir 1% belanc¢evina i 20% ugljenih
hidrata. Jedan kg mesa kosta 210 din, a krompir je 15 din. Koliko mesa i krompira treba kupiti da bismo
dobili najmanje 4,6 dkg belan¢evina i najmanje 40,26 dkg ugljenih hidrata a da pri tom potroS§imo najmanje
novea?

Regenje. (13 dkg,200 dkg; 62,5 dinara)

7.2. Kilogram hleba kosta 30 din i sadrzi 2000 kalorija i 50 g belancevina; a kilogram sira je 125 din i
sadrzi 4000 kalorija i 200 g belancevina. Koliko hleba i sira treba kupiti da bismo u obe namirnice zajedno
bilo najmanje 3000 kalorija i najmanje 100 g belanc¢evina, a da bismo potrosili najmanje novca?

Resenje. 1 kg hleba, 0,25 kg sira; 56,25 din

7.3. Prva namirnica sadrzi 3 jedinice prvog i 1 jedinicu drugog sastojka. Druga namirnica sadrzi 1
jedinicu prvog i 4 jedinice drugog sastojka. Cena prve namirnice je 2, a druge 1 novéanu jedinicu. Kupovinom
namirnica zelimo dobiti najmanje 6 jedinica prvog i 13 jedinica drugog sastojka. Koliko od svake namirnice
treba kupiti da zadovoljimo zahteve i da utrosimo najmanje novca?

Regenje. (1,3;5)

7.4. Napisite sledeéi problem LP. Koliko jabuka, krusaka, kajsija, bresaka, malina i banana treba uzeti
za voénu salatu (za 4 osobe) a da bismo u voénoj salati imali bar 40mg vitamina C, bar 2,4 mg Bg, bar 0,45
mg B; i bar 2,4 mg gvozda a da kalorijska vrednost voénog kupa bude minimalna. U tabeli su dati podaci
o sadrzaju ovih vitamina, gvozda i kalorija u 100gr voca.

| (mg) | C| By | Bs| Fe [ Kalorije |

jabuka || 9 | 0,04 | 0,3 | 0,35 57
kruska || 5 | 0,02 | 0,1 | 0,4 62
kajsija || 8 | 0,04 | 0,7 1 50
breskva || 8 | 0,03 0,9 | 0,5 50
malina || 20 | 0,03 | 0,3 | 0,9 44
banana || 8 | 0,1 | 0,6 | 0,6 94

Problem postavite i odredite prvu tabelu simpleks metode.

31Zadaci delimi¢no preuzeti iz [21].
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7.5. Proizvodni pogon sa dva tipa masina, obraduje 2 tipa proizvoda. Komad prvog proizvoda se
obraduje na obe masine po 2 jedinice vremena; komad drugog proizvoda obraduje se na prvoj masini 3, a
na drugoj 1 jedinicu vremena. Pogon ima na raspolaganju za prvu masinu 8, a za drugu 4 jedinice vremena.
Vrednost prvog proizvoda je 4, a drugog 3 novéane jedinice. Kako da preduzeée programira obradu da bismo
dobit od prodaje proizvoda bila §to veéa?

Regenje. (1, 2; 10)

7.6. Preduzece proizvodi dva tipa proizvoda za ¢iju proizvodnju su potrebna 4 tipa sirovina. Za jedinicu
prvog proizvoda redom je potrebno 5, 19, 31 i 21 jedinica sirovina, dok je za drugi proizvod potrebno 16,
26, 22 i 5 jedinica sirovina. Preduzeée ima na raspolaganju po 1296, 2454, 3942 i 1785 jedinica sirovina.
Prvi proizvod se prodaje po 6, a drugi po 2 n.j. Kako isplanirati proizvodnju tako da se dobije maksimalan
prihod od prodaje robe?

Regenje. (80, 21; 521)

7.7. Preduzeée proizvodi dva tipa proizvoda za ¢iju proizvodnju su potrebne 3 sirovine. Za jedinicu
prvog proizvoda potrebna je po 1 jedinica svake sirovine. Za drugi proizvod potrebno je 3 jedinice prve i
1 jedinica druge sirovine. Preduzeée ima na raspolaganju po 15, 7 i 5 jedinica prve, druge i treée sirovine.
Prvi proizvod se prodaje po 2, a drugi po 1 n.j. Kako isplanirati proizvodnju tako da se dobije maksimalan
prihod od prodaje robe?

ReSenje. (5, 2; 12)

7.8. Dva tipa vitamina A i B mozemo kupiti u dva tipa tableta P i Q. Tableta P sadrzi 4 jedinice
vitamina A i 3 jedinice vitamina B; tableta Q sadrzi jednu jedinicu vitamina A i 4 jedinice vitamina B.
Tableta P kosta 17, a tableta Q 14 novéanih jedinica. Potrebno nam je najmanje 7 jedinica vitamina A i
15 jedinica vitamina B. Koliko tableta svakog tipa treba kupiti da bismo se zahtevi za vitaminima ispunili,
a cena bila minimalna?

Regenje. (1,3;59)

7.9. Radnu grupu ¢ine 200 poljoprivrednih radnika i 100 zidara. Za rad na polju potrebno je 170, a za
zidarske radove 130 radnika. Poljoprivredni radnik stvori na polju 100, a na gradiliStu 70 jedinica dohotka;
zidar na polju stvori 80, a na gradilistu 110 jedinica dohodka. Odredi razmestaj radnika za koji je ukupni
dohodak grupe najveéi?

Regenje. ((170,30), (0,100); 30100)

7.10. Na Sahovskom turniru na 10 tabli, domaca ekipa ima 3 velemajstora i 7 majstora. Protivnicka
ekipa ima 6 velemajstora i 4 majstora. Ako domadi velemajstor igra sa velemajstorom ocekuje se u proseku
0,4 poena, a sa majstorom 0,9 poena; ako domaci majstor igra sa velemajstorom ocekuje se 0,1, a sa
majstorom 0,5 poena. Protivnik je rasporedio velemajstore na prve, a majstore na poslednje table. Odredi
najpovoljniju i najnepovoljniju postavu domaéina.

Regenje. ((0,3),(6,1); 3,8) i ((3,0),(3,4); 3,5).

7.11. U preduzecu sa tri organizacione celine, prva radi sa 30%, druga sa 10% a treca sa 40% profita.

Ukupna investiciona sredstva, koja iznose 40 novcanih jedinica, treba u celosti podeliti tako da prva jedinica

170



Primenjena matematika za studente bioloskih smerova

ne dobije manje od 8 novéanih jedinica, druga ne manje od 10 i tre¢a ne vise od druge. Kako rasporediti
investiciona sredstva tako da preduzeée ostvari najveéi profit?
Regenje. (20, 10, 10; 11)

7.12. Nadite optimalno reSenje za problem linearnog programiranja:

max(z, — bxa)

3{[,‘1 — T2 S -1

201+ 29 > 3
x1,22 20

1. geometrijskom metodom:;
2. simpleks metodom.

7.13. Resite: Tri osnovne komponente K7, Ko, K3 za smeSu stoéne hrane su prisutne na trzistu. U tabeli
je data cena komponenti i procentualna zastupljenost satojaka A, B i C' u pojedinim komponentama.

komponente ‘ K, Ky Kj
cena ‘ 100 110 150
A10% 10% 20%

B | 80% T0% T0%

C|10% 20% 10%

Odredite koliko treba da bude zastupljena pojedina komponenta u smesi stoéne hrane tako da dobijemo
najjeftiniju smesu kod koje je zadovoljeno da sadrzi: 15% sastojka A, 70% sastojka B i 15% sastojka C.

7.14. Jedan traktor tipa A za jedan dan uzore 5 hektara kukuruzista ili 7 hektara kupusista. Jedan
traktor tipa B za isto vreme uzore 6 hektara kukuruzista i 10 hektara kupusista. Preduzeée raspolaze sa
5 traktora tipa A i 3 traktora tipa tipa B. Da li je moguée za tri dana uzorati 100 hektara kukuruzista i
150 hektara kupusista? Pretpostavka je da traktori koji se prvog dana posalju na jedan tip parcela rade na
istom tipu parcela sva tri dana.

7.15. Dva proizvodaca isporuc¢uju robu za dva potrosaca. Prvi proizvodac proizvodi 22, drugi 28 jedinica
robe. Prvom potrosacu je potrebno 20, drugom 30 jedinica robe. Troskovi prevoza su po jedinici robe: od
prvog proizvodaca do prvog potrosaca 35, do drugog potrosaca 30 novcanih jedinica; od drugog proizvodaca
do prvog potrosaca 25, do drugog potrosaca 22 novéane jedinice. Sastavi tabelu za taj transportni problem!
Kako da proizvodaéi isporuce robu da bismo ukupni troskovi prevoza bili najmanji?

Regenje: (0,22,20,8;1336)
7.16. Resite problem transporta koji je dat tabelom.
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Regenje: (0,8,4,1;47)

ReZenje: (Svi mogudi transporti su optimalni;76)

Regenje: (5,10,20,0;170)

Pocetna Klanice
TP tabela K | Ky 10 ¢
Farma 2 3
I 8
Farma 4 7
b 5
kapacitet / 10t 4 9 | 13 |
7.17. Odredite optimalno resenje TP problema zadatog tabelom:
1 2
9
3 4
16
6 19 | 25|
7.18. Nadite plan transporta sa minimalnim troskom.
Pocetna Mlinovi
TP tabela My | My 10t
Silos 6 4
S1 15
Silos 5 8
So 20
kapacitet / 10t 25 10 | 35 |
7.19. Odredite optimalan transport ako su podaci dati tabelom.
Pocetna Sumska gazd. kapac.
TP tabela Aq | Ao | As 100m?
stovariste 3 5 4
By 9
stovariste 5 2 6
By 6
koli¢. ogreva 4 6 5 ‘ 15
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ReZenje: (4,0,5,0,6,0;44)

7.20. Proizvodac¢i A i B sa ponudom od 7 i 6 jedinica robe snabdevaju tri trgovine P, Q i R, ¢ije su
potraznje redom 4, 6 i 3 jedinice robe. Troskovi prevoza po jedinici robe od A do P iznose 5, do Q 3ido R
6, 0d B do P 4, do Q 3ido R 2 novéane jedinice. Odredi optimalan transport
a) 2D-geometrijskom metodom;

b) simpleks metodom.
Regenje: (1,6,0,3,0,3;41)
7.21. Koliki su minimalni transportni troSkovi za slede¢i problem transporta Se¢erne repe?

Pocetna Potrosaci kapac.
TP tabela A1 | A2 | Ag 1001?(13
proizvodac 2 2 2
By 6
proizvodac 3 3 3
By 7
kapacitet 6 4 3 ‘ 13 ‘
ReZenje: (svi transporti su optimalni;33)
7.22. Resite:
Pocetna Rafinerije s. nafta
TP tabela A | A 1000 ¢
Busotina 10 8
By 2
Busotina 11 8
By 10
Busotina 9 12
Bs 8
kapacitet / 1000t 7 13 | 20 |

Regenje: (0,2,0,10,7,1;171)

7.23. Postavite problem i nadite optimalno reSenje. Rolne selotejpa duge su 33 cm. Treba nam 19 traka
selotejpa od 7 cm i 8 traka duzine 3 cm. Koliko najmanje rolni treba kupiti?

Regenje. Jedinstveno optimalno resenje je 5 rolni. Od 4 rolne se¢emo 4 trake po 7 cm i 1 traku po 3 cm.
Petu rolnu se¢emo: 3 trake po 714 po 3 cm.

7.24. Preduzete “Borovi”, za prevoz robe poseduje 3 kamiona nosivosti 10t u garazi G, 5 kamiona
nosivosti 5t u mestu A, i 10 kamiona nosivosti 2t u mestu B. Poznato je da se cene transporta po km odnose
u razmeri 3:2:1 (cena prevoza kamiona od 2t po kilometru je 3 puta jevtinija od cene prevoza kamionom
od 10t i 2 puta jevtinija od prevoza kamionom od 5t). Potrebno je izvrsiti transport 50t robe iz mesta

173



Dr Snezana Matié Kekié

A u mesto B. Rastojanje izmedu mesta A i B je 40 km, izmedu A i G je 30 km i rastojanje izmedu B i
garaze je 15 km. Nakon obavljenog transporta svi kamioni moraju da se vrate u garazu. Cena prevoza
praznih kamiona je duplo jevtinija od cene prevoza natovarenih kamiona. Kako pod datim uslovima izvrsiti
transport na najjevtiniji nacin?

Redenje. (x,y,2)=(3,4,0) funkcija cilja je (197,52 + 95y + 67,5z)c, gde je ¢ cena transporta kamionom
od 2t

7.25. Napisati linearan program za problem: U garazi G imamo 10 kamiona nosivosti 2 t, 4 nosivosti
5 t, 1 2 nosivosti 10 t. Treba preneti 10 t iz mesta B u A 120 t iz C u A. U tabelama su data: rastojanja
izmedu mesta i cene transporta po km.

km | A| B |C cene/km | 2t | 5t | 10t
G | 50|40 | 35 prazan 60 | 100 | 180
A 60 | 20 pun 100 | 200 | 450

Neka je teret zrnast i moze da se usitni i neka je transport hitan pa se odvija na relacijama G-B-A-G i
G-C-A-G.
7.26. Resite MODI metodom sledeéi problem transporta.

. [15]10] 7 [13]
61 2] 9[15]18
5] 3] 81417
51 50 7]12]15
191611 ]17] 7

Ponuda i potraznja su u prvoj koloni i prvoj vrsti, a cene transporta su u preostalim poljima tabele.
Pocetni plan transporta odredite:

e metodom SZ-ugla,
e Vogelovom metodom.

Regenje. (6, 0, 0, 0; 9, 6, 0, 0; 0, 0, 5, 0; 0, 4, 2, 13; 316) i (6, 0, 0, 0; 9, 4, 2, 0; 0, 0, 5, 0; 0, 6, 0, 13; 316)
7.27. 1z tri centra u kojima ima 20, 12 i 50 jedinica robe, razvozimo robu u tri odredista sa potraznjom
od 23, 19 i 40. Transportne cene po jedinici robe od prvog centra ponude su 54, 60 i 61, od drugog 56, 62
163 1 od tre¢eg centra 60, 66 i 69 novCanih jedinica. Kako organizovati prevoz a da bismo ukupni troskovi
transporta bili minimalni?
Regenje. (0, 0, 20; 0, 0, 12; 23, 19, 8; 5162)
7.28. Iz tri fabrike u kojima ima 6, 10 i 9 jedinica proizvoda, razvozimo robu u Cetiri skladiSta sa
kapacitetom od 4, 6, 7 i 8 jedinica. Transportne cene po jedinici od prve fabrike do skladista su 20, 26, 46 i
36, od druge fabrike 22, 48, 32 1 38 i od trece fabrike 50, 28, 30 i 40 nov¢anih jedinica. Kako organizovati
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prevoz a da bismo ukupni troskovi prevoza bili minimalni?
Regenje. (3,3,0,0; 0,3,7,0; 1,0,0,8; 758) i (0,3,0,3; 0,3,7,0; 4,0,0,5; 758).
7.29. Resite MODI metodom problem transporta zadat tabelom.

| | 446 | 503 | 737 [ 534 |
524 ]| 62] 51 [ 86 ] 84
203 | 23| 32| 41| 54
775 31| T3] 44| 72
322 | 64| 22| 52| 34
306 | 85| 63| 53| 6l

Ponuda i potraznja su u prvoj koloni i prvoj vrsti, a cene transporta su u preostalim poljima tabele.
Regenje. (21, 503, 0, 0; 293, 0, 0, 0; 132, 0, 643, 0; 0, 0, 0, 322; 0, 0, 94, 212; 94 940)
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