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Predgovor

Udzbenikom “POSLOVNA MATEMATIKA za studente ekonomskih smerova” o-
bradene su u okviru jedanaest glava neke od oblasti matematike koje imaju primenu
u poslovnoj praksi. Naravno, mnoge oblasti koje takode imaju veliku primenu, nisu
obradene. Na primer grani¢ni procesi ekonomskih funkcija nisu sadrzaj ovog uzbenika, a
mogu da se nadu [7, 6]. Dodatno, geometrija nije obradena, stoga preporu¢ujem udzbenik
Kompjuterska geometrija i grafika [1] onima koji su zainteresovani za aktuelnu primenu
digitalne geometrije.

Osnovni pojmovi i definicije su objasnjeni u prvoj glavi. Binomni obrazac, kombina-
torni principi i osnovne kombinatorne strukture - permutacije, varijacije i kombinacije su
izlozeni u okviru druge glave. Treca i cetvrta glava sadrze elementarne metode poslovne i
formule finansijske matematike, kao i njihovu inkorporaciju u agronomsku praksu. Poli-
nomi, njihovi koreni i faktorizacija su sadrzaj pete glave. Novine su ilustrovane brojnim
primerima.

Pocetni elementi i stavovi linearne algebre definisani u Sestoj glavi su potka za modelo-
vanje i reSavanje sistema linearnih jednacina (7. glava) i za resavanje problema linearnog
programiranja (8. glava). Opisani optimizacioni matematicki modeli 9. glave su modeli
celobrojnog linearnog programiranja (nepoznate su celobrojne) ili linearnog programiranja
(nepoznate su realne).

U poslednje dve glave su opisane opste i poslovne realne funkcije i diferencijalni ra¢un.
Teorija je ilustrovana primerima kojih je oko 70.

Na kraju izabranih poglavlja dati su zadaci za samostalno vezbanje. Ukupno ih ima
117. Vecina od njih ima dato resenje. U okviru svake glave data su poglavlja pod nazivom
"Teorijska pitanja” sa reSenim teorijskim test recenicama kojih ima 1256. Nadam se da
¢e primeri, zadaci i reSena teorijska test pitanja olaksati studentima polaganje testova iz
teorije i zadataka. Bogata zbirka zadataka [11] ée dodatno pomodi studentima da uvezbaju
slozenije zadatke.

Ovaj udzbenik pokriva u potpunosti predvideni sadrzaj predmeta Poslovna matem-
atika na slede¢a dva smera prve godine Poljoprivrednog fakulteta: ” Agroekonomski” i
7 Agroturizam i ruralni razvoj”.

Autor se zahvaljuje recenzentima redovnom profesoru dr Ljiljani Gaji¢ i vanrednom
profesoru dr Sanji Konjik na pazljivom ¢itanju udzbenika i nizu korisnih primedbi.

Nadam se da ¢e ovaj udzbenik studentima olaksati uspesnije i brze sticanje potrebnih
znanja iz osnova poslovne matematike.

red. prof. dr Snezana Mati¢-Kekic¢
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Glava 1.

1

1.1

Uvodni pojmovi i motivacioni primeri

Primeri iz prakse i matematicke oznake

Motivaciju studentima da savladaju gradivo ovog udzbenika bi sledeé¢i primeri iz prakse
trebalo da pruze. Sa usvojenim gradivom, njihovo resavanje je lako.

1.1.1 Motivacioni primeri iz prakse

U zagradama u okviru svakog primera je navedena oblast koju treba savladati i
poglavlje ovog udzbenika u kome je potrebno gradivo izlozeno.

1.

Porodica Kajsijevi¢ pece rakiju, i zeli da sazna koliko destilovane vode treba da
dodaju u 15 1 prepecenice od 70% alkohola da bi dobili rakiju od 40% alkohola?
(prost racun mesanja - poglavlje 3.3.1)

Sveze §ljive sadrze 80% vode, a suve 10%. Koliko kilograma suvih §ljiva se moze
dobiti od 12 kg svezih? (procentni ra¢un - poglavlje 3.1.2)

. Tosa T. je pozajmio od strica zelenasa 3000 eura za kupovinu polovnog automobila.

Uz mesecnu kamatu od 1%, koliko mesecno treba da vraca stricu da bi dug izmirio
za tri godine? (otplata kredita - poglavlje 4.1.3 )

Zelimo da se bavimo proizvodnjom mleka. Koliko krava treba nabaviti za osnovni
fond da bismo nakon isteka 5 godina od osnovnog fonda dobili 100 krava ako se zna
da se 95% krava oteli svake godine i da su od toga 50% zenska telad, a da se izluci
15% muznih krava godisnje iz osnovnog stada? (rekurzivna formula i procentni
racun)

. Da li za 18 godina roditelji Mile J. mogu da ustede 2 miliona dinara za kupovinu

jednosobnog stana ako svakog meseca ulazu 6000 dinara uz meseénu kamatu od 1%?
Da, mogu. (kontinuirana stednja - poglavlje 4.1.2)

Za izgradnju manje vikendice na obroncima Fruske gore Peko D. je unajmio 7 rad-
nika: 3 zidara 2 armiraca i 3 tesara. Za izgradnju je pogodena suma od 1000
eura. Zidanje je trajalo 5 dana, betoniranje 2 dana i podizanje krova 2 dana. Na
koji na¢in Peko treba da podeli sumu od 1000 eura i isplati ove tri grupe radnika?
(rac¢un podele - poglavlje 3.3.1)

Neka je pcelar poceo pcelarenje sa cetiri kosnice, i neka se godisnje broj pcela poveca
rojenjem za 35%, a smanji od varoe i ostalih bolesti za 20%. Koliko ée pcéelar imati
kosnica posle 10 godina bez dodatnog ulaganja u nova drustva? (osnovna formula
slozenog kamatnog racuna - 4. glava )



8.

10.

11.

12.

13.

U toku godine prodaja Secera je u sedmomese¢nom periodu novembar — maj sta-
bilna. Medutim, u periodu jun — oktobar povecana je potraznja i prodaja Sec¢era
(obrada sezonskog voca, vinarska industrija... ). Uoceno je da se potrebe za Se¢erom
u periodu jun — oktobar redom povecavaju za 16%, 13%, 17%, 32% i 23% u odnosu
na maj. Prodaja Se¢era u maju, u Novom Sadu, je dostigla 450 tona. Toliko su robne
rezerve i obezbedile za svaki mesec u godini. Koliko dodatno treba obezbediti Se¢era
da bismo se pokrile potrebe za Se¢erom u mesecima sa povecanom potraznjom?
(bazni indeksi - poglavlje 3.5)

(model sistema linearnih jednacina - Glava 7.)
Hladnjac¢a ima uskladisteno 118000, 316000, 264000 i

| PP Ps| Pi] 242000 kesica zamrznutog spanaca (S), graska (G), bo-
S| 1 ]3] 2]2 ranije (B) i mesanog povréa (M). Kako se blizi prolece,
G| 3]|3]|5]S8 uprava je odlucila da trzistu ponudi pakete povréa,
Bl2|5]|51|5 tipa P, P,, P; i P, po snizenim cenama, da bismo
MIl 4] 41 3] 5 oslobodila hladnja¢u za predstojeé¢u sezonu. Koliko

paketa treba prodati pa da se isprazni hladnjaca?

Govedina sadrzi 18% proteina, 8% lipida i 0,1% holesterola; sir (polucvrst) sadrzi
28% proteina, 26% lipida i 0,1% holesterola; jaje sadrzi 28% proteina, 12% lipida
i 0,45% holesterola; crni pseniéni hleb sadrzi 10% proteina, 1,2% lipida i nema
holesterola. Kilogram mesa, sira, jaja i hleba ima 1500, 3500, 1600 i 2400 kalorija.
Koliko treba za jedan obrok uzeti mesa, sira, jaja i hleba a da ukupno uzmemo
najvise 1200 kalorija, bar 22% proteina, i minimalno holesterola? (model problema
linearnog programiranja - Glave 8. 1 9.)

Jedna kokoska ima za tri nedelje dve moguénosti: ili da polozi 12 jaja ili da izleze
10 pili¢a. Posmatra se proizvodni period od 12 nedelja (4 ciklusa od po 3 nedelje).
Nakon toga se sva zivina prodaje: pili¢i iz prvog ciklusa i kokoske po ceni od K
dinara, pili¢i iz drugog i tre¢eg ciklusa po ceni od P dinara po komadu, a jaja po
ceni od J dinara po komadu (K>P>J). Treba optimizovati zaradu. U proizvod-
nju ulazimo sa 100 kokosaka i 100 jaja. (model problema celobrojnog linearnog
programiranja - poglavje 9.2)

100000

Data je funkcija proseénih troskova za neki proizvod C = 20 + , 1 funkcija
traznje tog proizvoda x = 80000 — 1000p, gde je x koli¢ina robe u lxiomadima, ap
cena u dinarima. Odrediti:

a) cenu p pri kojoj Ce se ostvariti maksimalna dobit i odrediti je;

b) ukupan prihod u uslovima maksimalne dobiti;

¢) interval rentabilnosti (proizvodnju za koju je dobit pozitivna).

(poslovne funkcije - 11. Glava )

Poznato je da traznja cokolade x(d, p., ps) zavisi od nacionalnog dohotka d, cene
cokolade p., ali i od cene secera p, na slede¢i nacin:

z(d, pe, ps) = 0,4d + 3203 — 10500p? + 92p,

a) Odrediti funkciju uzajamne elasti¢nosti traznje ¢okolade u zavisnosti od cene



Secera.

b) Koliko iznosi elasti¢nost traznje ¢okolade, ako ¢okolada kosta 110 dinara, Seéer
130 dinara, a nacionalni dohodak je 25000 dinara?

(elasti¢nost poslovnih funkcija - 11. Glava )

1.1.2 Osnovne matematicke oznake

U narednim poglavljima ove glave ¢e biti definisane oznake koje su ovde samo izlistane
bez detalja:

’ logika ‘ skupovi ‘ brojevi
T  tacno ) ={} prazan skup < je manje
1 netacno N prirodni brojevi < < ili jednako
vV konjunkcija No 01 prirodni br. > je vece
A disjunkcija Q  racionalni brojevi > > ili jednako
V  ekskluzivna dis. | Z  iracionalni brojevi | deli
= implikacija R realni brojevi | | apsolutna vred.
& ekvivalencija | Z  celi brojevi = je jednako
- negacija € se sadrzi u #* je razlicito
vV svaki > sarzi element ~ je priblizno
d  postoji C je podskup = je kongruentno
Voo D je nadskup ~ je sliéno
A il N presek >, suma
Voo iliili U  unija [I  proizvod
= sledi \  razlika Vo koren iz x
& ekvivalentno X proizod oo beskonacno
| |  kardinalnost 7w broj pi
A simetriéna razlika (a,b)  otvoren interval
Cy(A)  komplement skupa A l[a,b]  zatvoren interval
P(A)  partitivni skup skupa A | a! a faktorijel
=4 ne sadrzi se u Z ) a nad b
2 ne sadrzi element % a podeljeno sa b
C  kompleksni brojevi ¢ imaginarna jedinica
ZT, Ot R pozitivni Z,Q, R

1.2 O matematickoj logici

Matematicka logika je oblast matematike koja analizira predikatski racun i iskazni
racun.

Sta proucava iskazni racun?

e Objekti proucavanja iskaznog rac¢una matematicke logike su recenice kojima mozemo
utorditi tacnost ili netacnost. Takve re¢enice nazivamo iskazima. Pri tom nam nije
bitno na kom su jeziku napisane ili izgovorene niti koja je njihova sadrzina. Stoga
ih skraceno zapisujemo malim slovima latinice: p,q,r,s...



e Nije vazno na koji nacin se utvrduje (tu presudnu ulogu obiéno ima nauéna metoda,
eksperiment, iskustvo, predanje, verovanje... ) tacnost ili netacnost prostih, os-
novnih recenica (iskaza).

e Iskazni racun matematicke logike se bavi utvrdivanjem kako tac¢nost (netacnost)
slozenih (sastavnih, rastavnih, uslovnih... ) recenica zavisi od tacnosti (netacnosti)
osnovnih objekata koji uc¢estvuju u njoj.

e U matematickoj logici se definisu pravila logickog zakljucivanja, kao slozene recenice
koje su uvek tacne, ne zavisno od ta¢nosti njenih osnovnih objekata.

Da li uvek mozemo utvrditi tacnost ili netacnost neke recenice?
Ne mozemo. Recimo, sta biste mogli da kazete o tac¢nosti sledec¢ih rec¢enica:

Moja mama je najlepsa i najpametnija.
Da li éete poloziti ispit iz matematike u junskom roku?
Svemir je ogranicen.

Jedino prvu rec¢enicu bismo mogli “matematicki ustroziti” i utvrditi njenu istinitosnu
vrednost (tacnost ili netacnost). Ukoliko bismo je posmatrali nad odgovarajué¢im skupom
dece od 3-5 godina ona bismo bila tacna, dok bismo njena tacnost ili netacnost varirala
nad ostatkom populacije.

Druga recenica je upitna, ne iznosi nikakvu ¢injenicu o ¢ijoj tac¢nosti bismo trebalo
suditi. Tek bismo se odgovoru na postavljeno pitanje mogla dodeliti istinitosna vrednost.

Utvrdivanja istinitosne vrednosti trece recenice je slicno kao kod prve recenice. Dakle,
postoji grupa koja smatra da je svemir ogranic¢en i postoji grupa koja smatra da je svemir
neogranicen. Medutim, ostatak (¢ini nam se poprilican) ljudske populacije ne moze da
utvrdi istinitosnu vrednost trec¢e recenice jer je neopredeljen.

Sta su iskazi? Iskazi su samo one recenice ¢ija se istinitosna vrednost jednoznacéno
moze utvrditi. Tako, primeri koje smo razmatrali nisu iskazi. Dok recenice:

Sutra ce ili biti vedro ili oblacno.

U skupu prirodnih brojeva je jedan plus jedan jednako dva.

U skupu N je 1+1=2.
jesu iskazi i to tacni. Primetimo da su poslednje dve recenice isti iskazi posredovani
reCenicama na razlicitim jezicima. Kako nas u matematickoj logici interesuje samo is-
tinitosna vrednost iskaza, dok nas ne interesuje na kom jeziku je iskaz posredovan, niti
koja je mjegova sadrZina, namece se potreba da iskaze i njihove istinitosne vrednosti §to
jednostavnije i krac¢e zapisujemo.

Koje simbole koristimo za iskaze i za istinitosnu vrednost iskaza?

Iskaze ¢emo oznacavati malim slovima latinice, na primer sa: ¢,p,q,r.... Istinitosna
vrednost v(i) iskaza ¢ pripada skupu V = {T,L}. Simbol T (¢itase “te” ili “ta¢no”)
oznacava tacnost, dok simbol L (Cita se “ne te” ili “netacno”) oznacava netacnost iskaza.

1.2.1 Konjunkcija, disjunkcija i negacija

Malo slozenije recenice mogu se praviti povezivanjem iskaza operacijama konjunkcije
, disjunkcije , 1 primenom negacije na pojedine iskaze. Recimo, za date iskaze
p,q,7,S:



p : Banka radi od 9.

q : Banka radi od 8.

r : Na referendum je izaslo vise od 50% glasackog tela.

s : Na referendumu je izglasana podrska stranim savetodavcima.

slozenije recenice su:
p V q : Bankaradi od 9 od 8.
= r A =s: Na referendum izaslo vise od 50% glasackog tela |i| na referendumu

nije | izglasana podrska stranim savetodavcima.

Koje matematicke simbole koristimo za negaciju, konjunkciju i disjunkciju?

To su redom sledeéi simboli: —, A i V.

Kako se odreduju istinitosne vrednosti za negaciju, konjunkciju i disjunkciju
iskaza?

U tabeli 1 su redom date istinitosne vrednosti za negaciju, konjunkciju i disjunkciju u
zavisnosti od istinitosne vrednosti iskaza na koje su ove operacije primenjene.

v(p) | v(g) |v(p A q) v(p) [v(g) | v(p V )
v(i) [ v(—i) N 1 I 1
T 7T 1| T 1 LT T
T L T L i T L T

T T T T T T

Tabela 1. Istinitosne vrednosti negacije, konjunkcije i disjunkcije

Ekskluzivna' disjunkcija: p V g

Ekskluzivna disjunkcija je tacna ukoliko su iskazi koji ucestvuju u ekskluzivnoj dis-
junkciji razlicite istinitosne vrednosti. Recenica: ” Ako izadem na ispit ili ¢u poloziti ili
¢u pasti”, je tipican primer ekskluzivne disjunkcije. Samo jedan od iskaza p: polozi¢u
ispit i ¢: pascu ispit, moze biti tacan, a njegova tacnost zahteva netacnost drugog iskaza
(odnosno iskljucuje mogucénost tac¢nosti drugog iskaza).

1.2.2 Implikacija i ekvivalencija

U govornom i knjizevnom jeziku implikacijama odgovaraju uslovne recenice, kao na
primer:

budes jeo svezu sargarepu ces imati dobar vid.

Kako se matematicki zapisuju implikacija i ekvivalencija? Neka su redom
data dva iskaza p i ¢. Tada se njihova implikacija zapisuje:

P=4q

Nat. exlusivus znaéi iskljuciv, nedopustajuéi.



Sto se ¢ita na neki od sledeé¢ih nacina:

1. p q 4. p je|potreban uslov‘za q
2. p [sledi| ¢ 5. q je|dovoljan uslov‘za P

3. lako| p [onda] ¢

Konjunkcija, disjunkcija i ekvivalencija su komutativne binarne operacije nad iskaz-
ima, dok implikacija nije komutativna. Tako iskaz p u formuli za implikaciju nazivamo
pretpostavkom, a iskaz q posledicom. Jasno je da je ispravan (tac¢an) nac¢in zakljuc¢ivanja
da iz tacne pretpostavke sledi ta¢na posledica (videti poslednji red u tabeli istinitosne
vrednosti za implikaciju). Medutim, nije ocigledno da iz netacne pretpostavke mozemo
dobiti, na ispravan na¢in, netacnu ili ta¢nu posledicu (videti prva dva reda u tabeli istini-
tosne vrednosti za implikaciju). Ilustraciju [15] za valjanost ovakvog nacina zakljucivanja
imamo u ta¢nom stavu: prazan skup je podskup svakog skupa . Ako skupove razmatramo
nad skupom racionalnih brojeva Q sledi da je (Vx € Q) iza (VS C Q) zadovoljena
implikacija € ) = x € S. Prviiskaz = € ) ove implikacije je uvek netacan dok iskaz
x € S moze da bude ili tacan ili netacan, medutim implikacija ova dva iskaza je uvek
tacna.

Ekvivalencija iskaza p i ¢ se zapisuje sa:

P < q

Sto se najcesce Cita sa:

1. p je’ekvivalentno ‘sa q; 2. p ’ako i samo ako ‘ q;

p je ’potreban i dovoljan uslov ‘ za (.

Sta je ekvivalencija?

Ekvivalencija dva iskaza predstavlja konjunkciju dve implikacije. Recimo, sledeca
recenica

U dobrog domacina dobra i stoka.
daje ekvivalenciju dva iskaza (dve relacije): “ biti dobar domacin” i “posedovati dobru
stoku”:

je domacin dobar on poseduje dobru stoku je stoka dobra
je uzgaja dobar domacin.

Dakle, ekvivalencija predstavlja kraci zapis konjunkcije dve implikacije sa istim iskaz-
ima koji su zamenili mesta, tj.:

p < q je ekvivalentno sa (p = q) A (¢ = p).

Medutim, znacaj ekvivalencije je bitno vec¢i od toga da je ona kraci zapis konjunkcije
dve implikacije. U matematici, kao i u zivotu, je veoma vazno da neke objekte (zemljiste,
sorte, ljude... ) svrstamo u neke klase po nekim znacajnim svojstvima (pH vrednost, rano
sazrevanje, biti vozaé... ) i da zatim sve pripadnike iste klase tretiramo na isti nacin.

Dakle, kada kazemo da su dva objekta ekvivalentna ne podrazumevamo da su oni isti
nego da imaju jednako neko nama vazno svojstvo. Kako je u logici svojstvo objekata koje
razmatramo njihova istinitosna vrednost, to je ekvivalencija dva iskaza tacna jedino ako
su oba iskaza jednake tac¢nosti (tabela 2).

U matematici svojstva nazivamo relacijama a odgovarajuc¢e objekte nad kojima raz-
matramo neku relaciju grupiSsemo u skup. Tako bismo na osnovu prethodnog primera



skup svih stocara mogli podeliti na dve klase u odnosu na relaciju “biti dobar domacin”.
Relacija ekvivalencije je jedna od najcesc¢e razmatranih relacija u matematici.

Odredivanje istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju
U tabeli 2 su date istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju u zavisnosti od
istinitosne vrednosti iskaza na koje su ove binarne operacije primenjene.

) [v(p = q) v ) [v(p & q)

H e
HF A
— g

4+ HHa

H e
=4y

Tabela 2. Istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju

Tabelama 1 i 2 su redom definisane negacija, konjunkcija, disjunkcija implikacija i ekvi-
valencija. Analizom tabela njihovih istinitosnih vrednosti moze se dati i sledeca definicija:

Negacija iskaza je tacna ako® je iskaz netacan.

Konjunkcija dva iskaza je tacna ako su oba iskaza tacna.

Disjunkcija dva iskaza je netacna jedino ako su oba iskaza netacna.
Implikacija dva iskaza je netacna ako je prvi iskaz tacan, a drugi netacan.

Ekvivalencija dva iskaza je tacna ako oba iskaza imaju jednake istinitosne vrednosti.

1.2.3 Kvantifikatori, iskazne formule i tautologije

Od iskaza uz pomo¢ operacija sa iskazima gradimo slozenije recenice, iskazne formule.
Posebno su znacajne one iskazne formule koje su uvek tacne nezavisno od tacnosti iskaza
koji u njima ucestvuju. Takve iskazne formule predstavljaju ispravan, logican, nacin
zakljucivanja, i nazivaju se tautologije.

Iskazne formule su:

1. iskazi  (predstavijeni iskaznim slovima: a,b,c,d,e...);

2. —a, (aVb), (and), (a=10b) i (a=D),
gde su a 1 b iskazne formule;

3. konacénom primenom pravila 1. i 2. dobijaju se iskazne formule.

2Mada u definicijama koristimo re¢ “ako” podrazumevamo ekvivalenciju (“ako i samo ako”) definisanog
pojma sa zahtevanim uslovom iz definicije, a ne implikaciju. I u daljem tekstu, isklju¢ivo u definicijama,
termin “ako” znaci “ako i samo ako”, “ekvivalentno”....



Tako su iskazne formule: =—(a = =b), (((—a V b) & —(cAb)) Va), (a & ——a),
p = p... dok izrazi < a (& je binarna, a ne unarna operacija), aVbAc (nije definisano
koja operacija od Vi A se prvo primenjuje), a—b, nisu iskazne formule.

Oznacimo sa F skup svih iskaznih formula. Istinitosne vrednosti iskaznih formula se
odreduju polazeci od istinitosnih vrednosti svih iskaznih slova koja ucestvuju u formuli
i iterativno primenjujuéi pravila za utvrdivanje istinitosnih vrednosti osnovnih iskaznih
formula: negacije, konjunkcije, disjunkcije, implikacije i ekvivalencije. Na primer, istini-
tosna vrednost formule F(p,q,r) : (p A—r) = (¢Vr)jezav(p) =L, v(g) =L, v(r)=T
je

v F(L,L,T)=(LA-T)=(LVT)=LAL)=T=1L=T=T

Dakle, istinitosna vrednost, v je preslikavanje skupa svih iskaznih formula F na skup
{L, T}

formula zakon

I. (an(aVd) &
(aV(aNb)) < zakoni apsorbcije

2. (anN(a=1D) = b modus ponens

3. (bAa)<s (aND) komutativnost A
(bVa) < (aVb) komutativnost V

4. ((anb)ANc)< (an(bAc)) asocijativnost A
((avb)Ve)e (aV(bVe)) asocijativnost V

5. =(aAb) & (maV —b) De Morganov zakon
=(aVb) < (—a A -b) De Morganov zakon

6. Wma<a zakon dvostruke negacije

7. (aV(bAc)) e ((aVb)A(aVc)) | distributivnost V prema A
(an(bVe)) < ((anb)V(aAc)) |distributivnost A prema V

8. (-p=(¢gN—q)=0p svodenje na protivurecnost
9. pV-p zakon iskljucenja treceg
10. =(p A —p) zakon neprotivurecnosti
11. p=p zakon identi¢nosti

12. (p=q9AN(g=r1))= (p=r) |pravilo silogizma

13. (p=4q) < (—~qg= —p) zakon kontrapozicije

14. (a=b) < (-aVb) = izrazena preko — iV
15. (aeb) < ((a=b)Ab=a)) |< izrazena preko =i A

Tabela 3. Neke poznate tautologije

Tautologije predstavljaju ispravne nacine logickog zakljucivanja.

Tautologije su iskazne formule ¢ija je istinitosna vrednost uvek tacna.

U tabeli 3 su navedene neke poznatije tautologije Tako, tautologije kod kojih je
“glavna” operacija implikacija, kao kod pravila silogizma ili pravila modus ponens (videti
tabelu 3) govore o tome koje posledice vaze pod datim pretpostavkama. Ukoliko je ekvi-
valencija glavna operacija u tautologiji, na ravnopravan na¢in mozemo Koristiti ili levu ili
desnu podformulu razmatrane tautologije.



Poslednje dve tautologije (zakoni 14 i 15), navedene u tabeli 3, nam omoguc¢uju da bilo
koju formulu iskaznog racuna zapisujemo samo preko konjunkcije, disjunkcije i negacije.
Formula 14. nam kao tautologija omoguc¢ava da eliminiSemo implikaciju, dok tautologija
15. eliminiSe ekvivalenciju. Tako, primenjujuéi zakone date u tablicama, formulu (a =
b) < ¢, mozemo ekvivalentno zapisati pomocu operacija =, A, V. Preciznije, imamo sledeé¢i
niz ekvivalentnih formula:

(a=0b)&c & (po zakonu 15.)
((a=b)=c)AN(c=(a=0D)) < (po zakonu 14.)
(m(maVb)Ve)A(meV (—a Vb)) < (po zakonu 5.)
((mma A=b)Ve)A(meV (maVb)) < (po zakonima 6. i4.)
((aN=b)Ve)A(—eV —aVb) < (po zakonima 7. i 3.)
(@aVe)AN(=bVe)A(-aVbV —c)

Kvantifikatori su oznake koje koristimo u skra¢enom zapisu nekih formula. Odnose
se na koli¢inu elemenata. Simbol V (Gita se “za sve”, “svaki”, “svi”... ) zovemo univerzalni
kvantifikator i nastao je od prevrnutog (po obe ose) pocetnog slova engleske reci All (svi).
Egzistencijalni kvantifikator, 3, koji ¢itamo “postoji”,“postoji bar jedan”, “za neki”, je
nastao je od prevrnutog (po y-osi) pocetnog slova engleske reci Exist (postoji). Kvan-
tifikator 3 dozvoljava da postoji vise od jednog elementa sa nekom osobinom. Medutim,
ako zelimo da naglasimo da postoji tacno jedan elemenat koji ima neko svojstvo, koristimo
egzistencijalni kvantifikator, 3,3 koji ¢itamo “postoji ta¢no jedan”.

Primer. Recenice (Vx)(x > 0) i (Jy)(y + 2 < 1) su takve da je prva taéna na skupu
prirodnih, a netac¢na na skupu celih brojeva, dok je druga tacna na skupu celih, a netacna
na skupu prirodnih brojeva. Medutim, postoje recenice koje su uvek tacne, nezavisno od
skupa na kome se razmatraju. Takve opSte vazeCe recenice nazivamo valjane formule.
Sledece recenice su neki primeri valjanih formula:
Ako za svako x vazi p(z) onda postoji y tako da vazi p(y):
(Vz)p(z) = (Fy)p(y) -
Nije tacno da je za svako z zadovoljena formula p(z) je ekvivalentno da postoji x da ne
vazi p(z):
~(Va)p(z) & (30)-p(a).
Pokusajte da tacno procitate i recima zapisete sledece valjane formule:
(v2)(p(x) A q(x)) < ((Va)p(x) A (V2)a(a));
~(3z)p(2)) < (Vo)-p(x).

1.2.4 Zadaci

1.1. Smislite tri recenice, tako da kod jedne uvek mozZemo utvrditi istinitosnu vrednost
da kod druge ne moZemo utvrditi istinitosnu vrednost a da kod trece nekad mozZemo a
nekad ne mozZemo utvrditi istinitosnu vrednost.

1.2. Dati su izrazi: —(aV =b), ((maVb) <), (cAb)ANa, a< ——a, =p i aVAb
Obrazloziti koji od navedenih izraza nisu iskazne formule a za one izraze koji jesu iskazne
formule utvrdite na koji nacin su dobijene posredstvom pravila 1, 2. i 3.

1.3. Proverite da li je iskazna formula (a A (a Vb)) < a tautologija.

3U literaturi se koristi i oznaka 3!.
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1.4. Nadite skup A (neki skup skupova u ovom sluc¢aju) na kome recenica (3Y €
A)(VX € A)(Y C X)=Y =0, nije tatna.

1.3 Skupovi, funkcije, operacije, relacije

Skup (mnozina, mnostvo... ) i njegovi elementi (¢lanovi, objekti... ) su osnovni
pojmovi matematike. Skupove razmatramo u okviru nekog univerzuma, koji ¢emo oznaciti
sa U. Univerzum je recimo: ljudska populacija, brojevi, biljne vrste... Ako skup S
sac¢injavaju elementi x,y, z... oznacava se S = {x,y, z...}.

Sa S ={x:P(x)}ilisaS = {x| P(x)} oznacava se skup svih elemenata z koji imaju
osobinu P. Ako je S skup, tada x € S oznacava da je x element skupa S ili da z pripada
skupu S, dok x € S znaci da z nije element skupa S. Oznaka za prazan skup je (0.

1.3.1 Skupovi

Definisimo neke poznate operacije sa skupovima: uniju, presek, razliku, simetricnu
razliku i komplement skupa; neke binarne relacije na skupovima: =, C ; kao i proizvod
dva skupa, kardinalnost i partitivni skup skupa.
Skup B je podskup skupa A, u oznaci
B C A, ako je (Vz)(r € B=x € A)!

Skupovi A i B su jednaki, u oznaci
A=B akoje ACBANBCA

Presek AN B, skupova A i B je skup
ANB={z|x€ ANz € B}

Unija AU B, skupova A i B je skup
AUB={z|x€ AVz e B}

Razlika A\ B, skupova A i B je skup
A\B={z |z € ANz ¢ B}

Proizvod skupova A i B, A X B, je skup uredenih parova
AxB={(z,y) |z € ANy € B}

Simetricna razlika A A B skupova A i B je skup
AAB={z|z€AVreB}=(A\B)U(B\A)

Komplement skupa A u odnosu na univerzalan skup U je skup
CvA={z|zecUNnxsgA}=1\A

Partitivni skup P(A) skupa A je skup svih podskupova skupa A
P(A)={B| B C A}

Kardinalnost |A| skupa A je broj njegovih elemenata.

1.3.2 Preslikavanja, operacije i relacije

Preslikavanje (funkcija) f nepraznog skupa A na neprazan® skup B je pridruZivanje
koje elementima skupa A dodeljuje elemente skupa B tako da je zadovoljeno: svakom
elementu a iz skupa A pridruzujemo tacno jedan element b iz skupa B, koji oznacavamo

sa b= f(a).

40znake =, A,V i V definisane su u poglavlju 1.2.
5U daljem tekstu neée uvek biti naglaseno da se radi o nepraznim skupovima.




11

Preslikavanje f skupa A na skup B oznacavamo sa f : A — B. Skup A je domen
funkcije f, ili skup originala, dok je skup B kodomen, ili nadskup skupa slika funkcije
f.

Funkcija f je konstantna ako je njen skup slika jednoelementni skup.

Funkcija je identi¢no preslikavanje, u oznaci id, na skupu S ako je definisana kao
id: S — S, tako da za svako s € S je id(s) = s.

Oznacimo sa S™ n-tostruki proizvod skupa S: S x S x ... x §. Tako je skup S™ skup
svih uredenih n-torki iz skupa S.

Preslikavangje & je n-arna operacija (operacija duzinen), n > 1, na nepraznom skupu
S ako je:

&: 5" — 5.

Za n =1, & je unarna operacija. Na primer, negacija — je unarna operacija u skupu
iskaznih formula F. Komplement skupa u odnosu na univerzalan skup I je takode unarna
operacija na partitivnom skupu P(7). Kardinalni broj skupa nije unarna operacija, za
konacan univerzalan skup I, kardinalnost skupa je preslikavanje || : P(I) — {0,1,2...|1]}.

Zan =2, & je binarna operacija. Unija, presek, razlika, simetri¢na razlika i proizvod
skupova su binarne operacije na skupu P(I). Veoma ¢esto kod binarnih operacija umesto
da pisemo &((s1,2)) = s3 piSemo s;dese = s3. Kada je n = 3 radi se o ternarnim
operacijama...

Neprazan skup p, je binarna relacija (relacija duzine 2), na nepraznom skupu S ako
je® #pC S2

Relacija p je podskup skupa svih uredenih parova elemenata iz skupa S.

Ako je p binarna relacija na skupu S onda se ravnopravno koriste sledeca dva ekviva-
lentna zapisa: (s1,82) € p 1 s1pSa, Sto se ¢ita kao element s je u relaciji p sa elementom
S9.

1.4 Osobine preslikavanja, operacija, relacija
1.4.1 Osobine preslikavanja
Funkcija f : A — B je:
e injektivna ili “1-17 ako je
(Var,az € A) (f(a1) = f(a2) = a1 =az);
e sirjektivna ili “na” ako je (Vb€ B)(Jda € A) f(a) = b;

e bijekcija ako je “1-17 i “na”.

Oznake kvantifikatora V i 3 definisane su u poglavlju 1.2.3, dok su skupovi brojeva
Z,Z% R 1 R" uvedeni u poglavlju 1.5.

Inverzna funkcija f~!, bijektivne funkcije f : A — B je funkcija f~' B — A, tako
da (Vbe B)f1(b)=a€ A< f(a) =0.

Date su funkcije f i g, tako da f: A — B i g¢g: B — C. Tada je funkcija k
kompozicija funkcija f i g, u oznaci k = go f ako k: A — C, tako da je (Va €
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A) k(a) = (go f)(a) = g(f(a)).

Primeri: Posmatrajmo tri funkcije f, g i h koje su zadate na sledeé¢i nacin:
f:Z2—=2 ¢g:Z—Z"U{0} i h:R" - R,

flx)=2-2—1, g(x)=2* i h(z)=1Inz.

Funkcija f je injektivna ali nije sirjektivna, jer se svi celi brojevi preslikavaju na
neparne cele brojeve. Druga funkcija nije ni “1-17, jer razliciti originali imaju iste slike,
recimo g(—2) = ¢g(2) = 4, ni “na”, jer na primer, ceo pozitivan broj 3 nema ceo koren.
Bijektivno preslikavanje je funkcija h. Funkcija h je injektivna, jer za svaka dva pozitivna,
realna broja, z iy, vazi h(z) = h(y) © lnx = lny < = = y. Takode, (Vx € R) postoji
pozitivan realan broj a € R* tako da je e* = a > 0. Tada je h(a) = Ina = Ine* = x,
Sto znaci da je funkcija h sirjektivna. Kako je h bijekcija, postoji njena inverzna funkcija
h=': R — R", koja je takode bijekcija i definisana je kao h~'(z) = €.

Komporzicija funkcija f i g je funkcija k = (go f) : Z2 — ZTU{0} iVz € Z je
k(z) = (g0 f)(2) =g(f(2)) =g(2-2—1)=(2- 2 1)’ =42 —4-z+1€ Z*.

Primetimo da se proizvod ¢ - f, funkcija f i ¢g razlikuje od njihove kompozicije g o f.
Njihov proizvod je funkcija (g« f) () = g(x) - f(z) = 2*- 20 — 1) =223 — 2%, zaz € Z.

Vaze sledece osobine:

1. Kompozicija injektionih (sirjektivnih) preslikavanja je injektivno (sirjektivno) pres-
likavange.

2. Ako je funkcija g inverzna za funkciju f, tada je takode f inverzna funkcija funkcije
g.

3. Inverzna funkcija g (bijektivne) funkcije [ je takode bijekcija i vazi go f = fog =id.

4. Za kompoziciju tri preslikavanja vazi asocijativnost. Preciznije, ako su funkcije f,
g @ h takve da su definisane odgovarajuce kompozicije: f : A — B, g: B — C 1
h:C — D zadovoljeno je (hog)o f=ho(gof).

Dokaz osobine 4. Po definiciji kompozicije preslikavanja je gof : A — C i ho(gof): A —
D. Sliéno je (hog)o f: A— D. Takode je (Ya € A) ho(go f) (a) =h((go f)(a)) =
h(g(f(a))) = (hog)f(a) = (hog)o f (a). Kako su dva preslikavanja f1 : X — Y i
fo: X =Y jednaka ako jeVr € X fi(x) = fo(x), prethodna izvodenja impliciraju da su
kompozicije preslikavanja jednake, (hog)o f=ho(go f).

Dokaze tvrdenja 1. 2. 1 3. u okviru prethodnog stava ostavijamo kao zadatke. U

1.4.2 Osobine binarnih operacija
Binarna operacija & : S* — S je:
e komutativna < (Vsy,$5 € 5) s1dess = sodesy
e asocijativna < (Vsy, 52,53 € 5) (s1des2)dess = s1de(sadess)
e kancelativna sa leve strane < (Va,b € S)(Vs € S) sdba = sdb= a =05

e kancelativna sa desne strane < (Va,b € S)(Vs € S) ades = bds = a =10
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e sa neutralnim elementom e¢ < (e € 5)(Vs € 5) séhe = cds = s

e sa inverznom unarnom operacijom ! & (Vs € S)(Is7! € 9) sds! =
-1
sTids =ce

e distributivna prema operaciji V : S? - S <

(Vsl, S2,83 € S)(81©82)*53 = <81*53)@(82*83) 1 83*(51@82) = (83*51)@(83&52).

Na primer, operacija sabiranja + u skupu celih brojeva Z, ima sve navedene osobine
za binarnu operaciju iz prethodne definicije. Neutralni elemenat za sabiranje u Z je 0.
Inverzni element za bilo koji ceo broj x € Z je njegov suprotni ceo broj —z € Z.

1.4.3 Osobine binarnih relacija
Binarna relacija p C S? na skupu S je:
e refleksivna < (Vse ) (s,s) €p
e simetricna < (Vsy,50 € 5) (51,52) € p= (S2,51) € p

tranzitivha &
(Vs1, 82,83 € 5) ((51,52) € pA(52,53) € p) = (s1,83) € p

antisimetriéna <
(Vs1,80 € 5) ((s1,52) € pA(S2,81) € p) = $1 = 2

e relacija ekvivalencije ako je refieksivna, tranzitivna i simetricna
e relacija poretka ako je reficksivna, tranzitivna i antisimetricna.

Klasa ekvivalencije elementa z € S relacije ekvivalencije p C S? je skup
Ky ={ye S| zpy}.

Primeri: Osnovni primeri relacija ekvivalencije su sve relacije jednakosti: jednakost krvnih
grupa na populacionom skupu, jednakost brojeva na nekom brojnom skupu, jednakost tipa
automobila na skupu svih automobila... Paralelnost pravih u skupu svih pravih u prostoru,
podudarnost geometrijskih objekata, slicnost trouglova su takode relacije ekvivalencije.
Kongruentnost po modulu p, u oznaci = (mod p) (dva broja = i y su u relaciji
kongruencije po modulu p, odnosno x = y(mod p) ako je zadovoljeno da je p|(z — y), tj.
x 1y imaju jednake ostatke pri deljenju sa p) je takode relacija ekvivalencije na skupu
brojeva. Na primer, na skupu prirodnih brojeva u odnosu na relaciju = (mod 2) postoje
dve klase ekvivalencije: parni i neparni prirodni brojevi.

Relacije poretka su <, >, | na nekom skupu brojeva. Podskup (inkluzija) C na
partitivnom skupu P([) jeste relacija poretka, dok relacija “biti pravi podskup” C nije
relacija poretka jer nema osobinu refleksivnosti.
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1.5 O skupovima brojevima
1.5.1 Skup prirodnih brojeva

Od prvih termina: malo, nekoliko, mnogo... koji su trebali da blize odrede koli¢inu
necega, do skupa kompleksnih brojeva nastajale su i gasile se mnoge civilizacije. Ipak,

skup prirodnih brojeva N = {1,2,3...}

pokazao se dovoljan za prebrajanje diskretnih kolic¢ina.

Istorijski gledano, veoma davno su se koristili i racionalni, iracionalni, a samim tim
i realni brojevi. Na primer, iracionalan broj 7 je Arhimed (3. vek p.n.e) izrazio preko
obima upisanih i opisanih pravilnih mnogouglova u krug, a veé stari Kinezi (3 vek n.e.) su
racunali 7 sa tacnos¢u do na 7 decimala. Kako su se brojevima pre svega izrazavale mere
(duzina, povrsina, zapremina) do renesanse su se negativni brojevi uglavnom smatrali
fikcijom. Tek krajem XVI veka, u okviru resavanja kubnih jednacina, stidljivo se po-
javljuju kompleksni brojevi. Upotreba kompleksnih brojeva do XVIII veka je bila retka i
sa greskama u racunu. Oni su bili precizno definisani od strane Gausa.

Na skupu prirodnih brojeva posmatramo dve binarne operacije: sabiranje i mnozenje.
Ove dve operacije su asocijativne, komutativne i vazi distributivnost mnozenja prema
sabiranju. Prirodan broj 1 je neutralni elemenat za mnozenje. Neutralni elemenat za
sabiranje je 0 i on ne pripada skupu prirodnih brojeva. Prosiren sa 0, skup prirodnih

brojeva oznacavamo sa No={0,1,2,3...}.

Matematicka indukcija - jedna metoda dokazivanja

Indukcija lat. inductio, znaci zakljuc¢ivanje iz pojedinacnog o opstem, to je suprotna
metoda misljenja i dokazivanja od dedukcije. Matematickom indukcijom mozemo dokazi-
vati tvrdenja koja su obavezno u funkciji prirodnih brojeva. Tako je u primeru koji sledi
indukcijom po prirodnom broju dokazana formula za zbir ¢lanova geometrijskog niza. Po
realnom parametru se ne moze izvoditi indukcija.

U opstem sluc¢aju matematickom indukcijom dokazujemo neko tvrdenje® tipa

Vke N wvazi  T(k),
u tri tzv. induktivna koraka:

1. korak: Pokazujemo da tvrdenje vazi za k=1, tj. da je ta¢no T'(1).
2. korak: Pretpostavimo da je tvrdenje T'(k) tacno za neko k, k€ N.
3. korak: Dokazemo da pod pretpostavkom da vazi korak 2. vazii T'(k+1).

Obja3njenje: Ako smo dokazali da iz tac¢nosti T'(k) za posledicu imamo tacnost T'(k + 1)
za svaki prirodan broj k, onda ako pokazemo tacnost 7'(1) to ima za posledicu 7'(2) (za
k=1), a zatim tacnost T'(2) za posledicu ima T'(3), zatim ta¢nost T'(3) povlaci ta¢nost
T(4)... Na ovaj nacin vidimo da tvrdenje vazi za sve prirodne brojeve.

Primer. Tlustrujmo matematicku indukciju na dokazu sledec¢eg tvrdenja, koje je formula
za zbir prvih k + 1 ¢lanova geometrijskog niza (videti odeljak 1.3.1, ove glave):

1— k+1

k
Vke N Za'qi—al—_qq, q#1.
=0

5T(k) moze biti formula, nejednaéina, jednakost...
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% ) 1 — qurl
Ovde je tvrdenje T'(k) formula ), ja-¢' =a- .
—q
‘ ERSES]
1. Tvrdenje za k=1, ima s leve strane oblik 22:0 a-q' = a+aq, asadesne a 7
—q
12 — ¢? 1—¢q)(1
a~ T _ a( 1Q)( 4 = a(1l + q), sto je jednako. Znaci T'(1) je tacno.
—q —dq

2. Pretpostavimo da vazi za neko k, k € N, formula T'(k).

3. Da vidimo ¢éemu je jednako T'(k + 1). Levu stranu mozemo razbiti na dva sabirka
a zatim iskoristiti pretpostavku koraka 2.:

k+1 ) k ) 1— qk+1
Za ¢ = Za ¢+ ad"™ = a——— + ag".
: : l—gq
=0 =0
Dalje, prostim ra¢unom imamo
1 — o+l 1 — gF L o b+l _ ght2 1 — k42
a—q+aqk+1:a ¢ tq q =a a
lL—gq l—gq lL—gq

Spajanjem pocetka i kraja ovog niza jednakosti zaista dobijamo da je tacno tvrdenje
T(k+1).

Napomena. Prvi korak matematicke indukcije je najcesée trivijalan. U tre¢em koraku je
neophodno iskoristiti pretpostavku drugog koraka.

1.5.2 Celi brojevi

Ukoliko zelimo da imamo “jace” osobine za operaciju sabiranja, odnosno ukoliko
ho¢emo da imamo reSenje po nepoznatoj x, za svaku algebarsku jednacinu oblika:
1) r+a=0b abeN
(koja u skupu N ima resenje samo za a < b) moramo prosiriti skup prirodnih brojeva N
na

skup celih brojeva Z = N U {0} U (=N),|gde je =N ={-n,n e N} i

—n je reSenje jednacine x +n = 0.

U strukturi (£, +) dodatno vazi da svaki element iz skupa celih brojeva ima svoj suprotan
ceo broj za inverzni u odnosu na operaciju sabiranja: x + (—x) = 0, = € Z. Resenje
jednacine 1) u skupu Z se dobija kao b+ (—a). U skupu celih brojeva se moze definisati
apsolutna vrednost broja kao unarna operacija

| = z, v >0,
|l —z, z<0

Ova unarna operacija prema sabiranju i mnozenju se odnosi po slede¢im pravilima:
1. lz+y| <l|z|+|y] (nejednakost trougla)
2. z-yl=lz| [yl
3. e —yl = |lzl =yl
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1.5.3 Racionalni brojevi

Operacija mnozenja na skupu Z nema novih osobina. Ali, medutim jednacinu
2) z-a=b abeZ ia#0
ne mozemo da resimo u okviru skupa celih brojeva, sem u slucajevima kada je zadovoljeno
da alb. Zato prosirujemo skup celih brojeva na

skup racionalnih brojeva Q = {f |z e Z, ye /\/} .
Y

b
Resenje jednacine 2) u skupu Q se dobija kao —. Kako sada svaki broj oblika T skupa
a )

. .. . .. .. Ty
Q \ {0} ima svoj inverzni u odnosu na operaciju mnozenja: — - = = 1.

x
U ovako definisanom skupu racionalnih brojeva javlja se potreba (zbog razli¢itih zapisa

1 2
jednakih brojeva, npr., 2 1°6° ...) da se definise kada su dva racionalna broja

jednaka:

a c a _c
—=—- & a-d=c-b| Sli¢ - <=
D= a c icno, | <

Skup prirodnih (celih) brojeva nije imao osobinu da se izmedu bilo koja dva razlicita
prirodna (cela) broja nalazi prirodan (ceo) broj. Medutim, ovakvu osobinu ima skup

racionalnih brojeva:

S a-d<c-bl

Za bilo koja dva razlicita racionalna broja postoji racionalan broj koji je izmedu njih.

Dokaz. Neka su % i cEZ dva racionalna broja pri ¢emu je % < g & a-d<c-b.
) .atc, . . + : . , )
Tada racionalan broj Z+; jeste izmedu njih: % < Z+; < 2 Zaista, iz sledeceg niza

ekvivalentnih nejednakosti imamo:
a-d<c-b e adtc-d<cbt+c-d& (a+c)-d<c-(b+d) & Zi§<§ Na

slican nacin, pokazuje se i druga zahtevana nejednakost. O

Posledica prethodne teoreme je da se izmedu svaka dva razlicita racionalna broja nalazi
beskonacno mnogo racionalnih brojeva.

Decimalni zapis racionalnih brojeva
Svaki racionalan broj moze se poznatim postupkom deljenja brojioca sa imeniocem

svesti na tzv. decimalni zapis sa konacno (é_l =0, 25) ili beskonacno (6 =0,3333..=0,3

pozicije periodi¢no ponavljaju. Iznad cifara koje se ponavljaju stavljamo tacke da bismo
oznacili period ponavljanja.
1.5.4 Realni brojevi

lako su racionalni brojevi “gusti”, oni ipak nisu dovoljni da izraze ¢ak ni duzine, a
kamoli povrsine i zapremine. Recimo, duzina dijagonale jedini¢nog kvadrata nije racionalan
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broj, kako sledi iz sledeceg stava.
Stav. Ne postoji racionalan broj x tako da je x> = 2.

a a\?2
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji racionalan broj 7 tako da je (B) =2,

pri ¢emu bez umanjenja opstosti mozemo uzeti da su a i b uzajamno prosti. Tada je
a® = b? - 2, §to implicira da je a paran broj. Neka je a = 2k, k € Z, tada je 4 - k* =2 - 1?
sledi da je i b paran broj. Ovo je u suprotnosti sa pretpostavkom da su a i b uzajamno
prosti. 0

Na osnovu prethodnog stava, resenja v/2 = 1,4142135... i —/2 jednacine z? = 2
nisu racionalni brojevi, kao Sto racionalni brojevi nisu ni 7 = 3,14...e = 2,718281....
Iracionalni brojevi su i v/5 = 2,2360679775..., v/3 = 1, 73205080757..., V/7, v/11 ... (ira-
cionalnih brojeva ima vise nego racionalnih).

Slika 1. Skupovi brojeva

Zakljucno, svi brojevi koji u decimalnom zapisu imaju beskonatno mnogo decimala
koje nemaju periodi¢no ponavljanje su iracionalni brojevi. Skup iracionalnih brojeva
oznacavamo sa 7.

Skup realnih brojeva, R, je unija disjunktnih skupova racionalnih i iracionalnih bro-

jeva

Inkluzivni odnosi (N € Z2 € Q@ € R, Z C R) definisanih skupova su Venovim
dijagramom predstavljeni na slici 1.

1.5.5 Kompleksni brojevi

U skupu realnih brojeva nema resenja algebarska jednacina 2> = —1. Problem prevazi-

. . . . . . o e .o def
lazimo definisanjem imaginarne jedinice | 2 = -1

. Skup kompleksnih brojeva je

C={zlz=z+1y, x,y€eR}

Ako je y = 0 dobijamo skup realnih brojeva.

—4+ /16— 48

Na ovaj nacin, resenja jednacine 222 +4x+6 = 0, su 1 = —14++/2i. Ova

reSenja su konjugovano kompleksni brojevi. Uopste, konjugovano kompleksni brojevi
zizZsuobliknz=x+1wiz=2—1iygdesuz,ycR.
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Postoji vise ekvivalentnih na¢ina zapisivanja kompleksnih brojeva. Dva od njih su:
1. z2=x 41y x,y € R, po definiciji skupa C;
(koordinate ovako zapisanog kompleksnog broja su (z,y), sl. 2.a)
2. z=(r,¢), re RTU{0}, ¢€]0,2n)
(Polarne koordinate kompleksnog broja sl. 2.b)

Geometrijske interpretacije kompleksnih brojeva

N

M m
¥ z Z:(}/;(l))
s Re (i) X g

\ 4

x 7 )
Y z z
Slika 2. a) Gausova ravan b) Polarni koordinatni sistem

U Gausovom koordinatnom sistemu (sl. 2.a) imamo dve ortogonalne realne ose. Hor-
izontalna osa nosi vrednost realnog dela x kompleksnog broja z = x + 1y, a vertikalna
osa je nosa¢ imaginarnog dela y. Pisemo, Re(z) = x i Im(z) = y. Tako je kompleksan
broj z tacka u ravni sa koordinatama (Re(z), Im(z)) = (z,y).

Kompleksan broj u polarnom koordinatnom sistemu je tacka u ravni sa koordinatama
z=(r, ).

Radijus ili moduo r kompleksnog broja je njegovo rastojanje od koordinatnog pocetka,
dok je ¢ argument ili ugao koji radijus zaklapa sa pozitivnim delom z-ose. Konjugovano
kompleksni broj kompleksnog broja z se u opstem slucaju oznacava sa z. Konjugovano
kompleksni broj kompleksnog broja z = (r, ¢) je Z = (r, —¢) (sl. 2.b).

Moduo kompleksnog broja z = x-+iy ozna¢avamo sa |z| i on je jednak |z| = /22 + 42,
i predstavlja rastojanje tacke z od koordinatnog pocetka. Ako zelimo da iz Gausove ravni
predemo u polarni koordinatni sistem za kompleksni broj z = = + iy polarne koordinate
su (|z],¢), gde je ugao ¢ = arctg¥. Suprotno, ako iz polarnog koordinatnog sistema
prelazimo u Gausovu ravan, za kompleksni broj z = (r, ¢) koordinate u Gausovoj ravni
su z=r-cos¢ i y=r-sing (uporedite a) i b) na sl. 2).

1.6 Niz brojeva

Niz brojeva je preslikavanje skupa prirodnih brojeva ili skupa Ay u neki skup brojeva.
Na primer, preslikavanje a : N — {—1,1} po formuli a(n) = (—1)", je niz brojeva
-1,1,-1,1,—1,1.... Formula a(n) =a, = (—1)", n € N, se naziva opstim ¢lanom niza,
a slike preslikavanja a su —1 i 1, i oni su ¢lanovi niza.

1.6.1 Geometrijski i aritmeticki niz

Niz brojeva:
ai,ag,as...Ay...
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oblika

2 3 4 n
a, a-q, a-q°, a-q°, a-q...aq"...

pri cemu su a # 0 i ¢ # 1 realni brojevi, nazivamo geometrijskim nizom. Brojeve

koji ucestvuju u nizu nazivamo €lanovi niza. Svi ¢lanovi niza imaju isti oblik: a,, = aq™,

n € Ny, pri ¢emu je eksponent n prirodan broj ili nula. Clan a, = a¢™ nazivamo opStim

clanom niza. Svaki geometrijski niz mozemo krace zapisati preko njegovog opsteg clana.

a
Broj ¢ nazivamo koliénikom geometrijskog niza jer je ol q zasve n € Ny. Tako
a

333 3 1\"

bismo niz 3, T I6 krace zapisali kao niz 3 <§) . n € Ny. Tako su sledeéi nizovi
brojeva:
a: 1,3,9, 27, 81...
b: 5, 10, 20, 40, 80...
c: 1, 0,2, 0,04, 0,008, 0,0016...
geometrijski za parametar a redom jednak 1, 51 1 dok je parametar ¢ redom jednak 3, 2
i0,2.

Formula za zbir prvih k£ ¢lanova geometrijskog niza je,

Ed

—
—_
S

a¢ =at+a-qta-¢+..+a-¢" ' =a

—4q
1.
- q#

Il
o

i

Dokaz ove formule je izveden matematickom indukcijom u prethodnom odeljku.
Na ovaj nacin brzo sabiramo veci broj ¢lanova geometrijskog niza na primer, 1 + 2 +

1_211
4+ 8 +... + 210= =2047.
ili recimo
4 4 4 1— (1) 21 624
A4 — 4 —=4.— 5 — 4.5 =
N 11— 1125

Aritmetickim nizom nazivamo niz brojeva oblika
a, a+d, a+2d, a+3d, a+4d... a+ nd...

pri ¢emu su a i d realni brojevi i d # 0. Svaka dva susedna ¢lana aritmetickog niza se
razlikuju za d. Opsti ¢lan aritmetickog niza je oblika a, = a + nd, n € N,.

Aritmeticki nizovi su na primer:
a: 1,3,5,7,9, 11, 13... 1+2n...
b: 34,24,14,04, —14, =24, =34... 3,4 —n...
i njih na krac¢i nac¢in mozemo da zapiSemo pomocu opsteg clana kao niz a,, = 1+2n, n €
Np, odnosno kao niz b, = 3,4 —n, n € Ny.

Zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza se racuna po formuli

[y

« : n(n—1) n(ag+ ay)
(a+id)=n-a+ 5 5

I
o

i

Zmaci, zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza se racuna tako Sto saberemo prvi i
poslednji ¢lan, i taj zbir pomnozimo sa n/2. Tako je zbir prvih 7 ¢lanova (n = 6) niza
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a,=34+2n, neNy(a=3, d=2)

7-(3+15)

= 63.
2

3+5+7T+9+11+13+15=

1.6.2 Osobine niza

Neki nizovi su takvi da im je svaki slede¢i ¢lan veéi od prethodnog. Njih zovemo
rastudi nizovi. Sli¢no, opadajuéi nizovi su oni kod kojih je svaki sledeé¢i ¢lan manji od
prethodnog.

Niz je konvergentan ukoliko ¢lanovi niza teZe (konvergiraju) ka fiksnom realnom
broju, kada indeks niza n tezi oo (neograniceno raste). Taj broj zovemo granica (limes)

niza i precizno je definisana u nastavku.
- - 1 1 1 . o .
Clanovi niza b: 397 61 95 su svi pozitivni, manji od 1 i prilicno brzo se smanjuju,
pa je jasno da kada n tezi oo opsti ¢lan niza b tezi ka 0. Sa druge strane, vrednosti ¢lanovi
niza a: 1, -1, 1, -1... ne zavise od veli¢ine indeksa n, ve¢ samo od njegove parnosti, i
ocigledno opsti ¢lan a,, ne tezi jednom fiksnom realnom broju. Za niz c, sa opstim ¢lanom
¢, = sinn, n € N, nije jednostavno utvrditi da li ima granicu ili ne.

Niz a konvergira ka granici ¢, Sto oznacavamo sa

lim a, =9, ilisa a, — gkad n — oo,

n—oo
ako za svaki pozitivan realan broj e, postoji indeks niza ng € N, tako da svi élanovi niza
sa indeksom veéim od ny pripadaju intervalu (g — €, g+ €), tj. |g — a,| <€, Vn > ny.

Ovaj otvoreni interval je podskup skupa realnih brojeva, i naziva se € okolina broja

g. U € okolini broja ¢ su svi realni brojevi ¢ija je udaljenost od g manja od e. Kako ¢ moze
biti veoma mali pozitivan broj, na primer 107!, 1075, 107!2... sledi da kada postoji granica
niza, ¢lanovi niza se “neograniceno zgusnjavaju” oko granice. Medutim “zgusnjavaje” oko

nekog broja ne obezbeduje uvek postojanje granice niza. Tako niz
.1 1 1

p: 1,5,3, 17975727’E"'

ima neograni¢eno rastuc¢e neparne clanove pi, ps, ps..., a parni ¢lanovi ps, pa, pg... se
“zgusnjavaju” ka 0, ali 0 nije granica ovog niza. Broj 0 je tacka nagomilavanja ovog
niza. Ukoliko u svakom intervalu koji sadrzi broj t ima bezbroj ¢lanova nekog niza, onda
je broj t tacka nagomilavanja tog niza. Tako niz a: 1, —1, 1, —1... ima dve tacke
nagomilavanja 11 —1.

Niz je ogranic¢en odozdo ukoliko postoji realan broj od koga su svi ¢lanovi niza vedi.
Slede¢i nizovi su:

a: 1, -2, 3, —4,5, —6, 7...

b: 1,2 3, 4.

c —1 -2 -3, —4, —5...

a neogranicen i odozgo i odozdo, b neogranicen odozgo i ograni¢en odozdo, a niz c
neogranicen odozdo i ogranicen odozgo.

Niz moze imati najvise jednu granicu, dok moze imati vise tacaka nagomilavanja. Kako
je tacka nagomilavanja niza realan broj u ¢ijoj svakoj okolini se nalazi bezbroj ¢lanova tog
niza, nizovi a, b i ¢ nemaju tacku nagomilavanja, dok niz d: 1, 0,—1, 1,0, —1, 1, 0, —1...
ima tri tacke nagomilavanja 1, 0 i —1. Iz ovog primera nam je jasno da niz moze imati



21

bilo koji konacan broj tacaka nagomilavanja. Medutim granica niza, ukoliko postoji, je

jedinstvena. Ukoliko niz ima samo jednu tacku nagomilavanja, ona moze, ali i ne mora

11 1
biti njegova granica. Niz p: 1, 2 3, 7 9, 3’ 27, 6 ima jedinstvenu tacku nagomilavanja
koja nije njegova granica. Dodatno o nizu pogledajte u poglavlju 10.1, a zatim nakon
uputstva u slede¢em poglavlju resite teorijska pitanja o nizu.

1.7 Kako resavati teorijska test pitanja?

Teorijska test pitanja su recenice za koje treba utvrditi da li su tacne ili ne. Recenice
su netacne ukoliko moze da se nade primer kada je opste tvrdenje u recenici netacno ili
ukoliko je posledica u recenici netacna a pretpostavka tacna ili ukoliko definicija nekog
pojma nije precizna. U bar 50% slucajeva recenice su konkretni (jednostavniji) zadaci za
koje treba proveriti da li su tacno reseni. ReSenje svake recenice je dato na desnoj margini
recenice. Ako je recenica tacna oznaka na margini je T, a ako je reCenica neta¢na oznaka
je L. Teorijska test recenica

" Niz 2, —4,8,—16... sa opstim clanom —(—2)" n € N je geometrijski niz.”

je tacna. Ova recenica spada u konkretne zadatke.

Cest oblik teorijskih pitanja su implicitne recenice. Implicitne re¢enice mogu da sadrze
veznik ako (alternative za ako su ukoliko, kada, pretpostavka je... ) ili tada (alternative za
tada su onda, sledi, ima za posledicu... ). Implicitna re¢enica je netacna ukoliko mozemo
da nademo primer u kome je pretpostavka tacna a posledica netacna.

Ukoliko se recenica sastoji od dve ili viSe tvrdnji odvojenih zarezom ili veznikom ¢ ili
veznicima ni - nt u pitanju su konjuktivne rec¢enice koje su ta¢ne jedino ukoliko su sve
tvrdnje u recenici tacne. Tako je na primer, recenica
"Niz 2, —4,8, —16... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti opada, © neogranicen
je 1 odozgo i odozdo.”
konjuktivna i ima Sest tvrdnji od kojih samo jedna nije ta¢na (niz jeste geometrijski), te
je i cela recenica netacna.

Recenica sa dva veznika ili ... ili ... je eksluzivno disjunktivna (tacna je jedino ukoliko
je tacno jedna od dve tvrdnje u takvoj recenici tacna) ili sa jednim veznikom il disjunk-
tivna (tacna je ukoliko je bar jedna od tvrdnji u takvoj recenici taéna). Tako je na primer,
recenica
7 Svaki linearni sistem sa 6 jednacina i 2 nepoznate moZze biti ili neodreden ili protivurecan.”
ekskluzivno disjunktivna koja je ta¢na jer bilo koji sistem linearnih jednacina sa 6 jednacina
i 2 nepoznate nikad ne moze biti odreden. Dok je recenica
" Determinanta je jednaka nuli ako su dve kolone proporcionalne ili dve wvrste propor-
cionalne.”
je implicitno disjunktivna. Pretpostavka u prethodnoj recenici ” dve kolone su propor-
ctonalne ili su dve vrste proporcionalne” je disjunktivnog oblika i moze da se realizuje
ukoliko su oba ili samo jedan od dva uslova ispunjeni, a u svim tim slucajevima posledica
je da je determinanta jednaka nuli, te je recenica tac¢na.

Recenice ekvivalencije su obavezne kod definicija, a moguce su i kod nekih tvrdenja.
One sadrze veznik akko (skracenica od ako i samo ako) ili reci to znaci ili ekvivalentno...
Oba dela recenice ekvivalencije moraju u isto vreme da budu tac¢na ili neta¢na da bismo



reCenica bila tacna. Tako je recenica
" Svaki sistem linearnih jednacina je saglasan akko je odreden.”
netacna recenica ekvivalencije jer postoji sistem koji je saglasan a nije odreden.

1.8 Teorijska pitanja

’1.5. Niz sa ¢lanovima 3, 3, 3... 3... je geometrijski.

’1.6. Niz sa clanovima 3, 3, 3, ... 3... je aritmeticki.

1.7. Niz sa clanovima 3, 6, 9, 15... je rastuci aritmeticki niz.

1.8. Niz 2, —10, 50... 2-(=5)™... je geometrijski.

1.9. Niz sa ¢lanovima 3, 6, 9... 3-n... je rastudi aritmeticki niz.

’1.10. Niz sa ¢lanovima —3, —6, —12... je rastuéi geometrijski niz.

1.11. Niz 2, —4,8... .. —(—2)"... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti
opada.

’1.12. Niz 2,—4,6, —8... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti opada.

’1.13. Niz a: 5, 4, 3, 2, 1... sa opStim ¢lanom a, =5 —n, n € Ny je aritmeticki.

[1.14. Niza: 5, 4, 3, 2, 1... sa opstim clanom a, =5 —n, n € N je geometrijski.

’1.15. Niz a: 2, 4, 8, 16... sa opstim ¢clanom a, = 2n, n € N je geometrijski.

]1.16. Niz a: 1, —11, 121... sa opstim clanom (—11)", n € A je aritmeticki.

’1.17. Niza: 5,6, 7,8, 9... sa opstim ¢lanom a, =5+ n, n € Ny je geometrijski.

1.18. Niz zadat opstim ¢lanom g(n) = , n €N jeopadajuéi.

(="

1
1.19. Niz a : 2 —1, 4, =8, 16,... sa op$tim clanom a, = (=2)", n € Ny je

geometrijski.

’1.20. Niz a: 2, —10, 50... sa opstim ¢lanom 2 - (—5)", n € Ny je geometrijski.

’1.21. Niza:1,—1,—3,—5... sa opStim ¢lanom 3 —2-n, n € N je aritmeticki.

1.22. Niz a: 5, 3,1, —1,—3, —5... sa opStim clanom 7 —2-n, n € Ny je aritmeticki.

1.23. Niz a: 11,—1,—13,—25... je aritmeticki, opadajuc¢i niz sa opstim clanom
23 —-12-n,necN.

1.24. Niz a: 11,—1,—13,—-25... je aritmeticki, opadaju¢i niz sa opstim ¢clanom
23 —12-n,n € Nj.

1.25. Niz a: 0, —11, —22... je opadajuéi aritmeticki sa opstim ¢lanom (—11) - n,

n e N.

1.26. Niz g: 1, —11, 121... je geometrijski sa opstim ¢lanom (—11)", n € Nj.

1.27. Niz 2, —4,6,—8,10, —16... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti
opada, i neogranicen je i odozgo i odozdo.

1.28. Niz —2,4, —6,8... nije ni aritmeticki ni geometrijski, niti raste niti opada, i
neogranicen je i odozgo i odozdo.

1.29. Niz 2, 4, 6, .... je aritmeticki niz ograni¢en odozdo i neogranicen odozgo, ¢iji
je zbir prva cetiri ¢lana jednak 2-+4+6+8=20.
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1.30. Niz 2, 4, 8... .. je geometrijski niz, ograni¢en odozdo i neograni¢en odozgo,

¢iji je zbir prva cetiri clana jednak 24-4+8-+16=30.

’ 1.31. Zbir prva 4 clana geometrijskog niza 2, —10, 50... je jednak 2 — 10+ 50 = 42.

’1.32. Zbir prva cetiri clana aritmetickog niza 1, 3, 5... je jednak 1+3+5+7=16.

1.33. Zbir prva 4 clana geometrijskog niza 2, —8, 32... je jednak 2 -8+ 32— 128 =
—102.

1.34. Zbir prvih 11 ¢lanova geometrijskog niza je 1 — 5 + 25 — 125 4+ ... — 5!t =
1 — (_5)11

1-(=5)
1.35. Zbir prvih 12 ¢lanova geometrijskog niza je 1 — 5 + 25 — 125 + ... — 5!t =
1 — (_5)12
5 .
> 11 1—(=5)"
1.36. Vazi 2 -10+50 - 250 + ... = 2-5 :2-7.

1.37. Vazi 3+6+12+24+...4+3-229=3145725.

1.38. Zbir prvih 21 c¢lanova geometrijskog niza ¢, = 3 -2", n € Ny je
3+6+12+24+...+3-22°=6291453.

1.39. Vazi 1234-1244-125+...+877=377500.

1.40. Zbir prvih 8 ¢lanova geometrijskog niza 2, —10, 50... je jednak 65104.

1.41. Zbir prvih 8 ¢lanova geometrijskog niza 2, —10, 50... je jednak —130208.

|1.42. Vazi 1+3+5+7+...+333=15280.

’1.43. Zbir prvih 7 ¢lanova geometrijskog niza 2, —10, 50... je jednak —65104.

_1)»
1.44. Niz f(n) = (=1) , n €N ima 2 tacke nagomilavanja.

(="

n

1.45. Niz f(n) =

sa granicom.

, n € N ima jednu tacku nagomilavanja koja se poklapa

1.46. Niz —1,1,—1, 1... ima dve tacke nagomilavanja.

’ 1.47. Svaki rastuci niz ograni¢en odozgo ima granicu.

’ 1.48. Svaki opadajuc¢i niz ograni¢en odozgo ima granicu.

1
1.49. Niz 0,0.3,0.33,0.333... ima granicu jednaku 3

’ 1.50. U svakoj okolini tacke nagomilavanja niza ima bezbroj ¢lanova niza.

1.51. Za svaku okolinu tacke nagomilavanja niza moze da se odredi ¢lan niza tako
da svi ¢lanovi niza koji ga slede pripadaju toj okolini.

1
1.52. Niz sa opstim ¢lanom e, = (1 + —)" n € N je rastuéi i orani¢en odozgo sa
n

granicom e.

1.9 Kardinalnost skupova

- AR A A4 4 A +H H =

e T N S A

_|

Kada skup ima konacan broj elemenata, onda nema dileme o ukupnom broju eleme-
nata (kardinalnosti) takvog skupa. Medutim, kada se posmatraju skupovi sa beskonac¢no
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mnogo elemenata, kao §to su skupovi N, Z, 9, R,C,Z, prva ideja je da su oni iste kar-
dinalnosti, ali nije tako. U ovom odeljku ¢emo pokazati da skupovi prirodnih, celih i
racionalnih brojeva imaju istu kardinalnost, dok skupovi iracionalnih, realnih i komplek-
snih brojeva imaju medusobno istu, ali striktno ve¢u kardinalnost nego sto je kardinalnost,
npr, skupa N.

] e o
i

]

A

~

1 Z [ee]
21012/3/4

a) b)
Slika 3. Skupovi Z i Q su prebrojivi

Na osnovu sledece definicije utvrdujemo kada je neki skup sa beskonacno mnogo ele-
menata:

Skup S je beskonacan ukoliko postoji bijekcija izmedu pravog podskupa skupa S i skupa
S.

Tako je skup prirodnih brojeva beskonacan, jer je preslikavanje f(n) =2-n, n € N,
bijektivno preslikavanje izmedu svih prirodnih brojeva i parnih prirodnih brojeva, koji su
pravi podskup prirodnih brojeva.

Skup prirodnih brojeva N se naziva beskonacno prebrojiv skup, ili samo prebrojiv skup,
a njegov kardinalni broj (kardinalnost) se oznacava sa |[N'| = Ry i ¢ita se alef’-nula.

Skup S je prebrojiv ukoliko postoji bijekcija izmedu skupa S i skupa prirodnih brojeva
N.

Skupouvi celih i racionalnih brojeva su prebrojivi.

Dokaz. Na slici 3.a je dat Ssematski prikaz bijektivnog preslikavanja f; izmedu skupa
celih brojeva i skupa prirodnih brojeva: fi(1) =0, f1(2) =1, f1(3) = =1, f1(4) = 2... .

x
Skup racionalnih brojeva smo definisali Q = (= |z € Z, ye N'p. Racionalni

brojevi su na sl. 3.b oznaceni crnim kruzi¢ima. Bijektivno preslikavanje f5 je graficki

prikazano na sl. 3.b, krivom linijom koja pocinje u koordinatnom pocetku i redom prolazi

kroz sledeée racionalne brojeve: 0, 1/1, -1/1, 2/1, 1/2, -1/2, -2/1, 3/1, 2/2, 2/3, -1/3,

-2/2,-3/1... . Tim redom se vrsi preslikavanje u skup prirodnih brojeva. O
Skup iracionalnih, a samim tim i skup realnih i kompleksnih brojeva, nisu prebrojivi.

StaviSe, ni interval [0,1] nije prebrojiv.

Skup realnih brojeva iz intervala [0,1] nije prebrojiv. Dokaz ovog tvrdenja moze da se

nade u [15].

"X je prvo slovo hebrejskog pisma.



25

\ ’

x"0 1/2 1

a) b)
Slika 4. Bijektivno preslikavanje: (0,1) — R

Postoji bijektivno preslikavanje izmedu skupa realnih brojeva i skupa realnih brojeva iz
otvorenog intervala (0,1).
Dokaz. Prvo bijektivno preslikamo bilo koju tacku z € (0,1) u ortogonalnu projekciju
na otvorenu polukruznicu sa centrom u O = (1/2,1/2) i polupreénikom 1/2 (sl. 4.a).
Zatim, centralno projektujemo iz O tacku z’ sa polukruznice na z” na realnoj pravoj (sl.
4.b).

Kako je kompozicija bijektivnih preslikavanja bijektivno preslikavanje, na ovaj nacin
je uspostavljena obostrano jednoznacna veza izmedu skupa realnih brojeva iz (0,1) i cele

realne ose.
Tako su iste kardinalnosti skup realnih brojeva i njegov pravi podskup interval (0,1). O
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Glava 2.

2 Osnovne kombinatorne strukture

Deo kombinatorike opisan u slede¢em odeljku predstavlja samo polazne elemente za
prebrajanje nekih kombinatornih struktura.

2.1 Neki kombinatorni principi

Prilikom resavanja zadataka prebrojavanja vrlo ¢esto se koriste sledeca cetiri principa.
Neka su A i B skupovi bez zajednickih elemenata (disjunktni skupovi), gde su njihove
kardinalnosti redom jednake |A| = m i |B| = n. Tada vaze prva dva elementarna principa.

Princip 1: Broj nacina da se izabere jedan element iz skupa A ili iz skupa B je .

Princip 2: Broj nacina da se izabere jedan element iz skupa A i jedan element iz skupa
B je [m ).

Princip 3: (Dirihleov princip) Ako se n+1 elemenat smesta un kutija tada postoji kutija
sa bar dva elementa.

Princip 4: (ukljucenje-iskljucenje) Dat je konacan skup S. Na skupu S se razmatra S;,
i = 1...n, osobina. Poznato je da: N(S;), i = 1...n, elemenata skupa S ima osobinu S;,
N(S;,S;), 1 < j, i, = l..n, elemenata skupa S ima osobine S; i S;... N(S1,55...5,)
elemenata skupa S ima sve razmatrane osobine. Tada je broj elemenata iz S koji imaju
bar jednu od osobina S;, u oznaci N = N(Sy; Sa;...S,), jednak:

N=> N(S)— Y N(SiS)+..(—1)""'N(S1, S...5,).
i=1 /l,] =1
1<

Dokaz: Neka skupovi A; C S oznacavaju redom one podskupove skupa S ¢iji elementi
imaju osobinu S;. Tada je jasno da: N(S;) = |4;|, 1 = 1..n, N(S;, ;) = AN A4, i <
Jy 4,7 =1l.m... .. N(S1,55...5,) = |[A1NAyN....NA,|. Sa druge strane je broj elemenata
iz, S koji imaju bar jednu od osobina S; jednak kardinalnosti unije |A; U Ao U...UA,|. To
znaci da se cetvrti kombinatorni princip svodi na skupovni identitet:

n

AT UAy U UA =D A= D JANA |+ ()" AN AN ..N A,
i=1 L.

1,7 =1

i < j

Da bismo ga dokazali primeni¢emo metodu matematicke indukcije. Zan =1in =2
dobijamo redom formule

|Av| = [A4], [ A1 U Ag| = [A1] + [As] — [A1 N Agf,
koje su oc¢igledno tacne. Pretpostavimo da je formula ta¢na za neku vrednost n i dokazimo
da je tacna za vrednost n + 1. Najpre se na osnovu prethodnih identiteta dobija
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AU UA UA | = (A U UA)UA ] =
A U UA, |+ A — (AL U UA) N A
Poslednji sabirak iz prethodne jednakosti moze se na osnovu induktivne pretpostavke

prikazati u obliku:

(A U UA)NA ] =1(AiNAm) U U(A, N A =
DN Apal = > JANA N Ap| + (1) AN Ay 0N A,
= ij=1
1<
Zato posle dva puta iskoristene indukcijske pretpostavke imamo:

n

(AT U UA U A =) A= ) AN A+
= ij=1

1<
..... (D" A N AN A+ [ Apa] = Y AN A |+
=1

n

> JANA4N Ay — 4 (CDMA N LN A =

i,j=1
1<
n+1 n+1
DAl = DT AN A+
= ij=1
1<7
n+1
ST AN A N A =+ (FD)M AN 0 Ay
i, k=1
1<j<k
Ovim je induktivni dokaz zavrsen. O

2.1.1 Permutacije, varijacije i kombinacije

Jedan od glavnih problema u kombinatorici je odredivanje broja raznih kombinatornih
objekata.

Princip 2 éemo primeniti vise puta u daljem tekstu. Neka je dat n-toclani skup A, =
{al...an}.

Varijacija klase k (bez ponavljanja) skupa A,, je svaka uredena k-torka razlicitih ele-
menata skupa A,,.



28

Ukupan broj V¥ varijacija k-te klase skupa od n elemenata izra¢unavamo po formuli:

VE=n-(n—1)-..-(n—k+1) (1)

n

Permutacija (bez ponavijanja) nepraznog skupa A, sa n elemenata je svaka uredena
n-torka razlicitih elemenata skupa A,,.
Ukupan broj P, permutacija skupa od n elemenata izracunavamo po formuli:

P, =V"=n-(n—1)-..-2-1 = nl (2)

Primer: Skup od tri elementa {a, b, c} ima Sest permutacija:
1. abec 2. acb 3. bac 4. bca 5 cab 6. cba.

Posto permutacija ima veci broj potrebno je uvesti neki sistem za njihovo ispisivanje
da bismo bili sigurni da smo ih sve pronasli. Na primer, u tzv. leksikografskoj metodi
redanja permutacija - permutacije se slazu kao re¢i u recniku, ako su elementi skupa
brojevi onda leksikografski redosled podrazumeva uredenost po veli¢ini.

Permutacija p skupa S, = {1,2...n} je svako bijektivno preslikavanje
p:{1,2..n} — {1,2..n}. Skup svih permutacija p skupa od n elemenata oznacavamo sa
Pn. Ako je permutacija p € P, jednaka ciklusu (e; es... ex) duZine k to znaci da je
ple;) = eip1 zai = 1,2k —1, plex) = e1 i za sve e € (S, \ {e1 ea... ex}) je ple) = e.
Ciklus (e1 e2) (= (e2 e1)) duZine 2 se naziva transpozicija ili inverzija.

Primer. Neka su p i ¢ permutacije skupa {1,2,3,4,5}:
12345 . 12345 . , o PR
p = 34519 ) 14 = 91345 ) Sto krace zapisujemo pomocu ciklusa p =
(13524)iqg = (12). Ciklus p = (1 3 5 2 4) oznacava da je slika svakog broja u
nizu 1,3,5,2,4 njegov sledbenik, pri ¢emu je slika poslednjeg elementa u nizu prvi element.
Tako je: p(1) =3, p(3) =5, p(5) =2, p(2) =4 i p(4) = 1. Elementi koji se ne pojavljuju
u ciklusu se preslikavaju sami u sebe. Tako kod ciklusa ¢ = (1 2) imamo: ¢(1) = 2,
q(2) =1,4¢(3)=3,q(4) =4 i ¢(5) =5
Komporzicija permutacija p i ¢ je permutacija na istom skupu pog = (1352 4)o
(12) =3(14)(2 35). Identitno preslikavanje id na istom skupu je neutralni elemenat za
kompoziciju permutacija. Inverzne pemutacije za piqgsup! = (1425 3),q7' = (12).
Opstije vazi:
Stav. Ako je permutacija p € P, ciklus p = (€1 es... e) tada je inverzna permutacija
p = (e er_1... €1).
Dokaz. Akoe € S, \ {e; ez... e,} onda je p~top(e) =p(p(e)
e € {e1 ey... e;}. Tada za e = e, imamo p~' o pler) = p(p(
-1

Zae=¢, i=12.k—1je plop(e) =ptple)) = p(eir1) = e Tako je

Jasno je da vaze slededi stavovi:
1. Proizvod dve permutacije na istom skupu je permutacija tog skupa.
2. id je neutralni elemenat za kompoziciju permutacija.

8Prvo primenjujemo permutaciju ¢ pa zatim permutaciju p.
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3. Svaka permutacija ima inverznu permutaciju nad istim skupom.
4. Asocijativnost kompozicije permutacija je zadovoljena.
(asocijativnost vazi opstije za kompoziciju preslikavanja)

Stav. Svaki ciklus duzine k se moZe predstaviti kao kompozicija k — 1 transpozicije na
sledeci nacin:

(e1 €a... ex) = (€1 ex) o (€1 ex—1) 0 ...0(e1 e3) o (e1 ea).

Parnost permutacije p je broj Inv(p) koji je ukupan broj transpozicija (inverzija) u
zapisu permutacije p preko proizvoda transpozicija (prethodni Stav). Za permutaciju p
kazemo da je parna (neparna) ako je broj Inv(p) paran (neparan).

Permutacija p = (1 3524) = (1 3)o(15)o(12)o(14) jeparna (Inv(p)=4), a
g = (1 2) je neparna (Inv(q)=1). Uopste, ciklusi parne duzine su neparne permutacije, a
ciklusi neparne duzine su parne permutacije na osnovu prethodnog stava.

Kombinacija k-te klase (bez ponavljanja) skupa A, je svaki njegov podskup koji sadrzi
k elemenata.
Ukupan broj C* kombinacija skupa od n elemenata k-te klase izracunavamo na sledeéi

nacin: |
r n! B n
C%_mm—m!_<k>' ¥

Primer. Ako je, na primer A5 = {1,2,3,4,5}, tada su sve kombinacije trece klase nad ovim
skupom jednake svim troclanim podskupovima skupa As;:

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {3,4,5}.

Varijacija klase k sa ponavljanjem skupa A, je svaka uredena k-torka elemenata
skupa A,,.

Broj varijacija sa ponavljanjem klase k£ skupa od n elemenata oznacavacemo sa V_Tf
On je jednak:

k puta

VE = inon=n" (4)

Definicijom jednakosti dva skupa onemoguceno je da razlikujemo, npr. sledece skupove:
{a,b} i {a,a,b,b,b}. Znadi, ako pri navodenju elemenata skupa neke od njih ponovimo,
efekat je isti kao da smo svaki od njih naveli po jedanput. Medutim, u matematici se
javlja potreba da se posmatraju kolekcije objekata medu kojima ima jednakih. Takvu
kolekciju nazivamo familija i umesto viticastih zagrada (jer nije u pitanju skup) koris-
timo uglaste zagrade, npr. [a, a, b, b, b]°, pri ¢emu nije bitan raspored elemenata ve¢ samo
broj pojavljivanja pojedinih elemenata.

Kombinacije sa ponavljanjem klase k skupa A,, su sve k-toclane familije elemenata
iz skupa A,,.

9Familiju mozemo definisati (videti, npr. [3]) i kao preslikavanje ¢ elemenata nekog skupa X u skup
nenegativnih celih brojeva. Pri ovakvoj definiciji familije ¢(z) se interpretira kao broj pojavljivanja
elementa x iz skupa X u familiji.
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___Ukupan broj kombinacija sa ponavljanjem k-te klase od n elemenata oznacavamo sa

C* ion je jednak
—r n+k—1
- (") 6

Ispostavlja se da je broj kombinacija sa ponavljanjem C_ﬁ jednak broju kombinacija bez
ponavljanja k-te klase na skupu od n + k — 1 elementa

— n+k—1
== ("), (

Primer. Neka je skup A, = {1,2,3,4}. Tada su sve troclane familije nad ¢etvoroelementnim
skupom A, jednake

[1,1,1], [1,1,2], [1,1,3], [1,1,4], [1,2,3], [1,2,4], [1,3,4], [1,2,2], [1,3,3], [1,4,4],
2,2,2], [2,2,3], [2,2,4], [2,3,4], [2,3,3], [2,4,4], [3,3,3], [3,3,4], [3,4,4], [4,4,4].

To su takode i sve kombinacije sa ponavljanjem trec¢e klase na skupu od 4 elementa.

N 4+3-1 6! 6-5-4
3 _ _ _ _
Ukupno ih ima C% = 3 )—3!.3!— 5.9 = 20.
Posmatrajmo sada familiju elemenata ¢ = [ay, a;...as, a9, .., G, Apy...], pri cemu se u

familiji ¢ element a; pojavljuje k; puta, 7 = 1,2...m. To znaci da se element aq, u familiji
pojavljuje k; puta, element ao, pojavljuje ko puta, itd. Neka je ukupan broj elemenata u
familiji ¢ jednak n = ky + ko + ... + kp,.

Permutacije sa ponavljanjem na familiji ¢ san elemenata, od kojih sum razlicitih
1 redom se ponavljaju ki, ks... k,, puta, je svaka uredena n-torka elemenata iz familije.

Ukupan broj permutacija sa ponavljanjem k-te klase na familiji sa n elemenata, od
kojih su m razlicitih i redom se ponavljaju ky, ko... k,, puta je

ke n!
" kil kol k!

Primer. Neka familija ¢ ima tri elementa a i dva elementa b. Sve permutacije sa ponavl-
janjem pete klase nad ovom familijom su:

aaabb, aabab, aabba, abaab, ababa, abbaa, baaab, baaba, babaa, bbaaa.

oo =32 58
Ukupno ih ima Py~ = T 10.

2.1.2 Binomni obrazac i Paskalov trougao

Binomni koeficijent n nad & je

n n!
= —— <
(k) CEICE kE<n, k,neNy,

gde je n! (¢itamo n faktorijel) skraceni zapis proizvoda

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1. | Po definiciji je 0! = 1.
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U skladu sa poznatim obrascima za kvadrat i kub binoma:

2
(a—l—b)2:a2+2-a-b+6222(2>-ak-bQ_k i

k=0

3
(a+b)3:a3+3-a2~b+3-a~b2+b322(2>-ak-b3_k
k=0

vazi i op$tiji obrazac za n-ti stepen binoma, tzv. binomni obrazac, koji se dokazuje
indukcijom, koristeéi jednakost () datu u daljem tekstu (proverite!).
Binomni obrazac je jednakost oblika:

(a—i—b)":Z(Z).ak.bn_k,tj.

k=0

n BN n A o pn—1 n o n—1 n LT
(0)b+(1)ab +...+(n_1)a b—l—(n)a,

gdesua,beCineN.
Paskalov trougao je piramida svih binomnih koeficijenata (sl. 5.b), tako da na

vrhu piramide stoji koeficijent 8 , ispod vrha, u drugom redu su koeficijenti é
(1 : , 2 2\. (2 : y ..

) zatim u trec¢em redu su RN itd. U opstem slucaju u n + 1
vrsti su binomni koeficijenti 0o )\ n ) Svaka vrsta Paskalove piramide

n
n
Za generisanje Paskalove piramide od vrha nanize najvaznije olakSanje je da svaki novi
koeficijent racunamo vrlo jednostavno kao zbir dva ve¢ poznata koeficijenta iz prethodne
vrste, jer je

O (Z):<Z:i)+(”;1> n>1, k=1.n—1.

g ), dobili kao

pocinje i zavrSava se jedinicom jer je ( g ) = < ) = 1, za svaki prirodan broj n.

Tako smo na slici 5.a) binomni koeficijent 15 iz 7 reda, koji je 15 = (

zbir 5+10 binomnih koeficijenata iz prethodnog reda, koji su zapravo ( i) ) i ( g >



1 (0)
L (o) (1)
(5) (7) (3)
(o) (1) (5) (5)
(o) (1) (2) G) ()
vooos () (1) (2) (5) (5) ()
oo (5) (V) () (5) (3) (5) (0)

Slika 5. Paskalov trougao binomnih koeficijenata — dva prikaza

2.2 Teorijska pitanja

’2.1. Ima 9 razlicitih nacina da 3 jednaka letka ubacimo u 2 postanska sanduceta.

|

2.2. Na 6 razlicitih nacina mozemo tri razli¢ite cestitke staviti po jednu, u tri
razlicito adresirane koverte.

’2.3. Ima 9 razlicitih nacina da 2 jednaka letka ubacimo u 3 postanska sanduceta.

2.4. Na 9 razli¢itih na¢ina mozemo tri razli¢ita Sesira okaciti, na 2 ¢iviluka.(redosled
Sesira na jednom c¢iviluku nije bitan i svi Sesiri moraju da se okace)

2.5. Tri razli¢ite bunde na 8 razli¢itih na¢ina mozemo okaciti na 2 razlicite vesalice.
(redosled bundi na jednoj vesalici nije bitan i sve bunde moraju da se okace)

’2.6. Na 4 razlic¢ita nac¢ina mozemo 3 jednake ogrlice smestiti u 2 razlicite kutije.

2.7. 3 razlicite povisSice mozemo na 27 razli¢itih nac¢ina dodeliti trojici ”zasluznih”
radnika. (jedan radnik moze dobiti vise povisica)

2.8. 3 razlicite povisice mozemo na 27 razli¢itih nacina dodeliti trojici ”zasluznih”
radnika. (jedan radnik dobija jednu povisicu)

2.9. U 2 jednake bele i 2 jednake zelene saksije mozemo 2 roze i 2 plave petonije
da zasadimo na 4 razli¢ita nacina, a na 2 nacina da poredamo u niz na balkon ve¢
zasadene saksije.

2.10. Ima 9 razlicitih nacina da 3 razlic¢itih Sesira ostavimo na 2 police.

2.11. U 2 jednake bele i 2 jednake zelene saksije mozemo 1 crvenu i 3 plave petonije
da zasadimo na 2 razli¢ita nacina, a na 8 nacina da poredamo u niz na balkon ve¢
zasadene saksije.

2.12. Broj razlic¢itih nacina da 3 jednake kosulje okac¢imo na 2 razlicita ofingera je
jednak 4.
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2.13. Jednu kravu i 3 teleta, koja ne razlikujemo, u stalu sa 4 mesta, mozemo da
rasporedimo na 4 razli¢ita nacina.

2.14. Broj razlicitih nacina da dve krave i tri teleta smestimo u Stalu, sa 5 mesta,
pri cemu ne pravimo razliku medu mladuncima, niti medu kravama, je 8.

2.15. Broj razlicitih nacina da dve krave i tri teleta smestimo u Stalu, sa 5 mesta,
pri ¢emu ne pravimo razliku medu mladuncima, niti medu kravama, je 10.

2.16. Broj razlicitih nacina da dve krave i dva teleta smestimo u stalu, sa 5 mesta,
pri cemu ne pravimo razliku medu mladuncima, niti medu kravama, je 12.

2.17. Broj razlic¢itih nacina da 2 jednake kosulje oka¢imo na 3 razlicita ofingera je
jednak 4.

2.18. Broj razlic¢itih nacina da po jednu od 3 razli¢ite kosulje okacimo na 3 razlicita
ofingera je jednak 4.

2.19. Broj razlicitih nac¢ina da na obe ruke, stavimo po jednu, od 3 razlicite
narukvice, je jednak 6.

2.20. Broj razlicitih nacina da 2 jednake kosulje oka¢imo na 3 razlicita ofingera je
jednak 6. (na jednom ofingeru moze biti 2 kosulje)

2.21. Na 6 razli¢itih nacina mozemo 2 zelene i 2 bele zardinjere rasporediti duz
staze.

2.22. Jednu sadnicu jabuke, jednu sadnicu §ljive i jednu sadnicu kruske na 3 razlicita
nacina, mozemo da zasadimo na 3 razli¢ita mesta u voénjaku.

2.23. Po jednu sadnicu bele, limun-zute i roze ruze na 6 razli¢itih nacina, mozemo
da zasadimo na 3 razli¢ita mesta u ruzic¢njaku.

2.24. Cetiri sadnice drena koje ne razlikujemo i jednu sadnicu ogrozda na 5 razlicitih
nacina, mozemo da zasadimo na 5 razlicitih mesta u voénjaku.

2.25. Dve sadnice jabuke koje ne razlikujemo i dve sadnice §ljive koje ne razlikujemo
na 6 razli¢itih na¢ina, mozemo da zasadimo na 4 razli¢ita mesta u voc¢njaku.

2.26. Ako imamo na raspolaganju 5 roba a zahtevana cena mesavine ovih roba je
izmedu 3-¢e i 4-te robe, tada ima 5 prostih nac¢ina mesanja (po 2 od 5 robe).

2.27. U 2 jednake bele i 2 jednake zelene saksije mozemo 2 bele i 2 crvene muskatle
da zasadimo na 4 razli¢ita nac¢ina. Muskatle iste boje ne razlikujemo.

2.28. U 3 jednake bele i 2 jednake zelene saksije mozemo 2 bele i 3 crvene muskatle
da zasadimo na 3 razli¢ita nacina. Muskatle iste boje ne razlikujemo.

S 9876 \ [ 9876 \
2.29. Tacno je ( 9876 > = ( 0 > =1.

S 9001 \ [ 9001
2.30. Tacno je ( 1000 > = ( 8001 >

o (9876 _ (9876 9876
2.31. Vazi da je: ( 5439 ) = ( 5431 ) + ( 5430 )

9876 9875 9875 \ . . .
2.32. Jednakost ( 5439 ) = < 5439 ) + ( 5431 ) je tacna.
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. - 900 800 \ [ 900 800
2.33. Vazi da je: ( 500 ) : ( 500 >_( 400 ) ’ ( 200 )

. {300 800\ _ (300 ( 800
2.34. Vazi da je: ( 200 ) : ( 300 ) = ( 100 ) ( 600 )

900 800 900 800\ . . .
2.35. Jednakost < 500 ) . ( 300 )z( 400 ) . ( 0 ) je tacna.

.. (999 ) [ 999 999
2.36. Vazi da je: ( 555 ) = < 554 ) + ( 553 )

o o 999 \ [ 998 998
2.37. Tacna je sledeca jednakost ( 555 ) = ( 555 ) + < 554 )

. . { 900 800 \ [ 900 300
2.38. Vazi da je: (500)+( 0 ) = (400 ) Jr(800 )

S 2000 100} _ ( 100 2000
2.39. Tacno je ( 1111 > +< 0 ) = ( 100 ) +( 999 )

2.4

o

Vagi: 3000 \ (2006 \ _ ([ 2006 \ [ 3000
| -\ 1999 2006 ) 0 1001 J-

_{

2.41. Koeficijenti u binomnom razvoju (a + b)® su redom 1, 6, 15, 20, 25, 6, 1.
(Paskalov trougao)

2.42. Taéno je da je (b—1)> =b® — 5b* + 106> — 106* + 5b — b.

]2.43. Taéno je da je (b+ 1) = b + 5b* + 106% 4+ 100> + 5b + 1.

2.44. Koeficijenti u binomnom razvoju (a — b)° su redom 1, —6, 15, —20, 15, —6,
1.

- o4

2.45. Koeficijenti u binomnom razvoju (a + b)® su redom 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1.
(Paskalov trougao)

_{

2.46. Ako 10 limuna smestamo u 2 vrecice tako da u obe imamo bar 1 limun, to
mozemo uraditi na 10 razli¢itih nacina.

2.47. Ako 10 limuna smestamo u 2 vrecice tako da u obe imamo bar 1 limun, to
mozemo uraditi na 9 razli¢itih nacina.

2.48. Ako 1000 semenki smestamo u 2 vreéice tako da u obe imamo bar 1 semenku,
to mozemo uraditi na 999 razli¢itih nacina.

2.49. Ako 50 semenki smestamo u 2 vreéice tako da u obe imamo bar 1 semenku,
to mozemo uraditi na 49 razli¢itih nacina.

2.50. Dirihleov princip glasi: ako n + 1 kuglicu smestamo u n kutija tada ¢e bar u
jednoj kutiji biti bar 2 kuglice.

2.51. Ako 100 klipova kukuruza smestimo u 3 dzaka onda ¢e u bar jednom dzaku
biti bar 34 klipa. (Dirihleov princip)

2.52. Ako 2000 semenki bundeve smestamo u 55 vrecica, onda ¢e uvek, bar u jednoj
vreéici, biti bar 37 semenki.

2.53. Ako 1090 semenki smestamo u 33 vrecice, bar u jednoj ¢e biti bar 34 semenke.




2.54. Ako 1000 semenki bundeve smestamo u 32 vreéice, onda ¢e bar u jednoj
vrecici, biti bar 32 semenke.

2.55. Ako 101 lukovicu lale smestamo u 5 kesa onda ¢e bar u jednoj kesi biti bar
21 lukovica.

2.56. Ako 1000 semenki pistac¢a smestamo u 40 vrecica, onda ¢e bar u jednoj vredici,
biti bar 26 semenke.

2.57. Broj razlicitih nacina da od 33 razlicita cveta izaberemo 3 jednak je broju
razlicitih nac¢ina da od 33 cveta izaberemo 30 cvetova.

2.58. Broj razlic¢itih nacina da od 1000 njiva izaberemo 10 je jednak broju razli¢itih
nacina da od 1000 njiva izaberemo 990 njiva.

2.59. Broj razlicitih na¢ina da od 100 ovaca izaberemo 5 je jednak broju razli¢itih
nacina
da od 100 ovaca izaberemo 95.

2.60. Broj razlicitih nac¢ina da od 100 njiva izaberemo 10 je jednak broju razlicitih
nacina da od 100 njiva izaberemo 80 njiva.

2.61. Kombinacije razlikujemo od permutacija i varijacija po tome S$to je bitan
raspored elemenata koje biramo.

2.62. U kombinacijama nije bitan raspored elemenata.

2.63. U permutacijama i varijacijama nije bitan raspored elemenata.

2.64. U permutacijama sve elemente koje imamo i rasporedujemo.

2.65. U varijacijama bez ponavljanja broj pozicija na koje rasporedujemo n eleme-
nata je manji od n.

2.66. Kod varijacija bez ponavljanja broj elemenata koje rasporedujemo je uvek
manji od ukupnog broja elemenata sa kojima raspolazemo (k < n).

2.67. Kod varijacija sa ponavljanjem, broj pozicija za rasporedivanje n elemenata
mora biti uvek manji od broja elemenata.

2.68. Permuracije razlikujemo od kombinacija i varijacija po tome Sto ras-
poredujemo sve elemente sa kojima raspolazemo.

2.69. U permutacijama sa ponavljanjem nije bitan medusobni raspored jednakih
elemenata.

2.70. Kod varijacija sa ponavljanjem, broj pozicija za rasporedivanje moze biti bilo
koji prirodan broj.

2.71. Ako je presek skupova A i B neprazan, skup A ima m elemenata, a skup B n
elemenata, tada je broj razlicitih moguénosti da izaberemo jedan element iz unije
skupova A i B jednak m + n.

2.72. Ako je presek skupova A i B prazan, skup A ima m elemenata, a skup B n
elemenata, tada je broj razlicitih moguc¢nosti da izaberemo jedan element iz skupa
A ili skupa B manji od m + n.

2.73. Ako je presek skupova A i B prazan, skup A ima m elemenata, a skup B n
elemenata, tada je broj razli¢itih mogucénosti da izaberemo jedan element iz skupa
A i jedan elemenat iz skupa B manji od m - n.
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2.74. Ako je presek skupova A i B neprazan, skup A ima m elemenata, a B n
elemenata, tada je broj razli¢itih moguc¢nosti da izaberemo jedan element iz skupa | L
A i jedan elemenat iz skupa B jednak m - n.

2.75. Ako su skupovi A i B disjunktni, skup A ima m elemenata, a B n elemenata,
tada je broj razli¢itih mogucénosti da izaberemo jedan element iz skupa A i jedan | T
elemenat iz skupa B jednak m - n.

2.76. Ako je od 100 studenata I godine, Agroekonomskog smera, u januarskom
roku Matematiku polozilo 80, Ekonomiju 30, a Sociologiju 50 studenata, a po 30
studenata je polozilo po dva od tri ispita, a 20 je polozilo sva tri, tada su svi studenti
polozili bar jedan od tri razmatrana ispita.

2.77. Neka je od 56 studenata I godine Departmana za poljoprivrednu tehniku u
januarskom roku Matematiku polozilo 30, Ekonomiju 15, a Sociologiju 30 studenata.
Ako je po 15 studenata polozilo po dva od razmatrana tri ispita, dok je 13 studenata | L
polozilo sva tri ispita, tada 13 studenata poljoprivredne tehnike nije polozilo ni jedan
od razmatrana 3 ispita u januarskom ispitnom roku.

2.78. Ako je od 60 studenata stocarskog smera u januarskom roku Matematiku
polozilo 20, Ekonomiju 25, a Sociologiju 30, a po 17 studenata je polozilo po 2 od | T
tri ispita, a 15 je polozilo sva tri, tada nijedan ispit nije polozio 21 student.

2.3 Latinski kvadrati, dizajni i planiranje eksperimenata

Dizajni (blok-8eme) i latinski kvadrati sem u planiranju eksperimenata mogu da se
primenjuju u telekomunikaciji, optici i kodiranju. Latinske kvadrate u planiranju eksper-
imenata mozemo koristiti za smanjenje eksperimentelne greske. Sledec¢i primer je preuzet
iz [8] gde su inace dati mnogobrojni primeri.

Primer 1.
U ispitivanju virusne infekcije pet vrsta virusa (oznacenih slovima A, B, C, D i E) na pet
biljaka s pet listova razlicitih veli¢ina, plan ogleda je bio:

Velicina lista
1. 2. 3. 4. 5.
Biljke

1. A FE D C B
2. EFE D C B A
3. D C B A FE
4. C B A FE D
5. B A E D C

Na ovaj nacin sve vrste virusa su tretirane na svakoj biljci i veli¢ini lista po jedanput.
Eventualni sistematski uticaj biljke i veli¢ine lista na pojedinu vrstu virusa se ovakvim
planom eliminise. Tako je izba¢ena mogucénost uticaja ove dve varijacije: biljke i veli¢ine
lista na rezultate eksperimenta.

Latinski kvadrat (pravougaonik) reda n (tipa v X n, v < n) nad skupom S,, =
{1,2..n} je sema!® sa n (v) vrsta i n kolona tako da svaka vrsta i svaka kolona sadrzi
razlicite elemente iz S,,.

100dnosno matrica, videti poglavlje 6.1.
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Elementi skupa S,, ne moraju biti brojevi, ve¢ mozemo posmatrati bilo kojih n ra-
zli¢itih elemenata. U prvom primeru to su bila slova A,B, C, D i E, dok je n bilo jednako
5. Na primer, L je latinski kvadrat reda 5, a P je latinski pravougaonik tipa 3 x 4 nad
skupom {a, b, ¢, d}.

1 2 3 45

2 3 4 51 b a ¢ d
L=3 451 2 P=c¢c b d a

4 51 2 3 a d b c

51 2 3 4

Uopsteno vazi kada latinski kvadrat koristimo za plan nekog eksperimenta, u ekspei-
mentu eliminiSemo gresku koja bismo nastala usled moguceg uticaja 2 varijacije. Jednu od
njih pridruzujemo kolonama, a drugu vrstama. Ako treba eliminisati vise od 2 varijacije
koriste se dva ili viSe medusobno ortogonalnih latinskih kvadrata.

Nedostatak planiranja eksperimenta na osnovu latinskog kvadrata je da vrsimo veci
broj ponavljanja tretmana nego $to je minimalno potrebno. U prvom primeru smo mogli
izvr§iti samo 5 tretmana. Svaki od virusa tretiramo na jednoj biljci, ali tada nema elei-
minisanja moguce greske u zakljuc¢ivanju usled uticaja veli¢ine lista ili biljke.

Ne preporucuje se upotreba latinskih kvadrata ve¢ih od 10 x 10, ni manjih od 4 x4
8].

Primer 2.

Ispitujemo cetiri razli¢ita nacina ishrane prasadi skrac¢eno oznacenih sa a,b,c i d. Za
kontrolisanje uticaja na eksperiment su izabrane varijacije: izbora legla prasadi i njihova
pocetna tezina. Plan ogleda je dat u obliku latinskog kvadrata reda 4, pri ¢emu kolonama
odgovaraju razlicite tezine, a vrstama razlicita legla prasadi.

tezine
legla | 8 — 10kg 10 — 13kg 13 — 15kg 15 — 17kg
1. b a c d
2. c b d a
3. a d b c
4. d c a b

Prva dva primera su pokazala kako planiranje eksperimenta u skladu sa strukturom
latinskog kvadrata moze da omoguci izbegavanje greske koja bismo nastala usled uticaja
neke dve sporedne varijacije. Medutim latinski kvadarat moze da posluzi u planiranju
eksperimenta u kome zelimo da ispitamo medusobne zavisnosti po dva faktora (varijacije)
iz grupe od tri ili vise faktora.

Ukoliko zelimo napraviti eksperimente u kojima bismo ispitali medusobni uticaj 3
varijacije (sorta, zemljiste, dubrivo, klima, rasa, ...), pogodno je u cilju smanjivanja
ukupnog broja pojedina¢nih eksperimenata!! koristiti kao model za planiranje eksperi-
menata latinske kvadrate (ili pravougaonike) odgovarajuceg reda. Red latinskog kvadrata
se poklapa sa brojem razli¢itih tipova u okviru jedne varijacije.

HTime se smanjuju troskovi i vreme eksperimentalne faze ispitivanja.
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Objasni¢emo kako recimo latinski kvadrat L mozemo koristiti u planiranju eksperi-
menta.
Primer 3.
Neka uporedujemo uticaj na prinos tri varijacije: dubinu oranja, koli¢inu vestackog dubriva
i sortu pSenice. Svaka od varijacija ima po 5 razlic¢itih vrednosti. Dubine oranja su:
10,15,20,25 i 30 cm. Koli¢ine dubriva koje koristimo su: 200, 230 250, 300 i 400 kg po
hektaru. Neka je 5 sorti pSenice koje koristimo oznaceno brojevima od 1 do 5. Ukoliko
bismo zeleli da iskombinujemo svaki par od po dve (oranje - dubrivo, oranje - sorta i
dubrivo - sorta) od razmatranih varijacija trebalo bismo izvrsiti odgovarajuce eksperi-
mente na 5-5+5-5+5-5 =75 parcela. Medutim, latinski kvadrat L nam omogucuje
da eksperiment obavimo na 25 parcelal Objasnjenje je jednostavno. Kolonama (ima
ih 5) latinskog kvadrata L mozemo da pridruzimo razlicite dubine oranja, dok vrstama
pridruzujemo razlicite koli¢ine vestackog dubriva (videti latinski kvadrat E).

dubina oranja u cm
[ 10[15[20[25 30|

200kg/hall 1] 23] 45
E=[230kg/ha| 2 |3 |4 |5 |1
250 kg/ha| 3 | 4 |5 | 1] 2
300kg/hall 4 |5 | 1|23
A0kg/ha| 5| 12|34

Sama polja latinskog kvadrata predstavljaju odgovarajuce parcele, a brojevi u poljima
neka su redni brojevi sorti psenice. Kako u svakoj koloni i vrsti imamo sve brojeve od 1 do
5, znaci da ¢e se sa svakom dubinom oranja i sa svakom kolicinom dubriva iskombinovati
svaka sorta psenice. Kako svaka kolona prolazi kroz sve vrste (i obrnuto) svaka dubina
oranja ¢e se iskombinovati sa svakom koli¢cinom dubriva.

dub. oranja

10115 |20

200 kg/ha || 1 | 2 | 3
Fsy3=|230kg/ha| 2 | 3 | 4
250 kg/ha || 3 | 4 | 5
300 kg/ha | 4 | 5 | 1
400 kg/ha || 5 | 1 | 2

Latinske pravougaonike koristimo u planiranju eksperimenata kada tri varijacije, ¢iji
medusobni uticaj ispitujemo, nisu sve zastupljene sa istim brojem tipova. Recimo, da
smo u prethodnom primeru imali samo tri razli¢ite dubine oranja, onda bismo nam bilo
dovoljno da od L uzmemo samo prve tri kolone, §to je latinski pravougaonik FEjs.3 tipa
DX 3.

Ukoliko je potrebno da uporedimo medusobni uticaj vise od tri varijacije ili da elim-
iniSemo uticaj vise od dve varijacije koristimo ortogonalne latinske kvadrate. Broj ortog-
onalnih latinskih kvadrata koji su nam potrebni zavisi od broja varijacija. Ako je broj
varijacija 4 trebaju nam 2 ortogonalna latinska kvadrata. Ako je broj varijacija 5 treba
nam 3 (od kojih su svaka dva ortogonalna) medusobno ortogonalnih latinskih kvadrata...
U opstem slucaju ako je broj varijacija 24+m, onda nam je potrebno m medusobno ortog-
onalnih latinskih kvadrata.
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Kako je pojam ortogonalnosti latinskih kvadrata najlakse razumeti na primeru sledi
prvo odgovarajuc¢i primer i zatim definicija ortogonalnosti latinskih kvadrata.

Primer. Latinski kvadrati O i T' reda 3 su medusobno ortogonalni:

1 2
O= 2 3
31

N — W

1
T= 3
2

W = DN

3
2.
1

Ako preklopimo latinske kvadrate O i T, onda u prvoj vrsti imamo parove jednakih
elemenata (1,1), (2,2), (3,3), u drugoj vrsti su redom parovi (2,3), (3,1) i (1,2), a u
trecoj vrsti su parovi (3,2), (1,3) i (2,1). Za prvu komponentu uredenog para odredujemo
elemente iz O, a druga komponenta su elementi iz 7.

(L1) (2,2) (3,3)
Dakle, parovi sa istih pozicija O i T su: (2,3) (3,1) (1,2)
(3,2) (1,3) (2,1)

Ukoliko su ovako definisani uredeni parovi svi razli¢iti, latinski kvadrati od kojih su
oni generisani su ortogonalni.

Dwva latinska kvadrata reda n su medusobno ortogonalna ako se na svim odgovarujucim
pozicijama iz oba kvadrata nalaze svi razliciti uredeni parovi iz S, X Sy,.

Latinski kvadarat bilo kog reda uvek postoji i lako se konstruise, medutim veci broj
medusobno ortogonalnih latinskih kvadrata nekad tesko konstruisemo ili ¢ak ni ne postoje.
Tako za red 6 ne postoje dva latinska kvadrata koja su ortogonalana, a za red 10 jos nisu
nadena tri latinska kvadrata medusobno ortogonalna. Medutim, ako postoje ortogonalni
latinski kvadarati onda se potreban broj eksperimenata koje treba izvrsiti moze jos vise
smanjiti.

Slede¢i primer ilustruje kako mozemo planirati eksperiment u kome analiziramo me-
dusobni uticaj 4 varijacije uz pomo¢ 2 ortogonalna latinska kvadrata reda 3.

Primer 4.
Na 9 oglednih parcela treba istestirati:

— razvoj 3 poljoprivredne kulture;

— na 3 razne vrste zemljista;

— u 3 razna klimatska podrucja

— uz primenu 3 razne vrste vestackog dubriva;

u cilju nalazenja optimalnih kombinacija (kultura, zemljiste, podrucje, dubrivo).

U toku eksperimenta treba obezbediti da sva 4 sastavna dela kombinacije budu sto
ravnomernije zastupljena.

Resenje:

Kolonama latinskih kvadrata O i T' pridruzimo razli¢ite poljoprivredne kulture, vrstama
razne tipove zemljista. Elementima iz O (prva komponenta uredenih parova) pridruzimo
razna klimatska podruéja, a elementima iz T' (druga komponenta uredenih parova) razne
tipove dubriva. Na ovaj nacin su iskombinovani na sve razli¢ite nacine svaka dva para
(ima ih 6: kultura-zemljiste, kultura-klima, kultura-dubrivo, zemljiste-klima, zemljiste -
dubrivo i klima- dubrivo) od razmatrane 4 komponente. Svaki par komponenata mozemo
da biramo na 9 naé¢ina (na primer, par zemljiste - dubrivo ima 3 - 3 kombinacija jer ima 3
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tipa zemljista i tri vrste dubriva). Ukupno svih kombinacija ima 6 - 3 - 3 = 54, a dovoljno
je samo 9 ogleda izvrsiti! Jedan plan izvrsenja ogleda je dat na sledecoj ilustraciji.

poljopr. kulture

1. 2. 3. 1 =1. klima 1 = 1. dubrivo
1. tipzem. | (1,1)](2,2)|(3,3) 2 = 2. klima 2 = 2. dubrivo
2. tip zem. |(2,3)|(3,1)(1,2) 3 = 3. klima 3 = 3. dubrivo
3. tip zem. | (3,2) | (1,3) | (2,1)

Savrsenija kombinatorna struktura od ortogonalnih latinskih kvadarata je dizajn. Za
postojanje nekog dizajna je potreban i dovoljan uslov postojanje n — 1 ortogonalnog
kvadrata reda n.

Dizajn (ili blok Sema) tipa t— (v, k, \) je skup B = { By, By...By}, k-toclanih podskupova,
tzv. blokova, skupa S, = {1,2..v}, t <k <w, pri ¢emu se svaki t-toc¢lani podskup iz S,
nalazi u tacno A blokova.

Ako bismo za blokove izabrali sve k-toclane podskupove skupa S, dobili bismo trivijalni
dizajn koji nije interesantan. Interesantni su samo dizajni koji imaju manje blokova od

Z . Dizajni su reda struktura od latinskih kvadrata.

Na slici 6. je data graficka ilustracija jednog dizajna sa parametrima 2-(7,3,1). Imamo
7 tacaka, oznacenih brojevima od 1 do 7. Te tacke su elementi skupa S; = {1,2...7} iz
koga biramo troclane (¢t = 3) podskupove za blokove. Blokovi u ovom primeru (ima ih
7) su sledeé¢i podskupovi tacaka skupa S7: {1,2,3}, {1,4,7}, {1,5,6}, {2,4,6}, {2,5,7},
{3,4,5} 1 {3,6,7}. Na sl. 6 su blokovi uglavnom duzi sem bloka {2,4,6} koji je
predstavljen kruznicom. Moze se lako proveriti da se svaki dvoclani podskup (njih ima

( ; )z 21) skupa S; nalazi u ta¢no jednom bloku ovog dizajna.

Dizajne mozemo koristiti u eksperimentima koji su sli¢ni slede¢em primeru.

Slika 6. Jedan 2 dizajn na 7 elemenata
Primer: (Degustacija vina'?)
Grupa degustatora (broj degustatora je jednak broju blokova) treba da degustira vina
(broj vina je jednak parametru v u dizajnu). Svaki degustator proba isti broj vina (param-
etar k), medutim, taj broj treba da je sto manji da bismo degustatori ostali kompetentni.
Svaki par (¢t = 2) vina treba da proba isti broj degustatora (parametar A u dizajnu).
Dizajn sa sl. 6 bismo mogao da posluzi za utvrdivanje koja vina (ukupno 3) ¢ée svaki
od degustatora (njih 7) da isproba u situaciji kada se ocenjuje kvalitet 7 vina. Svakom
degustatoru bismo dodelili po jedan blok i on bismo degustirao ona vina ¢iji redni brojevi
su u bloku koji mu je dodeljen.

2Primer je preuzet iz knjige [3].
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2.4 Zadaci

2.79. Koliko kuglica treba da izvucemo zatvorenih ociju iz kutije u kojoj se nalaze
5 belih, 5 crvenih i 5 crnih kuglica da bismo bili sigurni da je izvucena bar jedna bela
kuglica?
Resenje: 11.
2.80. Na koliko razlicitih nacina se 10 ljudi moze liftom, koji prima 5 osoba, prebaciti
iz prizemlja na 5. sprat?
Resenje: 5
2.81. Na koliko razli¢itih nacina 20 osoba mozemo rasporediti u 10 dvokrevetnih soba
nekog hotela?
o (3)-(5)-(5)-()-()(2)- () ()-(2)
' 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2.82. Neka nam je poznato da se neki petocifren telefonski broj sastoji od dve 2, dve
11 jedne 0. Koliko u najgorem slucaju moramo obaviti poziva da bismo bili sigurni da
smo nazvali 'Zeljeni broj?

Resenje: STl

2.83. Na koliko razli¢itih nac¢ina mozemo na ormar poredati 3 dunje, 4 jabuke i 2
kruske?

ReZenje: m

2.84. Ocevidac saobra¢ajnog udesa nije zapamtio poslednje dve cifre registarske tablice
automobila. Koliko vozila je najvise “osumnjiceno”?
ReSenje: 100.

2.85. Izracunati na koliko se razli¢itih nac¢ina mogu izabrati Sifre radio amatera ¢ija
je duzina najvise 5 od slova a, b, ¢,d i svih cifara?
ReSenje: 14+ 1424143+ 14%+145.

2.86. Kako bismo latinski kvadrat L reda 4 mogli iskoristiti za planiranje sledeceg
eksperimenta: 4 sorte psenice tretiramo sa tri tipa dubriva i zemljiste za setvu pripremamo
na 4 razli¢ita nacina? Interesuje nas koja kombinacija sorte, dubriva i obrade zemljista
¢e dati najbolje prinose.

Resenje:12 ogleda bi minimalno izvrsili, na primer tako sto bismo izabrali prve tri vrste
latinskog kvadrata, pri cemu bi vrstama dodelili dubriva, kolonama tip obrade zemljista,
a elementi bi bile sorte.
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Glava 3.

3 Elementarne metode poslovne matematike

U okviru privredne matematike, u ovom poglavlju ¢e biti obradeni: pravilo trojno,
verizni racun, racun deobe i ra¢un mesanja. Verizni rac¢un se koristi kod trgovine (uvoz-
izvoz) izmedu zemalja koje imaju razlicite sisteme mernih jedinica. Ukoliko trgujemo sa
istom vrstom robe razli¢itog kvaliteta (cene... ) i zelimo da napravimo mesavinu takve
robe sa zahtevanim medukvalitetom (cenom... ) upotrebljavamo racun mesanja. Racun
deobe ima jednu od primena u ispla¢ivanju sezonskih grupa radnika koje su radile pod
razli¢itim uslovima. Raznolikost primene pravila trojnog je velika.

Finansijskom matematikom su ovde obuhvaceni samo elementi slozenog kamatnog
racuna (oro¢ena Stednja), racuna uloga (kontinuirano oroc¢avanje istih uloga) i otplate
duga. Jedna od najznacajnijih primena finansijske matematike je u okviru analize i plani-
ranja novih privrednih projekata.

Primeri koji su navedeni u slede¢em odeljku bismo trebalo da motivisu cak i one ¢itaoce
koji ¢e privrednu i finansijsku matematiku koristiti jedino u svakodnevnom zivotu.

3.1 Uvodni primeri i pojmovi

Neke sliéne probleme sa slede¢a cetiri problema ¢emo bar jednom imati priliku da
resavamo:

1. Tosa T. je pozajmio od strica 3000 eura za kupovinu polovnog automobila. Uz
mesecnu kamatu od 1%, koliko mesecno treba da vraca stricu da bismo dug izmirio
za tri godine?

2. Zelimo da se bavimo proizvodnjom mleka. Koliko krava treba nabaviti za osnovni
fond da bismo nakon isteka 8 godina od osnovnog fonda dobili 500 krava ako se zna
da se 95% krava oteli svake godine i da su od toga 50% zenska telad?

3. Da li za 18 godina roditelji Mile J. mogu da ustede 25000 eura za kupovinu jed-
nosobnog stana ako svakog meseca ulazu 50 eura uz mese¢nu kamatu od 1% 7

4. Za izgradnju manje vikendice na obroncima Fruske gore Peko D. je unajmio 7 rad-
nika: 3 zidara 2 armiraca i 3 tesara. Za izgradnju je pogodena suma od 1000 eura.
Zidanje je trajalo 5 dana, betoniranje 2 dana i podizanje krova 2 dana. Na koji
nacin Peko treba da podeli sumu od 1000 eura i isplati ove tri grupe radnika?

Resenja ovakvih i sliénih zadataka nac¢i ¢emo u ovom poglavlju. Potreban matematicki
aparat je jednostavan i zato je poslovna matematika poglavlje ovog udzbenika. Ovde su
izneti samo pocetni elementi, a detaljnije informacije videti npr. u [5], [4].

U slede¢im odeljcima ¢emo ponoviti razmeru i proporciju.
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3.1.1 Razmera i proporcija

Odnos dva ili vise brojeva (koji pokazuje koliko puta je svaki od tih brojeva veéi (ili
manji) od drugog (drugih)) se naziva razmera. Tako odnos a : b (¢itamo “a prema b”)
brojeva a i b zovemo dvorazmera. Odnos a : b : ¢ zovemo trorazmera. U zavisnosti
od broja komponenata u razmeri govorimo o dvorazmeri, trorazmeri, cetvororazmeri...
Brojeve a, b, ¢ u razmeri a : b : ¢ : ... nazivamo koeficijenti razmere.

Koeficijenti razmere su u praksi najéesée pozitivni brojevi jer predstavljaju mere nekih
objekata. Na primer, razmere se javljaju u situacijama kada treba napraviti rastvor od
dva ili vise jedinjenja ili smesu (mesavinu, leguru... ) od dve ili vise osnovnih supstanci
(vrste robe, materijala... ), pri ¢emu se zahteva da osnovni sastojci budu u zadatom
odnosu.

Navedimo osnovne osobine razmere.

Razmera a : b se ne menja ako koeficijente razmere podelimo ili pomnozimo sa nekim
brojem razli¢itim od nule, odnosno:

ole
ol

=a:b i (a-c) (b-¢c) =a:b c#0.

Medutim, dodavanjem ili oduzimanjem broja ¢ koeficijentima a i b se ne dobija u
opstem slucaju ista razmera:

(a+c¢) (b+c)# a:b i (a—c) (b—c)# a:b, c¢#0.

Navedena analogna pravila vaze i ako u razmeri ucestvuju vise od dva koeficijenta.
Zbog prve osobine jednu razmeru mozemo zapisati na vise nac¢ina (na primer, 4:2:10

= 2:1:5 = —:=:2 = 1:0,5:2,5...). Da bismo imali jedinstven zapis za istu razmeru mozemo
zahtevati da prvi koeficijent razmere bude jednak jedinici, ili da minimalni koeficijent bude

jednak jedinici. Ova dva nacina ne omogucuju da koeficijenti razmere budu svi prirodni.
Racionalne koeficijente razmere lako svodimo na prirodne. Na primer, razmeru

4 2 6 4

53 5 15
svodimo na razmeru 12 : 10 : 30 : 18 : 4, sa prirodnim koeficijentima, posle njenog
mnozenja sa najmanjim zajednickim sadrzaocem za imenioce koeficijenata, NZS(5,3,1,5,15)
= 15. Da bismo koeficijenti razmere bili §to manji prirodni brojevi potrebno je sve koefi-

cijente podeliti sa najveéim zajednickim deliocem za brojioce polaznih racionalnih koefi-
cijenata, NZD(4,2,2,6,4) = 2. Tako dobijamo

4 15 2 15 15 6 15 4 15
— === ):(2-=]:|l=-=):|—=-=]=6:5:15:9:2.
52)G2) (3) (G7) (5 7) oo

[zloZzen nacin, ilustrovan na prethodnom primeru, bismo bio trec¢i nacin za jedinstveno
prikazivanje, nazalost, uze klase razmera — razmere sa racionalnim koeficijentima. Sada
jedinica nije obavezan koeficijent razmere, ali su svi koeficijenti obavezno prirodni brojevi.
Ukoliko razmera sadrzi iracionalan broj 2, sto se rede dogada, ne moZemo primeniti tre¢i
nacin za jedinstveno prikazivanje razmere.

2

BTracionalni brojevi su definisani u poglavlju 1.5.4.
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Proporcija

Proporcija nastaje kada se neke dve veli¢cine medusobno odnose isto kao neke druge
dve velicine. Na primer, ako je odnos broja zaposlenih muskaraca i zena u nekoj firmi
proporcionalan odnosu ukupnog broja zaposlenih muskaraca i zena. U geometriji su
proporcionalne stranice naspram jednakih uglova sliénih trouglova (trouglovi su sliéni
ako imaju jednake uglove). Setimo se samo proporcija Talesove teoreme. Preciznije,
proporcija je jednakost dve dvorazmere:

a:b =c:d za b-d#0.
Tacno je da za b,d # 0, vazi
a:b = c:d jeekvivalentnosa a-d=>b-c.

Brojevi b i ¢ su unutrasnji a brojevi a i d su spoljasnji elementi proporcije. Od ove
proporcije mozemo da izvedemo jos tri ekvivalentne proporcije:

a:c =b:d, d:b=c:a 1 d:c=0b:a.

Njih redom dobijamo zamenom unutrasnjih, zamenom spoljasnjih i istovremenom za-
menom unutrasnjih i spoljasnjih elemenata proporcije.
Kako proporciju mozemo napisati i u obliku jednakosti dva racionalna broja sledi

a c a c at+tb cxd
a_c 1= 41 - .
bd b d < d

Tako su izvedene i proporcije kombinovanjem jednakost i polazne proporcije a:b=c:d
sa (afc) : ¢ = (b+d) : d, sa razmenom unutrasnjih i spoljasnjih koeficijenata proporcije:

(atc):e=(bxd):d, (atc):(bxd)=c:d, d:(bxtd)=c:(atc),
(d£b):b = (cta):a i (bta):a = (dEc):c..

3.1.2 Procentni i promilni ra¢un

Procenat (lat. pro centum), sto znaci postotak ili dobitak od stotine, oznacavamo
sa %. Tako 7% (Citamo “7 posto” ili “7 procenata”) znaci 7 od stotinu.

Ukoliko treba odrediti procentni iznos P koji predstavlja procenat p (procenat od
p%) sume S koristimo formulu:

P
p=2L g
a) T

Medutim, ako treba odrediti promilni iznos P’ koji predstavlja promil p’ sume S
koristimo slicnu formulu:

b) p=2L_g
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Tako je jedan promil hiljaditi deo, a jedan procenat je jednak 10 promila.
Primeri:

9
1. 9% tezine od 432 kg bismo izracunali po formuli a) kao: 100 432 kg = 38,88kg.

2. Koliko litara L rastvora pesticida mozemo dobiti praveéi 24% rastvor od 36kg nera-

stvorenog pesticida?
100
Resenje: Odgovor dobijamo iz: L = o 36 = 150.
3. Neka raspolazemo sa 12-to promilnim rastvorom od 1g. Od koliko grama nerastvorene

supstance smo ga dobili?

1
Resenje: Na osnovu formule b) od 1000 1lg = 0,012 g se dobija razmatrani rastvor.

4. Posle poskupljenja od 25%, kg pSenice kosta 5 din. Kolika je bila cena pSenice pre
poskupljenja?
ReSenje: Oznacimo sa C' staru cenu pSenice. Znamo da je nova cena jednaka staroj ceni

, . 25 ) . 5din .
uveéanoj za 256%: C + mC =5 din. Sledi C = 125 4 din.

5. Trgovac je prodavao robu sa gubitkom od 15%, zatim je poveéao cenu za 18%. Da li
sa novom cenom trgovac gubi ili dobija?

Resenje: Neka je C' nabavna cena robe. Sa gubitkom trgovac je prodavao robu po ceni
od C; =C — %C’. Nakon poveéanja od 18% on robu prodaje po ceni od C; + 250 =

100

15 18 15 _ 15 18 15-18 _ 3-100—270 v __ 3
0_1_000+ﬁ(c_ﬁ0) - C+<_ﬁ+ﬁ_ 1002)0 =C+ 10000 ¢ = C+mc'

Nova cena predstavlja uvecanje od 3 promila ili 0,3% u odnosu na nabavnu cenu. Trgovac
ipak zaraduje.

3.2 Teorijska pitanja

3.1. Ako prinos jagoda kod N.N. ove godine poraste za 100%, to znaci da N.N. ima
jagoda duplo vise nego prosle godine.

3.2. Ako prinos jabuka kod N.N. ove godine opadne za 100%, to znaci da kod N.N.
nije bilo prinosa jabuka ove godine.

3.3. Cena od 1000 eura posle pojeftinjenja od 15% iznosi 850 eura.

3.4. Ako se broj zlatica za tri nedelje u jednom krompiristu poveca 9 puta, to znaci
da je procenat njihovog poveéanja za tri nedelje jednak 800%.

3.5. Ako se broj zlatica za jednu nedelju u jednom krompiristu poveca 2 puta, to
znaci da je procenat njihovog poveéanja za jednu nedelju jednak 200%.

3.6. Cena od 1000 eura posle pojeftinjenja od 25% iznosi 850 eura.

3.7. Cena od 1000 eura posle poskupljenja od 35% iznosi 1035 eura.

3.8. Cena od 1000 eura posle poskupljenja od 15% iznosi 1150 eura.

e

3.9. Ako duzinu pravougaone leje povecamo za 50%, a Sirinu smanjimo za treé¢inu
povrsina leje ¢e ostati ista.

3.10. Ako duzinu njive povec¢amo za 50%, a Sirinu smanjimo za 50%, povrsina njive
¢e ostati ista.

|_




3.11. Ako duzinu njive poveéamo za 50%, a Sirinu smanjimo za 10% povrsina njive
¢e se povecati za 35%.

3.12. Ako cenu C hleba povecamo za 20%, a zatim smanjimo za 20%, nova cena
¢e biti jednaka C'.

3.13. Cena koja je smanjena za 30%, a zatim povec¢ana za 30% je za 9% manja od
prvobitne.

3.14. Cena koja je smanjena za 20%, a zatim povecana za 20% je za 4% manja od
prvobitne.

3.15. Ako cena robe C pojeftini za 5%, pa zatim pojeftini za jos 15%, pa zatim
poskupi za 20%, nova cena je jednaka C.

3.16. Ako u prvom slucaju pocetna cena robe poskupi za 1%, pa zatim pojeftini
za 5%, a u drugom slucaju pocetna cena prvo pojeftini za 5%, pa zatim poskupi za
1%, nove cene u oba slucaja su jednake.

3.17. Ako platu povecamo za 20%, pa je zatim smanjimo za 17% biée manja od
pocetne plate.

3.18. Ako platu poveéamo za 20%, pa je zatim smanjimo za 16% bi¢e manja od
pocetne plate.

3.19. Platu koja je poveéana za 150% treba smanjiti za 60% da bismo bila jednaka
pocetnoj plati.

3.20. Ako su duzina i Sirina pravougaone njive smanjene za 5,1% (za odvodne
kanale), tada je obradiva povrsina te njive smanjena za priblizno 9,94%.

3.21. Ako u prvom slucaju pocetna cena robe poskupi za 15%, pa zatim pojeftini
za 15%, a u drugom slucaju ista pocetna cena pojeftini, pa zatim poskupi za 15%,
tada su u oba slucaja nove cene medusobno jednake.

3.22. Ako u prvom slucaju cena robe poskupi za 15%, pa pojeftini za 10%, a u
drugom slucaju ista pocetna cena pojeftini za 10%, pa poskupi za 15%, tada su u
oba slucaja nove cene medusobno jednake i manje od pocetne.

3.23. Ako cena robe pojeftini za 10%, pa zatim pojeftini za 15%, pa zatim poskupi
za 25%, nova cena je jednaka pocetnoj.

3.24. Posle pojeftinjenja od 15%, a zatim poskupljenja od 16%, cena robe je manja
od prvobitne cene.

3.25. Posle pojeftinjenja od 11%, a zatim poskupljenja od 12%, cena robe je veéa
od prvobitne cene.

3.26. Ako je cena dizel goriva 11.9.2006. porasla za 5%, to znaci da je 10.9.2006.
cena bila manja za 4,76% (na 2 decimale zaokruzeno) u odnosu na cenu dizela
11.9.2006.

3.27. Ako je cena premium goriva 1.9.2006. porasla za 5%, to znaci da je 31.8.2006.
bila manja za 5% u odnosu na cenu premiuma 1.9.2006.

3.28. Ako je cena euro dizel goriva 18.9.2007. porasla za 7%, to znaci da je
14.18.2007. cena bila manja za 6,542% u odnosu na cenu euro dizela 18.9.2007.

3.29. Ako je cena euro dizel goriva 18.9.2007. porasla za 10%, to znaci da je
17.9.2007. cena bila manja za 9,09% u odnosu na cenu euro dizela 18.9.2007.
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3.30. Ako je cena euro dizel goriva 29.2.2008. opala za 10%, to znaci da je 28.2.2008.
cena bila veca za 11,1% u odnosu na cenu euro dizela 29.2.2008.

3.31. Ako su duzina i Sirina pravougaone njive smanjene za 3% (za odvodne kanale),
tada je obradiva povrsina te njive smanjena za tacno 5,91%.

3.32. Ako su duzina i Sirina pravougaone njive smanjene za 3% (za odvodne kanale),
tada je obradiva povrsina te njive smanjena za tacno 6,09%.

3.33. Ako su duzina i Sirina pravougaone njive smanjene za 5,1% (za odvodne
kanale), tada je obradiva povrsina te njive smanjena za priblizno 10,2%.

3.34. Posle pojeftinjenja od 5%, a zatim poskupljenja od 7%, cena robe je manja
od prvobitne cene.

3.35. Posle pojeftinjenja od 25%, a zatim poskupljenja od 27%, cena robe je manja
od prvobitne cene.

3.36. Ako svaki koeficijenat razmere podelimo istim brojem razli¢itim od 0, razmera
se ne menja.

3.37. Razmere A:B:C i (A+7):(B+7):(C+7) za A,B,C razlicito od 0, su jednake.

3.38. Razmera se menja ako svakom koeficijentu razmere oduzmemo isti broj ra-
zlicit od 0.

3.39. Razmera se ne menja ako svakom koeficijentu razmere dodamo isti broj ra-
zlicit od 0.

11
3.40. Razmere 3°3 i 2:3 su jednake.
11 -
3.41. Dvorazmere = :— 1 b5:4 surazlicite.
1 2 3 1 2 3
3.42. Razmere 3" 2: 3% i (5 —1):(2-1): (g —-1): (5 — 1) su jednake.
1 2 3 . .
3.43. Razmere 5 2: 3 o i 6:24:6:9 su jednake.
1 2 3 . .
3.44. Razmere 3" 2: 37 i 6:24:8:9 su jednake.
3
3.45. Trorazmere 2:3:2 1 1: 5 1 su jednake.
1 2 3 1 2 3
3.46. Razmere 3’ 2: R i <§ —1):(1): (g —1): (5 — 1) su razlicite.
111
3.47. Trorazmere 2:3:2 i 3 3 e jednake.
1 2 3 . 1 2 3 .
3.48. Razmere = : 2: —: = 1 (=+100) : (102) : (= +100) : (= +100) su jednake.
3 5 2 3 5 2
1 1
3.49. Trorazmere 2:4:6 i 371§ jednake.

2 2
3.50. Trorazmere 2: 18 : 6 i 9 12 3 su jednake.

3.51. Trorazmera a:b:c je razlicita od trorazmere (a+1):(b+1):(c+1).
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1 3 2 2
3.52. Razmere 3 : = : R : 3 i 5:9:6:10 su jednake. T
1 2 2 1 1 1
3.53. Razmere — :2: - : - i—:1:—-: - surazlicite. 1
3 5 3 6 5 3
’3.54. Petorazmera 5:3:1:2:4 je razli¢ita od petorazmere 10:6:2:4:8. ‘ 1
’3.55. Trorazmera 5:3:1 je razlicita od trorazmere 10:6:2. ‘ 1
’3.56. Trorazmera a : b : ¢ je razli¢ita od trorazmere (a — 1):(b— 1):(c — 1). ‘ T
’3.57. Razmera 5:3:1:1 je jednaka razmeri 10:6:2:2. ‘ T
6 3
3.58. Dvorazmera 8 :5 je jedinstven zapis dvorazmere R T a da su koeficijenti T
Sto manji prirodni brojevi.
6 3
3.59. Dvorazmera 14 : 5 je jedinstven zapis dvorazmere £ : - a da su koeficijenti T
Sto manji prirodni brojevi.

3.3 Racun mesanja i pravilo trojno - proporcija

Rac¢unom mesanja se odreduje u kakvoj razmeri treba mesati postojece vrste robe
da bismo se dobila nova vrsta robe odredene cene (kvaliteta). Sli¢no, racun legiranja
treba da ustanovi u kakvoj razmeri treba legirati postojece vrste metala da bismo se dobila
legura zahtevanog kvaliteta (osobina). Matematicki aparat za oba racuna je isti, tako da
¢e u nastavku ovde biti re¢i samo o racunu mesanja.

Racun mesanja je prost ako se mesaju dve, a slozen ako se mesaju tri ili vise vrsta
roba.

3.3.1 Prost i slozen racun mesanja

Objasni¢emo prost ra¢un mesanja na primeru.

Ako se raspolaze pasuljem od 80 i 110 dinara po kilogramu, a kupac zeli da ima pasulj
po ceni od 100 dinara po kilogramu, postavlja se pitanje koliko kilograma treba uzeti
od pasulja po 80 dinara, a koliko kilograma pasulja po 110 dinara da bismo dobijena
mesavina zaista vredela 100 dinara?

Obelezimo sa z, kolicinu pasulja od 80 dinara, a sa y koli¢inu pasulja od 110 dinara
koju treba uzeti za meSavinu. Zadatak se moze izraziti slede¢om linearnom jednac¢inom:

80z + 110y = 100(z + y).

Kada promenljivu z prebacimo na desnu, a y na levu stranu, zatim podelimo jednacinu
sa y i sa 20 dobijamo trazenu razmeru:

110y — 100y = 100z — 80x <& 10y=20z <& 1:2=x:y.

Zmaci, da bismo dobili pasulj po ceni od 100 dinara mozemo uzeti 1 kilogram po ceni od
80 dinara i 2 kilograma po ceni od 110 dinara, $to bismo znacilo da imamo 3 kilograma
mesavine po ceni od 100 dinara. Kako se razmera ne menja kada koeficijente razmere
pomnozimo sa istim brojem, mozemo koristiti i razmeru 5:10 ako nam treba mesavina od
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1.

2
3°3

15 kilograma pasulja, ili 100:200 ako nam treba 300 kilograma mesavine, ili razmeru
ako nam treba samo kilogram mesavine po ceni od 100 dinara.

Primetimo da je cena mesavine uvek manja od cene skuplje komponente i veca od cene
jeftinije komponente.

Ako analiziramo postupak resavanja vidimo da smo koeficijente razmere u prethod-
nom primeru dobili tako sto smo oduzeli od cene skupljeg pasulja cenu mesavine - to je
koeficijent za jeftiniji pasulj, dok smo koeficijent za skuplji pasulj dobili oduzimanjem od

cene mesavine cenu jeftinijeg pasulja.

Zaklju¢ak: U opstem slucaju koeficijente razmere za prost racun mesanja dobijamo na
slede¢i nacin: Razlika u ceni mesSavine i jevtinije robe je koeficijent razmere za skuplju
robu, dok je razlika u ceni meSavine i skuplje robe koeficijent razmere za jevtiniju robu.

Ceo postupak mozemo tabelarno prikazati, pri cemu vodimo racuna da koeficijente
razmere unakrsno racunamo:

cene roba 110 80
cena mesavine 100
koeficijenti razmere ‘ 20 10

Resimo sledeé¢e primere tabelarno, bez pisanja jednacina.

Primeri:

1. Napravite mesavinu jabuka po ceni od 25 dinara kilogram, ako raspolazete sa jabukama
po ceni od 40 i po ceni od 20 dinara po kilogramu.

2. Neka je trgovacka firma nabavila pirina¢ iz Makedonije po ceni od 90 dinara po
kilogramu i pirina¢ iz Kine po ceni od 50 dinara po kilogramu. Kupac zahteva 400 kg
pirin¢a po ceni od 75 dinara po kilogramu. Kako napraviti mesavinu?

3. Kako treba mesati brasno od 36 i 40 dinara po kilogramu da bismo se dobilo brasno
po 39 dinara? Zelimo mesavinu brasna od 25 kilograma.

Resenja:
1. 2. 3.
c.r. |40 20 c.r. |90 50 C. T 40 36
Cc. m. 25 c. m. 75 c. m 39
k. r. 5 15 k.r. |25 15 k. r 3 1

Jabuke treba mesati u odnosu 5:15, pirina¢ u razmeri 25:15, a brasno u razmeri 3:1, pri
¢emu je prvi koeficijent razmere za skuplju, a drugi za jevtiniju komponentu u mesavini.

Mesavine pirinca je potrebno 400 kilograma. Kako je 254+15=40, znaci da koeficijente
razmere 25:15 treba pomnoziti sa 400/40=10. Tako su trazeni koeficijenti razmere 250:150.
Za 400 kg pirinca po ceni od 75 dinara po kilogramu, treba izmesati 250 kg po ceni od 90
i 150 kg po ceni od 50 dinara.

Za 25 kg brasna po ceni od 39 dinara treba koeficijente razmere 3:1 ponoziti sa
25/(3+1) =6,25. Trazeni koeficijenti razmere su (3 -6,25) : (1-6,25) = 18,75 : 6,25.
Zmaci za mesavinu od 25 kg, brasna od 40 dinara treba uzeti 18,75 kg, dok brasna po 36
dinara treba uzeti 6,25 kg.

Slozen racun mesanja

Kada imamo na raspolaganju robu sa vise od dve razlicite cene (kvaliteta) i treba
da napravimo mesavinu tih roba koja ¢e imati neku zahtevanu cenu koristimo slozeni
racun mesanja.



50

Cena mesavine, obavezno mora biti manja od cene najskuplje robe, a vec¢a od cene
najjeftinije robe, da bismo problem meSanja bio resiv. Za razliku od prostog racuna
mesanja gde je reSenje (trazena razmera po kojoj vrsimo mesanje) bila jedinstvena, kod
slozenog racuna mesanja imamo wise resenja. To Sto imamo viSe razli¢itih razmera po
kojima mozemo da izvrSimo mesSanje, a da je zadovoljen zahtev za cenu meSavine, pruza
moguc¢nost dodatnih zahteva u slozenom ra¢unu mesanja.

Metoda reSavanja slozenog racuna mesanja se svodi na visestruku primenu prostog
racuna mesanja. Objasnimo to na primeru.

Primer. Trgovinsko preduzec¢e ima na lageru pasulj “tetovac” po ceni od 120, 135 i 150
dinara po kilogramu. Kupac zeli 3 tone pasulja po ceni od 130 dinara po kilogramu.
Na koji nacin trgovinska firma treba da napravi meSavinu raspolozivih pasulja tako da
zadovolji kupca i da pri tom proda sto vise pasulja ¢ija je cena 120 dinara po kilogramu?

ReSenje. Da nema dodatnog uslova da u mesavini koristimo Sto vise pasulja po ceni od
120 dinara, problem bismo mogli resiti na tri nacina.

Prvi nacin je kada se koriste samo pasulji po ceni od 120 i 135 dinara po kilogramu
za mesSavinu. Koeficijente razmere bismo odredili na isti nacin kao i kod prostog racuna
mesanja. Odgovarajuéi racun je dat u prvoj tabeli, oznacenoj sa A. Dobijeni koeficijenti
razmere su H:10 = 1:2, sto znaci da u 3 kilograma mesavine imamo 1 kilogram po ceni od
120 i 2 kilograma po ceni od 135 dinara.

A B

c.r. | 120 135 c.r. | 120 150
c. m. 130 c. m. 130

k. 1. ) 10 k. 1. 20 10

Drugi nac¢in je da mesamo samo pasulj po ceni od 120 dinara sa pasuljem po ceni od
150 dinara. Odgovarajuéi koeficijenti razmere 20:10 = 2:1 su dati u tabeli B. Znaéi od 3
kg pasulja 2 uzimamo po ceni od 120 i 1 kilogram po ceni od 150 kilograma. Ovaj drugi
nacin je povoljniji u odnosu na prvi jer u mesavini ima 2/3 pasulja po ceni od 120 dinara,
dok kod prvog resenja u mesavini imamo samo 1/3 pasulja po ceni od 120 dinara.

Tre¢i nacin je kombinacija prva dva nacina. MeSavinu pravimo od svih raspolozivih
pasulja. Preciznije, vrsi se spajanje prve mesavine (prvo resanje) i druge mesavine (drugo
reSenje). Koeficijenti razmere, na osnovu kojih éemo uzimati prvu i drugu mesavinu mogu
biti proizvoljni. Ako bismo bili 1:1, razmera po kojoj bismo mesali pasulje po cenama od
120, 135 i 150 dinara bismo bila (1+2):2:1 =3:2:1. Na ovaj nacin bismo u 6 kg mesavine
imali polovinu (%) pasulja po ceni od 120 kg. Da se radi o polovini meSavine mogli smo
da zaklju¢imo i na osnovu toga $to smo uzeli: pola mesavine (3 kg) kombinujuéi pasulj
od 120 i 135 dinara (u toj kombinaciji ima 1/3 pasulja po ceni od 120 dinara) i pola
mesavine (3kg) pasulja od 120 i 150 dinara (u kojoj je 2/3 pasulja po ceni od 120 dinara),
0ldeioiod

U okviru treceg resenja imamo bezbroj razlicitih resenja (razmeru po kojoj ¢emo mesati
pasulje sa tri cene), jer na proizvoljan na¢in mozemo birati koeficijente razmere na osnovu
kojih ¢emo spojiti prvo i drugo resenje.

Jedno od tih resenja je dato u tabeli C. U njemu smo uzeli 15 kilograma prve mesavine
(5:10) i 30 kg druge mesavine (20:10), znaci koeficijenti razmere spajanja prva dva resenja
su 1:2, tako da u ovom resenju imamo % : % + % . % = g pasulja po ceni od 120 dinara.



o1

Zaista, u tabeli C (kod koje smo obrnuli vrste i kolone u odnosu na prethodne tabele),
reSenje je razmera 25:10:10= 5:2:2, u ¢ijem odnosu treba redom da meSamo pasulje od
120, 1351 150 dinara.

C c. r. | c. m. | koef. razmere
120 512025 (5)
130
135 10 10 (2)
150 10 | 10 (2)

Bez obzira na koji nac¢in bismo u tre¢em reSenju kombinovali prva dva resenja uvek
bismo u mesavini procentualno manje imali pasulja od 120 dinara po kilogramu nego kod
drugog resenja, gde je njegova zastupljenost 66%. Dakle, optimalno redenje je da pasulje
po ceni od 120 i 150 dinara pomeSamo u odnosu 2:1. Tri tone trazene mesavine po ceni
od 130 dinara za kupca obezbedujemo mesanjem 2000 kg pasulja po 120 i 1000 kg pasulja
po 150 dinara.

[lustrujmo slozen racun mesanja na jos nekoliko primera.

Primeri.

1. Kako treba pomesati tri vrste vina po ceni od 60, 75 i 80 dinara, da bismo dobili 70
litara vina po ceni od 70 dinara po litru?

2. Raspolazemo sa brasnom po ceni od 14, 18, 22 i 24 dinara po kilogramu. Napraviti
mesavinu 100 kg brasna, od svih raspolozivih, po ceni od 20 dinara, tako da u mesavini
bude minimalno zastupljeno brasno po ceni od 14 dinara. Brasna po ceni od 24 dinara
imamo na rapolaganju 20 kilograma, ali zelimo da svu koli¢inu upotrebimo u mesavini.
Brasna po ceni od 18 dinara imamo samo 50 kg, dok ostalog brasna imamo u dovoljnim
kolicinama.

3. Legirano je 15 g zlata od 14 karata i 15 g zlata od 20 karata. Po koliko grama zlata od
16, 20 i 22 karata, treba dodati ve¢ dobijenoj leguri, ako se zeli dobiti zlato od 18 karata?

Resenja.

1. Problem ¢emo resiti tabelarno. U prvoj koloni piSemo cene vina u rastu¢em redosledu.
U drugoj koloni je cena mesSavine smestena u vrstu izmedu njoj nablizih cena vina. Treca,
cetvrta i peta kolona sadrze koeficijente razmere u ¢ijem odnosu mozemo mesati vina da
dobijemo vino po ceni od 70 dinara. Koeficijente razmere racunamo unakrsno. Tako smo
u trecoj koloni, koeficijent 5 izracunali kao 75—70, a koeficijent 10 kao 70—60. To znaci
da vina po ceni od 60 i 75 dinara treba mesati u razmeri 5:10. Sli¢no, u ¢etvrtoj koloni
vidimo, da vina po ceni od 60 i 80 dinara treba mesati u razmeri 10:10.

cene robe | cena mes. | koef. razmere
60 5110 15
70
75 10 10
80 10 10

Peta kolona je zbir treée i Getvrte §to znaci da vina po ceni od 60, 75, i 80 dinara mozemo'4

14Podsetimo se da je dozvoljeno da skratimo koeficijente pa da ih onda saberemo, ili da ih prosirimo
sa bilo kojim brojem pa onda da ih saberemo, a da meSavina od tri vina opet bude po ceni od 70 dinara.
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mesati u razmeri 15:10:10. Kako je 15+10+10=35, a nama treba 70 litara mesavine,
pomnozimo koeficijente razmere sa 2, sto daje razmeru 30:20:20. Dakle, jedno resenje je
da pomesamo 30 litara vina po ceni od 60 dinara, 20 litara po ceni od 75 dinara i 20 litara
po ceni od 80 dinara.

2. Brasno po ceni od 14 dinara po kilogramu mozemo mesati ili sa brasnom po ceni od
22 ili sa brasnom po ceni od 24 dinara po kilogramu.

U tabeli su dati odgovarajuci koeficijenti razmere za dozvoljene mesavine po dva
brasna:

cene brasna | cena meS. | koef. razmere
14 2 4
18 2 4
20
22 6 2
24 6 2

Da bismo ispostovali zahtev da koristimo $to manje (a da ga ipak koristimo) brasna po ceni
od 14 dinara, bolje je da ga mesamo sa brasnom od 22 dinara (videti tabelu, odgovarajuca
razmera je 2:6, u odnosu na razmeru 4:6 za mesavinu od 14 i 24 dinara). Kako sva brasna
treba da ucestvuju u mesavini brasno po ceni od 24 dinara moramo pomesati sa brasnom
po ceni od 18 dinara, jer ne mozemo postic¢i cenu od 20 dinara ako ga mesamo sa brasnom
po ceni od 22 dinara. Mesavina brasna po ceni od 18 i 24 dinara je u razmeri 4:2. Od ove
mesavine moramo da napravimo 60 kilograma, da bismo upotrebili svo brasno (20 kg) po
ceni od 24 dinara. Time smo potrosili i 40 kg po ceni od 18 dinara i ostalo nam je jos
samo 10 kg brasna po ceni od 18 dinara. Da bismo $to manje koristili mesavinu od 14
i 22 dinara, preostalih 40 kilograma, koliko nam jos treba do 100 kg zahtevane koli¢ine
brasna po 20 dinara, napravimo $to vise kombinujué¢i brasna od 18 i 22 dinara. Njihova
razmera je u odnosu 2:2=1:1. Znaci, jos 20 kg meSavine ¢emo napraviti od 10 kg brasna
po 18 i 10 kg brasna po 22 dinara. Sada imamo 80 kg mesSavine po ceni od 20 dinara, i
potrosili smo svo brasno od 18 i 24 dinara. Jo§ 20 kg moramo napraviti od brasna po 14
i 22 dinara u odnosu 2:6=1:3, Sto znaci da ¢emo uzeti kg po ceni od 14 dinara i 15 kg
brasna po ceni od 22 dinara.

Jedinstveno resenje je napraviti mesavinu brasna: 5 kg po 14 dinara, 50 po 18 dinara,
25 kg po 22 dinara i 20 kg po 24 dinara.

3. Ve¢ napravljena legura od 30 g je od 17 karata. Napravimo tabelu:

karati | kar. mes. | koeficijenti razmere
16 2 2. 7,5=15
30 g. 17 414 -75=30
18
20 2 2.-75=15
22 111-75=175

U trec¢oj koloni smo legirali zlato od 16 i 20 karata u razmeri 2:2, a u cetvrtoj smo
legirali ve¢ napravljenu leguru od 17 karata sa zlatom od 22 karata u razmeri 4:1. U petoj
koloni su spojene ove dve legure iz trece i cetvrte kolone, i dobijeni su koeficijenti razmere
2:4:2:1, po kojima treba legirati zlato od 16, 17, 20 i 22 karata. Da bismo koristili svih 30
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g zlata (ve¢ napravljene legure) od 17 karata, sve koeficijente razmere smo pomnozili sa
brojem 7,5. Konac¢no resenje je da izvrsimo legiranje 15 g zlata od 16 karata, 15 g zlata
od 20 karata, 7,5 g zlata od 22 karata sa ve¢ napravljenih 30 g legure od 17 karata.

3.3.2 Pravilo trojno - proporcija

Matematicki problem koji svodimo i reSavamo pomocéu proporcije u kojoj imamo jednu
nepoznatu i tri poznate veli¢ine nazivamo prosto pravilo trojno. Sam problem obicno
izrazavamo jednom uslovnom re¢enicom. Recimo, ako za 50 kg pSenice platimo 325 dinara
koliko ¢emo platiti za 15 kg psSenice? Neka je sa x oznacena cena 15 kg pSenice. Sa jedne
strane proporcije, piSemo odnos kg psSenice, a sa druge, odnos njihovih dinarskih cena:

25-1
325 - 15 = 97,5 dinara.

Kod postavljanja proporcije moramo da vodimo racuna da li su veli¢ine direktno ili
obrnuto proporcionalne. Na primer, ako 5 kg jabuka kosta 50 dinara, onda ¢e veéa kolic¢ina
jabuka kostati proporcionalno wvise, a manja koli¢ina jabuka proporcionalno manje - i to je
direktna proporcija. Medutim, ako jedan posao obavi 5 radnika za 50 dana, tada ¢e vecem
broju radnika trebati proporcionalno manje, a manjem broju radnika proporcionalno wvise
dana za isti posao. Ovog puta, broj radnika i broj radnih dana su u obrnutoj proporciji.
[lustrova¢emo obrnutu proporciju na slede¢em primeru.

50 : 15 = 325 : z. Iz ove proporcije je jasno da je x =

Primer: Izvesna koli¢ina hrane podmiruje potrebe 90 ljudi za 15 dana. Koliko dana ¢e
ista kolicina hrane posluziti za ishranu 135 ljudi, ako su obroci isti?

Resenje: U ovom slucaju vec¢i broj ljudi moci ¢e da se hrani manji broj dana, pa je u pitanju

obrnuta proporcija odnosa broja ljudi i broja dana njihove prehrane 90 : 135 = x : 15.

90-15
Tako je broj dana prehranjivanja 135 ljudi jednak x = T - 10.

Kada tri poznate velicine nisu eksplicitno izrazene, ve¢ moramo da ih dodatno ra¢cunamo
pomocu vise datih vrednosti, govorimo o slozenom pravilu trojnom.

Primer: Kopanje Sanca duzine 12m, Sirine 6m, dubine 4m staje 48000 dinara. Koliko ¢e
dinara stajati kopanje sanca duzine 14m, Sirine 3m, dubine 6m?

Resenje: Umesto da dubinu, Sirinu i duzinu Sanaca posebno tretiramo izracuna¢emo nji-
hove zapremine u m®: 12-6-4 = 2881 14-3 -6 = 252. Kako se zapremine Sanaca

proporcionalno odnose ceni njihovog iskopavanja, sledi 288 : 252 = 48000 : x, odakle
48000 - 252

583 = 42000. Dakle, cena iskopavanja Sanca manje zapremine je 42000

je x =
dinara.
Takode i sledec¢i zadatak ima viSe od tri poznate vrednosti koje mozemo sazeti u tri

vrednosti.

Primer: Neki posao obavi 30 radnika za 27 dana uz 8 casova dnevnog rada. Koliko ¢e
dana biti potrebno da taj posao zavrse 24 radnika, ako rade po 9 casova?

Resenje: U ovom primeru umesto da uporedujemo odnose radnika, satii dana, uporedi¢emo
odnos broja radnih dana (taj odnos moramo zadrzati jer u njemu figurise nepoznata
veli¢ina) i odnos ukupnog broja dnevnih radnih sati za cele grupe radnika. Grupa koja radi
27 dana odradi dnevno 30-8= 240 sati, a druga grupa radi dnevno 24 - 9=216 sati. Kako
240 - 27
=30
216

je u pitanju obrnuta proporcija imamo 240 : 216 = x : 27, odakle je z =
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dana.

Sazimanje poznatih vrednosti ponekad mora delimi¢no da ide i uz nepoznatu vrednost.
Sledi primer.

Primer: Put dug 6 km, Sirok 4m, debljine 0,4m, izradi 120 radnika za 24 dana uz radno
vreme od 8h dnevno. Koliko ¢e dana morati raditi 150 radnika po 6h dnevno, ako je
potrebno da se izradi put dug 5 km, Sirok 5m, debljine 0,5m?

Resenje: Najjednostavnije je da uporedimo odnos zapremina puteva sa odnosom ukupnog
broja radnih sati izrade. Zapremina prvog puta je 6000 - 4 - 0,4=9600 metara kubnih.
Drugi put je zapremine 5000-5-0, 5=12500 metara kubnih. Za 120-24-8=23040 casova se
izgradi prvi, a za 150-2-6=900 -z ¢asova drugi put. Kako za veéu zapreminu treba vise sati

23040 - 12500
i ij c12 = 23040 : . dakle j = — — =
;mamo proporciju 9600 : 12500 = 23040 : (900 - x), odakle je x 9600 . 900 33,3
ana.

3.3.3 Visestruko pravilo trojno

Kada se neka radnja (proces, posao... ) zapocne sa jednim odnosom vrednosti, a
nastavi sa drugim odnosom vrednosti onda dva puta moramo primeniti pravilo trojno.
Sto je vise promena odnosa vrednosti imamo vise primena pravila trojnog.

Primer: Planirano je da izvestan posao obavi 25 radnika za 60 dana. Posao je poceo 1.
aprila, ali samo sa 15 radnika. Posle 30 dana dode na posao jos 20 radnika. Kog datuma
¢e posao biti zavrsen, ako se radi svakog dana?

ReSenje: Prvi zadatak koji se namece je: ako neki posao uradi 25 radnika za 60 dana
za koliko dana ¢e ga uraditi 15 radnika? Neka smo sa x oznacili nepoznati broj dana.
Iz obrnute proporcije odnosa broja radnika i broja dana imamo 25 : 15 = z : 60. Tako
je potrebno x = 25-60/15 = 100 dana. Medutim, radnici su radili 30 dana, pa bismo
preostali posao uradilo njih 15 za 70 dana. Zbog promene situacije, (broja radnika)
imamo drugi zadatak: ako preostali posao 15 radnika obavi za 70 dana za koliko dana e
preostali posao obaviti 35 radnika? Sada je obrnuta proporcija 15 : 35 = x : 70, odakle je
x =70-15/35 =30 dana. Dakle, posle 30 dana njih 35-toro mora raditi jos 30 dana. Od
1. aprila 60-ti dan je 30. maj, kada ¢e biti zavrSen posao.

3.4 Verizni racun i racun podele

Kada prelazimo iz jednog sistema jedinica na drugi pogodno je da koristimo verizni
racun. Ako imamo niz jednakosti koje pocinjemo (ili zavrsavamo) sa jednostavnom
jedna¢inom sa jednom nepoznatom tako da ciklicno (kruzno) nadovezujemo iste merne
jedinice (kg, m, dinare $, 1, t... ), onda govorimo o veriznom ra¢unu. Na primer, zadatak
u kome Zzelimo da izracunamo koliko dinara kosta 100 m platna, ako smo u Londonu 3
jarda tog platna platili 1800 penija? Da bismo sa jarda (yd) i penija (d) presli na metre
i dinare, moramo znati jednakosti prelaska: 12 yd =11m 1240 d = 1 £ i 1 £(funta
sterlinga) = 95 dinara. Sad treba samo poredati jednakosti i jednu jednacinu tako da se
nadovezuju iste jedinice mere:
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x dinara = 100m

11m=12vyd
3 vd = 1800 d
240d =1 £

1 £= 95 dinara
Kako sa leve i desne strane imamo jednake (isto vredne) veli¢ine ako izmnozimo sve
leve i sve desne vrednosti opet ¢emo dobiti jednake velicine:
xdin-11lm-3yd-240d -1 £=100m - 12 yd - 1800 d - 1 £ 95 din. Kako se sve jedinice
nalaze i na levoj i na desnoj strani jednacine (posledica njihovog nadovezivanja) mozemo
ih sve skratiti i izraziti nepoznatu vrednost

~100-12-1800-1-95 10300 - 95
a 11-3-240-1 - 11

= 259009, 09.

Tako smo izracunali da sto metara engleskog stofa kosta 25909,09 dinara.

Zaklju¢ak: Sam postupak mozemo pojednostaviti tako Sto jedinice mere neé¢emo pisati
u jednakostima i polaznoj jednacini, ali ¢emo voditi racuna da ih nadovezujemo, i da
pocnemo i zavrsimo sa istom jedinicom mere. Zatim, nepoznatu promenljivu racunamo
tako Sto pomnozimo sve brojeve sa desnih strana jednakosti i podelimo ih sa proizvodom
svih brojeva sa leve strane.

Jednostavnije zadatke iz pravila trojnog takode mozemo reSavati pomocu veriznog
racuna. Recimo, ako resavamo koliko dinara staje 25 kg krompira ako 18 kg staje 252
dinara? Pomocu, proporcije, odnosno, pravila trojnog, kilogrami krompira su direktno
proporcionalni ceni krompira, sledi da je 25 : 18 = = : 252, odakle bismo izracunali cenu
(z) 25 kg krompira. Sa druge strane, pomoc¢u veriznog ra¢una mozemo napisati jednu
jednacinu i jednu jednakost:

x din = 25 kg

18 kg = 252 din, odakle je z = (25-252) : 18 = 350 dinara. Ovo bismo bio ujedno
i primer najprostijeg veriznog rac¢una sa 3 poznate (inace bismo mogao da figurise vedi
neparan broj poznatih) i jednom nepoznatom vrednoséu.

Napomena: Obratite paznju da problem pravila trojnog u kojem imamo obrnutu propor-
ciju ne mozemo resiti veriznim racunom.
Racun deobe
Rac¢un deobe nastaje u situacijama kada kolicinu K, K > 0, treba podeliti na
n > 2 (n € N) delova, odnosno
a) K=K +Ky+..+K,
tako da se zadovolji zadati odnos
b) K :Ky:...:K, = pi:pa:...:Pp,
gde su svi brojevi K; 1 p;, za ©=1,2...n, veéi od nule.
To znaéi da u opstem slucaju koli¢ine K; mozemo izraziti kao

K K
c) K, = pi-A, 1=12.,n gdeje 0 < A< —. Kada je faktor A = —, svi
n n

koeficijenti razmere p; su jednaki.
Iz a) i ¢) sledida je

K = p1~A+p2~A—|—...+pn~A:A~Zpi.

=1
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Kada iz prethodne jednacine izracunamo nepoznatu vrednost faktora A i uvrstimo je u
¢) dobijemo obrazac za racunanje koli¢ina K; tako da su ispunjeni uslovi a) i b):

K
> _0;
j=1
Primeri:

1. Poljoprivredni kombinat planira 1000 hektara da zaseje kukuruzom, pSenicom i sun-
cokretom u odnosu 13:8:4. Koliko hektara treba zasejati kukuruzom, a koliko pSenicom?

1000
Resenje: Kako je faktor A = —————
eSenje: Kako je faktor 31844
13 - 40 = 520, psenicom 8 - 40 = 320 i suncokretom 4 - 40 = 160 = 1000 — (520 + 320)

hektara.

= 40, imamo da kukuruzom treba zasejati

2. Istu vrstu posla obavljalo je 4 grupe radnika jednake kvalifikacije. Broj radnika, broj
radnih dana i broj dnevnih radnih ¢asova za svaku od 4 grupe radnika su dati u slede¢oj
tabeli:

grupe 1.1 2. 3. |4
broj radnika | 3 | 12| 6| 2
dani 41 6|12 3
radni sati 8| 510 | 4

Na koji na¢in sumu od 12000 dinara rasporediti grupama radnika?
Resenje: Ukupan broj sati rada redom prve, druge, trece i cetvrte grupe je 3-4-8, 12-6-5,
6-12-101 2-3-4. Kako zarada po grupama mora biti proporcionalna sa ukupnim
vremenom njihovog rada koeficijenti razmere su ukupni brojevi sati rada po grupama.

12000di
Tako je faktor A = n = 10 din. Zarada koju ¢e redom dobiti 1, 2,
12- (8 + 30+ 60 + 2)

3.14. grupa je 3-4-8-10din = 960 din, 12-6-5- 10 din = 3600 din, 6-12-10- 10 din
=7200dini 2-3-4-10 din = 240 din.

3. Izvesnu sumu su podelile tri osobe. Prva je dobila tre¢inu, druga — sume, a treca je

dobila 100 dinara. Koliko dinara su dobile prva i druga osoba i kolika je ukupna suma
koja je podeljena?

Resenje: Oznacimo sa S polaznu sumu. Znaci prva osoba je dobila % S dinara, druga % S
dinara, a treca 100 dinara. Kako je ukupna suma jednaka zbiru razdeljenog novca % S+
2S+100=2S.8ledi 100 =S (1- § —2 ) =S #5=2 =S 2. Odakle je S = 50- 21 =
1050 dinara. Vidimo takode da je treca osoba dobila 2—21 od S. Prva osoba je dobila %
= 350 dinara, dok je druga osoba dobila &70'4 =600 dinara.

3.5 Vremenske serije

Ponekad treba zastati, osvrnuti se, analizirati proslost, da bismo bolje mogli da plani-
ramo buducnost.

Kada na raspolaganju imamo podatke o potrosnji, proizvodnji ili prodaji neke robe ili
usluga u toku nekog vremenskog perioda (godine, meseci, dani... ) mozemo te podatke
analizirati, da bismo doneli neke zakljucke i planove za buduéi rad. Slede primeri.

Primer 1. U tabeli su dati podaci o godiSnjoj proizvodnji semenskog kukuruza Instituta
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za semenarstvo u Novom Sadu u periodu od 10 godina:

proizvodnja (t) || 3321 | 4980 | 4999 | 5330 | 4803
godina 1993. | 1994. | 1995. | 1996. | 1997.
proizvodnja (t) || 4909 | 5200 | 5320 | 5980 | 6799
godina 1998. | 1999. | 2000. | 2001. | 2002.

Oznac¢imo sa 1, Y2, Y3, Y4..-Y10, redom proizvodnju semenskog kukuruza u 1993, 1994,
1995, 1996... 2002 godini. Iz tabele vidimo da je yo, = 4980 tona, y;0 = 6799 tona...
Ako zelimo da izracunamo koliko je procentualno povecana ili smanjena proizvodnja u
nekoj godini iz razmatranog vremenskog perioda u odnosu na neku fiksiranu godinu, koju
nazivamo baznom godinom koristimo bazne indekse. Neka je yg proizvodnja u baznoj
godini, tada bazne indekse, koje oznacavamo sa I ra¢cunamo po formuli:

_ Y%
YB

I; -100, za 2=1,2...n,

gde n predstavlja broj godina u razmatranom vremenskom periodu. U nasem primeru n
je 10.

U trecem redu sledece tabele su izracunati bazni indeksi za 1999 godinu, dok je u
¢etvrtom redu bazna 1993 godina.

godina '93. '94. '95. "96. '97.

proizvodnja (t) 3321 | 4980 | 4999 | 5330 | 4803
bazni ind. za 99 || 63,85 | 95,77 | 96,13 | 102,5 | 92,37
bazni ind. za ’93 | 100 150 | 150,53 | 160,5 | 144,63

godina '98. '99. ’00. "01. "02.

proizvodnja (t) 4909 | 5200 | 5320 | 5980 | 6799
bazni ind. za 99 | 94,4 100 | 102,31 | 115 | 130,75
bazni ind. za '93 | 152,41 | 156,06 | 160,19 | 180,1 | 204,73

Iz baznih indeksa za 1999 godinu uocavamo da je u 1993, 1994, 1995, 1997 i 1998 godini
proizvodnja semenskog kukuruza bila redom za 36,15%, 4,23%, 3,87%, 7,63%, 5,6% manja
u odnosu na proizvodnju u 1999. Porast proizvodnje u odnosu na 1999 godinu je bio u
slede¢im godinama: 1996, 2000, 2001 i 2002, i to redom za 2,5 %, 2,31%, 15% i 30,75%.

U vrsti baznih indeksa za 1993 godinu vidimo da je najveéi porast proizvodnje semen-
skog kukuruza ostvaren u 2002 godini i da je procenat uvecanja 104,73% u odnosu na
1993. Minimalno uveéanje proizvodnje od 44,63% je ostvareno u 1997 godini.

Prosecna stopa rasta rs moze da se izrazi pomoc¢u formule

rg = (nl/M - 1) - 100,
Ymin

gde je Ymae maksimalna vrednost proizvodnje, a ¥, je minimalna vrednost proizvodnje
semenskog kukuruza u razmatranom periodu. Ovu formulu ima smisla koristiti kada
su podaci koje analiziramo takvi da ujednaceno, monotono rastu iz godine u godinu u
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razmatranom periodu (ili ravnomerno opadaju).To bismo znacilo da je potrebno da vazi:
1 <yo <yz <yy < ... <y, Uprimeru koji razmatramo to nije slucaj.

Ako podaci ravnomerno opadaju tj. y; > ¥y > ys > ys > ... > Y,, tada prosecnu
stopu pada proizvodnje pg mozemo racunati po formuli:

D = (n_ﬂym_m - 1) - 100.
yma:c

U nasem primeru prosecna godisnja stopa rasta proizvodnje u procentima iznosi

0/6799
= —— —1]-100 = 8§, 2.
rg ( 3391 00 = g,

Verizne indekse, koje oznacavamo sa V' racunamo po formuli:

Vi= i, 100, za ©=2..n.
Yi-1
godina 1993 | 1994 1995 1996 | 1997
proizvodnja (t) || 3321 | 4980 | 4999 5330 | 4803
verizni indeksi — 1 149,95 | 100,38 | 106,62 | 90,11
godina 1998 | 1999 | 2000 2001 | 2002
proizvodnja (t) | 4909 | 5200 | 5320 5980 | 6799
verizni indeksi || 102,2 | 105,93 | 102,31 | 112, 41 | 113,7

Verizni indeksi daju procenat poveéanja (ili smanjenja u zavisnosti od podataka) u
odnosu na prethodnu godinu. Tako indeks V; ne postoji jer podaci za 1992 godinu nisu
dati u nasem primeru. Svi izracunati verizni indeksi sem indeksa V5 za 1997 godinu su
veéi od 100%, Sto je posledica ¢injenice da je proizvodnja u svim godinama sem u 1997
rasla. Ako pogledamo tabelu veriznih indeksa vidimo da je:

e proizvodnja u ’94 porasla za skoro 50% u odnosu na ’93;

e proizvodnja u '95 porasla za samo 0,38% u odnosu na ’94;
e proizvodnja u '96 porasla za 6,62% u odnosu na ’95;

e proizvodnja u ‘97 opala za skoro 10% u odnosu na ’96, itd.

Pomocu veriznih indeksa takode mozemo da izracunamo prosecnu stopu rasta ili
opadanja po zajednickoj formuli:

n

1
rps = —— - » (V; —100).
=44

Na ovaj nacin je prosec¢na godisnja stopa rasta proizvodnje semenskog kukuruza 9,2%,
tj.:
83

rps =5 (50 + 0,44 6,6 - 10+246+2+12+14) = = =9,2

NoR =
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sto je za 1% vece od prosecne stope koju smo dobili po prvoj formuli za rg.

Zaklju¢ak: Kada podaci u vremenskom intervalu zadovoljavaju uslov stalnog ujednacenog
rasta (opadanja) proseénu stopu rasta (pada) jednostavnije ra¢unamo po formuli za rg
(ps), u suprotnom bolje da koristimo formulu za rpg.

Na osnovu prosecne stope rasta mozemo predvideti vrednost proizvodnje (prodaje,
cene... ) u narednom vremenskom periodu.

Tako bismo ocekivana proizvodnja semenskog kukuruza u 2010. godini uz godisnju
stopu rasta od 9,2% bila

(1,092) - 6799 = 13748.

Bazne i verizne indekse mozemo graficki prikazati. Graficki prikaz daje jednostavniji
i bolji uvid razmatranih podataka. Za petogodisnji period od 1993 — 1997. (podaci
Y1, Yo...ys) su prikazani bazni indeksi za baznu prvu godinu (sl. 7.b) i verizni indeksi (sl.

7.a).

v, Verizni indeksi I, Bazni indeksi

180% ¢ 180% § _

140% $——2 a) 140% 4 b)
= i

100% o ey 100% ¢—o==

60% ¢ 60% ¢
3 . ¥ v
Yoo YV Vs Ve Vs - Yoo V2 Vs Ve s -

Slika 7. Graficki prikaz veriznih i baznih indeksa

Ukoliko su nam poznati bazni indeksi verizne mozemo izracunati na slede¢i nacin:

Vi = i 100, i=2..n.
Iy

U suprotnom ako su nam poznati verizni indeksi bazne mozemo izracunati po sledecoj
formuli:

4 I
“1.100, i< B
Vigt
I, =< 100%, i=B
[ifl .
—V > B
L 100 !

Objasnimo ovu formulu na slede¢em primeru.

Primer 2. U tabeli su dati verizni indeksi kojima pratimo petogodisnju prodaju Secera
trgovackog preduzeca " XY”:

godina 1999. | 2000. | 2001. | 2002. | 2003.
verizni indeksi — 120 110 105 103
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Iz tabele vidimo da je proizvodnja od 1999. do 2003. iz godine u godinu stalno
rasla i to redom za 20%, 10%, 5% i 3%. Ako na osnovu datih veriznih indeksa hoé¢emo
da izracunamo bazne indekse za baznu 2001 godinu, prvo kre¢emo od baznog indeksa

I3 = 100%, jer je to indeks bazne godine. Indekse I3 i I; racunamo po prvom delu
formule, dok indekse I i I5 racunamo po tre¢em delu formule. Tako su redom:
I3 100
I, = —-100 = — - 100 = 90, 91%;
*RTY 110 91%;
I 90,91
I, = —=-100 = ——— - 100 = 75, 76%;
*hTY, 120  T6%;
I3 100
Iy=— V,=—-105 = 105%;
* M7 7000 T 100 %;
1, 105
Iy = — Vg =—-103 = 108, 15%.
* T 100 T 100 15%
Primer 3. U toku godine prodaja Setera je u sedmomesecnom periodu novembar —

maj stabilna. Medutim, u periodu jun — oktobar povec¢ana je potraznja i prodaja SeCera
(obrada sezonskog voca, pecenje rakije, vinarska industrija... ). Uoceno je da se potrebe
za Se¢erom u periodu jun — oktobar redom poveéavaju za 16%, 13%, 17%, 32% i 23%,
Sto je u tabeli prikazano sa baznim indeksima za bazu u maju. Neka je prodaja u maju u
Novom Sadu iznosila 450 tona Sec¢era. Toliko su robne rezerve i obezbedile za svaki mesec
u godini. Koliko dodatno treba obezbediti Secera da bismo se pokrile potrebe za Se¢erom
u mesecima sa pove¢anom potraznjom?

godina jun | jul | avgust | septembar | oktobar
bazni indeksi | 116 | 115 | 117 132 123

Ako sa 81, 89, S3, 84 1 85 oznaCimo novosadske potrebe za Se¢erom redom u junu, julu,
avgustu, septembru i oktobru sledi da su dodatne potrebe za Se¢erom

5
S=> (8 — 450).
=1

U ovom primeru ne moramo da rac¢unamo §; jer su nam dati bazni indeksi (da imamo
verizne indekse morali bismo ih ra¢unati). Dovoljno je da saberemo sve procente povecanja
i zbir pomnozimo sa 450. Sledi da su poveéane potrebe za se¢erom (0,16 + 0,15+ 0,17 +
0,32+ 0,23) - 450 = 1,03 - 450 = 463, 5 tona.

Na pitanje: Koliko iznosi maksimalna mesecna potrosnja se¢era Novosadana? Odgovor
bismo bio: Maksimalna potrosnja se ostvaruje u septembru i iznosi 1,32 -450 = 594 tona.

Primer 4. Istrazivacki tim Novosadskog sajma je dosao do zakljucka da u toku 5 dana
7 Jesenjeg sajma lova i ribolova” ustalilo pravilo da se broj posetilaca sajma, od petka do
utorka, prvo povec¢ava pa zatim smanjuje po vrednostima koje su date u tabeli:

dan 1. | 2. 3. | 4. | 5.
verizni indeksi | — | 130 | 110 | 70 | 110
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To je dalo ideju upravnom odboru da ove godine cenu zakupa sajamskog prostora veze
za planirani broj posetilaca. Njihov broj oni znaju ve¢ posle prvog dana sajma. Ako je

prvog dana bilo 1233 posetilaca, koliko ih se ocekuje do kraja sajma?

Oznacimo sa y1,y2,y3,y4 1 y5 broj posetilaca 1, 2, 3,41 5. dana sajma. Znaci y; = 1233.

Iz formule za verizne indekse imamo:

Yi—1

Yi = 100 Vi, 1 =2,3..n,
odnosno
. w:%%:%.mo:mo&
.yg—%%:%-m:m&
. y4—%-w:%-70:1234,
. yg,—%.vg,:%-nozmm.

5
Ukupan planirani broj posetilaca sajma je Z y; = 7190.

i=1

3.6 Teorijska pitanja

’3.60. U direktnoj proporciji pri pove¢anju jedne veli¢ine smanjuje se druga.

3.61. Ukupan prinos po hektaru na jednoj parceli u toku godine je u direktnoj
proporciji sa koli¢inom i kvalitetom agrotehnickih mera primenjenih na toj parceli.

3.62. Ukupan broj studenata koji su u januarskom roku 2006. izasli na ispit iz
Matematike je u direktnoj proporciji sa njihovim znanjem iz Matematike.

3.63. Broj izlazaka studenta na ispit iz Matematike je u direktnoj proporciji sa
njegovim znanjem iz Matematike.

3.64. Ako paor ima 100 ha obradive zemlje i proizvodi samo krompir i kukuruz,
tada su njegova proizvodnja krompira i kukuruza direktnoj proporciji.

’3.65. Obrnuta proporcija se moze resiti preko veriznog racuna.

’3.66. Broj koka nosilja i broj jaja su u direktnoj proporciji na farmi jaja.

3.67. Proporcija je jednakost dve trorazmere.

3.68. Procenat klijavosti nekog semena je u obrnutoj proporciji sa brojem izniklih
biljaka.

3.69. Ukupan broj cvetova u toku godine na stablu hibiskusa je u direktnoj pro-
porciji sa koli¢cinom nege prema hibiskusu.

3.70. Broj sadnica po hektaru u obrnutoj je proporciji sa rastojanjem medu sad-
nicama.

3.71. Broj sadnica po hektaru u voénjaku u obrnutoj je proporciji sa medurednim
rastojanjem voca.

e
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3.72. Broj radnih sati i povrsina obradenog zemljiSta su u direktnoj proporciji.

3.73. Broj radnih sati i broj radnika za poznatu kolicinu posla su u direktnoj
proporciji.

3.74. Cena robe je obrnuto proporcionalna koli¢ini robe x na slobodnom trzistu.

3.75. Prinos oraha po hektaru je u obrnutoj proporciji sa proseénim prinosom oraha
po stablu.

3.76. U direktnoj proporciji su visina sobne temperature zimi i kolicina vode
potrebne za zalivanje hibiskusa.

3.77. Cena buketa ruza i broj ruza u buketu su u direktnoj proporciji.

3.78. Gazdinstvo koje jedne godine proizvodi samo kukuruz i pSenicu, proizvodi ih
u obrnutoj proporciji.

3.79. U suSnom periodu broj dana zalivanja i povrsina koju zalivamo su, uz
ogranicenu koli¢inu vode, u direktnoj proporciji.

3.80. Ako je na farmi tovnih pili¢a stalan broj pili¢a, onda su koli¢ina tovne hrane
i broj dana njihovog hranjenja u direktnoj proporciji.

3.81. Neka je broj konja na ergeli stalan, tada su koli¢ina stoéne hrane i broj dana
njihovog hranjenja u obrnutoj proporciji.

3.82. Neka je period tova svinja na farmi odreden, tada su koli¢ina sto¢ne hrane i
broj tovljenika u direktnoj proporciji.

3.83. Neka je kolicina sto¢ne hrane na farmi koza fiksirana, tada su broj koza i broj
dana njihovog hranjenja u obrnutoj proporciji.

3.84. Neka je jedan ciklus hranjenja koza na farmi fiksiran, tada su koli¢ina stoc¢ne
hrane i broj koza u ciklusu u obrnutoj proporciji.

3.85. Neka je broj ovaca na farmi stalan, tada su koli¢ina sto¢ne hrane i broj dana
njihovog hranjenja u direktnoj proporciji.

3.86. Neka je kolicina hrane na farmi ovaca fiksna, tada su koli¢ina ovaca i broj
dana njihovog hranjenja u direktnoj proporciji.

3.87. Neka je kolicina stoéne hrane na farmi koka nosilja fiksna, tada su broj koka
i broj dana njihovog hranjenja u obrnutoj proporciji.

3.88. Neka ”"Pipiko” ima jednaku dnevnu nabavku pile¢eg mesa i proizvodi samo
pilece virsle i pileci parizer, tada su dnevna proizvodnja pile¢ih virsli i pileceg pariz-
era u direktnoj proporciji.

3.89. Ako mlekara pravi samo fetu i gaudu i ima uvek jednaku meseé¢nu nabavku
mleka, tada su mesecna proizvodnja fete i gaude u direktnoj proporciji.

3.90. Ako zalivamo iz cisterne u kojoj je ogranic¢ena koli¢ina vode, tada su broj
dana zalivanja i veli¢ina povrsine koju zalivamo u direktnoj proporciji.

3.91. Iz proporcije p : ¢ = a : b, za p,q,a,b € RT slede proporcije p : a = ¢q : b,
(p+q):q=(a+Db):b

3.92. Iz proporcije p : ¢ = a : b, za p,q,a,b € R' slede proporcije b : a = q : p,
b:q=a:p.

3.93. Iz jednakosti p : ¢ = a : b, za p,q,a,b € R slede jednakosti p : b = ¢ : a,
(p+0b):b=(g+a):a.
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’3.94. Iz proporcije p: g =a : b, za p,q,a,b € R sledi proporcija b:a =p: q.

’3.95. Proporcija je jednakost dve dvorazmere.

3.96. U direktnoj proporciji pri povecanju jedne velicine povecava se i druga
veli¢ina.

3.97. U obrnutoj (indirektnoj) proporciji pri povecanju jedne veli¢ine povecava se
i druga veli¢ina.

3.98. U obrnutoj proporciji pri povecanju jedne veli¢ine, druga veli¢ina se smanjuje.

3.99. U direktnoj proporciji pri pove¢anju jedne veli¢ine smanjuje se druga velicina.

3.100. U direktnoj proporciji pri smanjenju jedne velicine smanjuje se i druga
veli¢ina.

3.101. U obrnutoj proporciji pri smanjenju jedne veli¢ine i druga veli¢ina se sman-
juje.

3.102. Problem koji se svodi na obrnutu proporciju ne mozemo resavati veriznim
racunom.

3.103. Problem koji se svodi na direktnu proporciju ne mozemo resavati veriznim
racunom

3.104. Neka je koli¢ina sto¢ne hrane na farmi fiksirana, tada su koli¢ina stocnog
fonda i broj dana njihovog hranjenja u obrnutoj proporciji.

3.105. Ako imamo na raspolaganju fiksan broj kombajna za vrsidbu u jednom
gazdinstvu, tada su broj sati dnevnog rada i broj dana vrsidbe u obrnutoj proporciji.

3.106. Mesavina (legura) 100 gr zlata od 14 i 200 gr zlata od 17 karata ima 16
karata.

3.107. Legura 300 gr zlata od 14 i 200 gr zlata od 19 karata ima 18 karata.

3.108. Mesanjem 1 t vestackog dubriva sa 20% sastojka A i 1000 kg vestackog
dubriva sa 40% sastojka A dobijamo vestacko dubrivo sa 30% sastojka A.

3.109. Mesavina 100 gr herbicida A po ceni od 30 din po gr i 50 gr herbicida B od
24 din po gr ima cenu od 28 din po gr.

3.110. Mesanjem 1 1 kruskovace sa 18% alkohola i 1 1 kruskovace sa 24% alkohola
dobijamo 2 1 kruskovace sa 20% alkohola.

3.111. Mesanjem 1 dl 80% esencije siréetne kiseline sa 1 1 vode dobijamo 8% siréetnu
kiselinu.

3.112. Mesavina 100 kg pasulja po 140 din i 200kg pasulja po 170 din ima cenu od
165 dinara.

3.113. Mesavina 100 kg semena trava sa 20% semena ET i 150 kg semena trava sa
80% semena ET ima 40% semena ET.

3.114. Mesavina 1 kg semena klijavosti 90% i 1500 g semena klijavosti 85% ima
87% Kklijavost.

3.115. U prostom racunu mesanja Kkoeficijent razmere u mesavini za skuplju robu
je jednak razlici cene skuplje robe i cene mesavine.

3.116. Mesanjem 40 kg brasna tip-400 po ceni od 25 dinara po kg sa 100 kg brasna
tip-400 po ceni od 18 dinara po kg dobijamo brasno tip-400 po ceni od 20 dinara

po kg.
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3.117. MesSanjem 33 novcanice od 100 dinara sa 11 novcanica od 500 dinara dobi-
jamo 44 novcanice sa prosecnom vrednoséu od 200 dinara.

3.118. Ako imamo na raspolaganju 6 roba, a zahtevana cena mesavine ovih roba
je izmedu 3-¢e i 2-ge robe, tada ima 8 prostih na¢ina mesanja (po 2 od 6 roba).

3.119. Mesavina 100 1 kajsijevace po ceni od 300 din po 11 50 1 kajsijevace od 240
din po | ima cenu od 280 dinara po litri.

’3.120. Cena mesavine je vec¢a od cene jeftinije, a manja od cene skuplje robe.

’3.121. Cena mesavine je manja od cene jeftinije, a vec¢a od cene skuplje robe.

’ 3.122. Mesanjem 5 dl 75% alkohola sa 15 dl destilovane vode dobijamo 45% alkohol.

3.123. U 2 1 rakije sa 50% alkohola dodato je 3 1 destilovane vode i dobijena je
rakiju sa 20% alkohola.

3.124. Ako imamo na raspolaganju 4 robe, a zahtevana cena mesavine ovih roba
je izmedu 1-ve i 2-ge robe, tada ima 3 prosta nac¢ina mesanja (po 2 od 4 robe).

3.125. Mesanjem 3 t vestackog dubriva sa 15% N i 4,5 t vestackog dubriva sa 40%
N dobijamo vestacko dubrivo sa 30% N.

3.126. Mesanjem 140 kg brasna tip-500 po ceni od 25 dinara po kg sa 100 kg brasna
tip-500 po ceni od 18 dinara po kg dobijamo brasno tip-500 po ceni od 23 dinara

po kg.

3.127. Mesavina 200 1 jabukovace po ceni od 300 din po 1i 50 I jabukovace od 250
din po 1 ima cenu od 290 dinara po litri.

3.128. Mesanjem 2 1 rakije sa 40% alkohola sa 20 dl destilovane vode dobijamo
rakiju sa 20% alkohola.

3.129. Mesanjem 1 dl 80% siréetne kiseline sa 0,9 1 vode dobijamo 8% siréetnu
kiselinu.

3.130. Mesanjem 1 dl 80% esencije siréetne kiseline sa 1,9 1 vode dobijamo 4%
sir¢etnu kiselinu.

3.131. Mesavina 1 kg semena klijavosti 60% i 1500 g semena klijavosti 85% ima
75% klijavost.

3.132. U prostom racunu mesanja koeficijent razmere u mesSavini za skuplju robu
je jednak apsolutnoj vrednosti razlike cene jeftinije robe i cene mesavine.

’3.133. Cena mesavine roba sa razli¢itim cenama je veca od cene najskuplje robe.

3.134. U prostom racunu mesanja koeficijenti razmere za mesavinu su jedinstveno
odredeni.

3.135. Koeficijent razmere za jeftiniju robu u prostom ra¢unu mesanja jednak je
razlici cene mesavine i jeftinije robe.

3.136. Kod slozenog racuna mesSanja mesamo 2 robe.

3.137. U prostom racunu mesanja koeficijenti razmere za mesavinu jedinstveno su
odredeni ako je sem cene mesavine zahtevana i koli¢ina mesavine.

3.138. U prostom racunu mesanja dve robe sa datim cenama koeficijenti razmere
za mesSavinu sa zahtevanom cenom nisu jedinstveno odredeni bez dodatnog uslova.

3.139. U prostom racunu mesanja dve robe sa datim cenama koeficijenti razmere
za meSavinu sa zahtevanom cenom jesu jedinstveno odredeni bez dodatnog uslova.
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3.140. Bazni indeksi su relativne promene, u procentima, razmatrane veli¢ine (pro-
daja, proizvodnja... ) u aktuelnom periodu u odnosu na prethodni period.

3.141. Bazni indeks I; ne postoji.

3.142. Bazni indeks I postoji i jednak je 100%.

3.143. Prosecnu stopu rasta za podatke o prodaji koji su uredeni na slede¢i nacin

y1 < Yo < ... <y, racunamo po formuli ( n-} In _ 1) - 100.
n

3.144. Verizni indeks za otkup pSenice od 102% za 2004. znaci da je otkup pSenice
u 2004. manji za 2% u odnosu na 2003. godinu.

3.145. Verizni indeks za otkup Secerne repe od 80% za 2005. znaci da je otkup
Secerne repe u 2005. manji za 20% u odnosu na 2006. godinu.

3.146. Verizni indeks za izvoz pSenice od 72% za 2007. znadci da je izvoz pSenice u
2007. manji za 28% u odnosu na 2006.

3.147. Bazni indeks za izvoz malina od 142% za godinu 2004. u odnosu na baznu
2000. znaci da je u 2004. izvoz malina porastao za 42% u odnosu na 2000.

3.148. Verizni indeks za prodaju jabuka od 133% za godinu 2003, znaci da je u
2003. prodaja jabuka porasla za 133% u odnosu na 2002.

3.149. Verizni indeks od 350% za prodaju sadnica u oktobru znaci da je prodaja u
oktobru porasla za 250% u odnosu na septembar.

3.150. Verizni indeks za prodaju vina od 120% za godinu 2003. znaci da je u 2003.
prodaja vina porasla za 20% u odnosu na 2002.

3.151. Verizni indeks za otkup visanja od 20% za 2006. znaci da je otkup visanja
u 2006. manji za 80% u odnosu na 2005. godinu.

3.152. Bazni indeks od 70% za prodaju jabuka u januaru u odnosu na bazni novem-
bar, znaci da je prodaja u januaru u odnosu na novembar opala za 30%.

3.153. Neka je bazni indeks za proizvodnju I3 = 80%, to znac¢i da je u treéem
periodu u odnosu na bazni proizvodnja opala za 80%.

3.154. Bazni indeks za prodaju meda od 102% za godinu 2004. u odnosu na baznu
2000. znaci da je u 2004. prodaja meda porasla za 102% u odnosu na 2000.

3.155. Verizne indekse racunamo po formuli V; = Yi , 7 =1,2..n.
Yj—1

3.156. Prosecnu stopu rasta za podatke o prodaji koji su uredeni na slede¢i nacin

1 <y < ... <y, racunamo po formuli »—2 n 100.

1

3.157. Procentnu stopu pada za 10 podataka, koji su rastuci, racunamo iz formule

(o222 1) 100.
Y1

3.158. Vrednost "'/ Yn _ 1 je prosecna stopa rasta kada y1 < yo < ... < Y1 < Y-
Y1

3.159. Bazni indeks od 50% za prodaju jaja u oktobru u odnosu na bazni januar
znaci da je prodaja u oktobru u odnosu na januar porasla za 50%.
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3.160. Iz veriznih indeksa izrazavamo za koliko procenata se povecala ili smanjila
vrednost proizvodnje (prodaje... ) u razmatranoj jedinici vremena u odnosu na
prethodnu.

3.161. Vrednost (”qlly—n — 1) - 100 je prosecna stopa pada podataka y; kada je
Y1

Y1 2 Y22 oo 2 Yn-1 = Yn-

3.162. Prosecnu stopu pada za podatke o prodaji koji su uredeni na slede¢i nacin

Y1 < Yo < ... < g, rac¢unamo po formuli ( kfll% — 1) - 100.

n

3.163. Prosecnu stopu rasta prodaje za podatke o prodaji koji su uredeni na sledec¢i

nacin y; < yo < ... <y, rac¢unamo po formuli (¢ LI 1) - 100.

Yt

3.164. Verizne indekse V' za podataka y;, ¢ = 1,2...n racunamo po formuli V; =
i 100, j=2..n.
Yj—1

3.165. Bazni indeks za prodaju meda od 102% za godinu 2004. u odnosu na baznu
2000. znaci da je u 2004. prodaja meda porasla za 2% u odnosu na 2000.

3.166. Bazni indeksi su relativne promene, u procentima, razmatrane veli¢ine (pro-
daja, proizvodnja...) u aktuelnom periodu u odnosu na bazni period.

3.167. Bazni indeks za baznu godinu je jednak 100%.

3.168. Ako su bazni indeksi za otkup visanja redom 120%, 120%, 120%, 120% i
100% za period od 5 godina, tada je verizni indeks V5 = 83, 3%.

3.169. Neka su verizni indeksi redom V5=102%, V3=150%, V,=200%, tada je za
baznu tre¢u godinu (B=3) bazni indeks za ¢etvrtu godinu jednak I,= 50%.

3.170. Neka su verizni indeksi redom V5=102%, V3=150%, V,=105%, tada je za
baznu treéu godinu (B=3) bazni indeks I» = 66, 6%.

3.171. Verizni indeks V; ne postoji.

3.172. Neka su verizni indeksi redom V,=102%, V3=150%, V,=205%, tada je za
baznu treéu godinu (B=3) I,= 205%.

3.173. Neka je u avgustu cena lubenica iz nedelje u nedelju bila redom 20, 15, 10
i 15 dinara po kg, tada su bazni indeksi za baznu prvu nedelju redom, 100%, 75%,
50% 1 75%.

3.174. Neka je u avgustu cena lubenica iz nedelje u nedelju bila redom 20, 15, 10
i 15 dinara po kg, tada su verizni indeksi za cenu u IL, III i IV nedelji, redom 75%,
66,6% i 150%.

3.175. Neka je u avgustu cena dinja iz nedelje u nedelju bila redom 20, 15, 10 i
15 dinara po kg, tada su bazni indeksi za baznu tre¢u nedelju redom, 200%, 150%,
100% i 150%.

3.176. Neka je u avgustu cena krastavaca iz nedelje u nedelju bila redom 40, 30,
40 i 30 dinara po kg, tada su bazni indeksi za baznu tre¢u nedelju redom: 100%,
50%, 100% i 50%.
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3.177. Neka je u septembru cena bresaka iz nedelje u nedelju bila redom 150, 75 i
75 dinara po kg, tada su verizni indeksi redom 100% i 200%.
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Glava 4.

4 Elementi finansijske matematike

4.1 Slozeni kamatni racun

Obracun kamate moguce je uraditi na dva bitno razlicita nacina. To su prost i
slozen kamatni racun. Kod prostog racuna kamata se racuna samo jednom za ceo
period, dok se kod slozenog, kamata racuna na kamatu i obracun se vrsi na kraju svakog
obracunskog perioda. Tako na primer, neka smo ulozili 1000 dinara na tri godine uz
godisnju kamatu od 10% i neka se obracun vrsi godisnje. Kako je 10% od 1000 dinara
100 dinara, za tri godine prostim kamatnim ra¢cunom bismo imali 1300 dinara. Medutim,
slozenim kamatnim ra¢unom bismo u drugu godinu usli sa kapitalom od 1100 dinara na
koji bismo kamata od 10% bila 110 dinara, pa bismo u tre¢u godinu usli sa kapitalom od
1210 (1100 + 110) dinara i na kraju treée godine uz dodavanje kamate za tre¢u godinu
od 121 dinar imali bismo zavrsni kapital od 1331 dinar. Znaci 31 dinar vise kapitala nam
je omogucilo racunanje kamate na kamatu kod slozenog kamatnog racuna.

Kapitalisanje predstavlja obracun kamate i njeno dodavanje na prethodni kapital.
Tako kod slozenog kamatnog racuna imamo vise kapitalisanja, dok kod prostog kamatnog
racuna imamo samo jedno kapitalisanje. Na osnovu duzine obracunskog perioda kapital-
isanje moze biti godisnje, polugodisnje, tromesecno (kvartalno), mese¢no i kontinuirano
(neprekidno). Ako se kamata obracunava na pocetku obra¢unskog perioda kazemo da
je kapitalisanje anticipativno. Dalje u tekstu, podrazumevacemo da je kapitalisanje
dekurzivno, odnosno da se obra¢un kamate vrsi na kraju obracunskog perioda.

Izvedimo formulu za slozeni kamatni racun. Neka je GG glavnica, odnosno suma koja
se orocava uz kamatu (interes) od p procenata po jedinici vremenskog perioda (mesec,
godina... ). Ozna¢imo sa G} sumu sa kojom raspolazemo nakon proteka k jedinica
razmatranog vremenskog perioda. Neka se obracunski period poklapa sa razmatranom
jedinicom vremena.

Nakon proteka prve jedinice vremena (G je glavnica G uve¢ana za kamatu na glavnicu.
Sli¢no, nakon proteka i druge jedinice vremena Gy je suma iz prethodnog perioda G,
uvecana za kamatu na tu sumu;

G = G+mG G- 100) ,
Go = GHrm Gy = Gl'(lﬂpﬁ)_G (”%)

Tako dobljamo ida je
p P ¢
Gy =Gt 7o Gy = Ga- (14 105 ) = G- (14 15
A T TR G TV " 100
Na slican nacin, dobijamo opstu formulu za sumu nakon isteka n € N jedinica
vremena za koju nam je data kamatna stopa od p%:

3) Gn:G~<1+1%0>n.

U formuli 3) ima 4 parametra G,G,, p i n, od kojih je suma G,, eksplicitno izrazena
preko ostala 3 parametra. Odgovarajuce formule koje eksplicitno izrazavaju G, p i n,
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redom su:

Gy, D es ~_ InG, -InG

G=—"1" L T T .
1+ 2&)m 100 G In(1 + &)

Prve dve formule jasno slede iz 3), dok formulu za n racunamo iz 3) logaritmovanjem?!?
(videti primer 2. nize).

Mada finansijska matematika jeste oblast ¢iji su sadrzaji dominantno povezani sa
bankarstvom i privrednim finansijama, postoje primeri njene primene van ovih grana.

Neki od njih slede:

Primer 1. Neka se jedna vrsta virusa za 1 minut utrostruci (poveca se za 200%). Posle pola
sata njihovog umnozavanja smo delovali na viruse nekim sredstvom tako da se njihov broj
prepolovljuje za minut. Posle koliko vremena ¢emo stabilizovati broj virusa na pocetnu
koli¢inu?

Resenje: Ako je GG koli¢ina virusa koju imamo na pocetku, nakon pola sata povecavanja sa
minutnom “kamatom” od 200% imamo ih G(1+2)3° = G3p. Sada ih smanjujemo sa “kam-
atom” od 50%: G'39(1—0,5)" §to treba da je jednako G. Sledi, G -3%°-0,5" = G odnosno
posle deljenja sa G i logaritmovanja: 30In3 + nln0,5 = 0. Te je n = —30In3/1n0,5 =
30 - 1,585 = 47,55 minuta.

Primer 2. Na koliko meseci treba orociti 100 dinara da bismo se uz mese¢nu kamatu od
7% dobila suma od 1000 dinara?
Regenje: Logaritmujmo'® obe strane jednacine 1000 = 100 - 1.07", po nepoznatoj n. Ko-
ristimo osobine logaritma:

log(a - b) = loga + logh, za sve a,b € R, i

loga® = b-loga, za svako a € R* i svako b € R,
sto implicira da je:
log 1000 = log 100 +n-1og1.07 < n = 52

log 1,07

od 100 dinara dobili sumu od 1000 dinara.

~ 34. Za dve godine i 10 meseci bismo

Primer 3. 17 Neka je govedi fond Srbije 1998. godine milion grla. 60% od osnovnog
fonda je predvideno za priplod. Od predvidenog broja 90% se teli svake godine. Zna se
da u proseku svaka dvadeseta krava ima dva teleta. Godisnje ugine ili se pokolje 40% od
osnovnog fonda. Koliki ¢e govedi fond biti 2001. godine u Srbiji?

Resenje: U ovom primeru osnovni govedi fond predstavlja glavnicu G = 1.000.000. Pro-

cenat p je sada procenat godisnje e¢anja govedeg fonda P 60 90 + 60 90
n rocen iSnjeg uvecan v nda; — = — . — 4 — . ——.
- pio P SOCISIES Ja govedes 100 100 100 ' 100 100

100~ 100 — 0,167. U Srbiji ¢e 2001. godine osnovni govedi fond iznositi (formula 3)):

G'3 = 1.000.000 - 1,1673 ~ 1.589.324 grla.

log, x = y akko je a¥ = z za a > 0. Ako je osnova logaritma a = 10, piSemo log, a ako je a = e,
piSemo In.

160vog puta smo zbog specificnosti brojeva (100 i 1000) u zadatku koristili logaritam sa osnovom 10,
mada ¢emo ravnopravno koristiti i prirodan logaritam.

"Primer preuzet iz [16].
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4.1.1 Priblizna i konformna kamatna stopa

U situacijama kada se obracunski period ne poklapa sa jedinicom vremena za koji
je data kamatna stopa, recimo kamatna stopa je godisnja a kapitalisanje je tromesecno,
moramo izracunati kamatnu stopu za dati obrac¢unski period. To mozemo da uradimo na
jednostavan nacin, koji nije precizan, (tacan je jedino ako se radi o prostom kamatnom
racunu), tako $to podelimo godisnju kamatnu stopu sa brojem obrac¢unskih perioda u
jednoj godini. Na primer, ako je godisnja kamata 12% onda bismo tromesec¢na kamata bila
3%, polugodisnja 6%, mesecna 1%. Kada treba racunati dnevnu kamatu onda najcesée
pojednostavljujemo da godina ima 360 dana, a mesec 30 dana.

Formulu za sumu koju dobijamo za ulozenu glavnicu G nakon isteka n, n € N, jedinica
vremena za koju nam je data kamatna stopa od p%, pri ¢emu kapitalisanje vrsimo za
obrac¢unski period koji se u jedinici vremena sadrzi m puta imamo na osnovu formule 3):

p n-m
3. Grn =G+ (1 )
@) ’ T 100
Izmene koje imamo u odnosu na formulu 3) su:
- kamatna stopa je umesto p % sada p/m % i
- broj kapitalisanja je umesto n jednak m - n.

Primer:

Kapital od 200000 dinara ulozen je na 7 godina. Izracunajte krajnji kapital, ako banka
kapitalise polugodisnje sa 18% godisnje kamate.

Resenje: U toku 7 godina ima 14 obrac¢unskih perioda (kapitalisanja) od 6 meseci. Sesto-
mesecna kamata je 9%. Posle 14 kapitalisanja imamo sumu:

72
G5 = 200000 - (1 + ) = 200000 - 1,09 = 668345, 4 dinara.

2-100

Na ovaj nacin, racunajuci Sestomeseénu kamatnu stopu dobili smo vise para nego da
smo istu svotu, od 200000 dinara, orocili na isti period, od 7 godina, uz istu kamatnu
stopu od 18%, a da je kapitalisanje bilo godi$nje. Pod ovakvim uslovima imali bi:

18\°
G- = 200000 - (1 T ﬁ) = 200000 - 1, 18" = 637094, 78 dinara.

Ova razlika bismo bila jos veca da je obracunski period bio manji.

Ako zelimo da prevazidemo ovakve “nepreciznosti” koristimo konformnu stopu.
Znadi koristeéi konformnu stopu od k%, za obracunski period koji se m puta sadrzi u
vremenu za koji nam je data kamatna stopa p% treba da dobijemo isti finansijski efekat:

G-(1+%> | —c (1+2)

Kada podelimo sa GG imamo
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Sledi da osnove moraju biti jednake:

EA\" p
1+—1 =14+4—.
( + 100) * 100
Tako konformnu stopu od k%, za vremenski period koji se m puta sadrzi u periodu za
koji nam je data kamatna stopa od p%, racunamo po formuli:

k P
— = 14— 1
100 100

Za godisnju kamatnu stopu od 18% bismo Sestomeseéna konformna kamatna stopa
bila

% =/1+ % —1=41,18—1=10,086278, dok bismo tromesecna konformna kamatna
stopa bila

k _ 4f 8 _ _
05 = A\, 1—1—110—0—1— v 1,18 — 1 =0,0422466354.

4.1.2 Ulaganje

Ulaganje je situacija sli¢cna slozenom kamatnom rac¢unu sa razlikom sto se kod slozenog
kamatnog racuna ulaganje vrsi samo jednom, dok se kod ulaganja ista suma ulog U
ulaze na pocetku svake jedinice vremena (mesec, godina,..) koji razmatramo. Pod pret-
postavkom da je kamata po jedinici vremena p% i da razmatramo ulaganje koje traje n
jedinica vremena, interesuje nas koliku sumu S,, ¢emo imati na kraju ulaganja?

Kako na osnovu slozenog kamatnog racuna sledi da je: ulog sa pocetka dao sumu od

U- (1 + i) na kraju razmatranog perioda; ulog sa pocetka druge jedinice vremena dao

100
n—1
sumu od U - (1 + %) na kraju razmatranog perioda; ulog sa pocetka treé¢e jedinice
n—2

vremena dao sumu od U - (1 + %) na kraju razmatranog perioda... Ako oznacimo

saq=1+ 1:%0, i ako smo iza trece jednakosti dodali i oduzeli 1, a iza ¢etvrte koristili
n+1 _ 1

formulu za zbir prvih n + 1 ¢lanova geometrijskog niza 1+ q+¢*> + ...+ ¢" = ¢ T
q J—

sledi da je:

P " p ! P \? P
So=U-(14205) 40U (14 205) 44U (14 25) + U (14 20
* 100 i * 100 T N 100 i * 100
=U-¢"+U-¢" '+ +U-q=U-(¢"+¢" " +...+q¢g+1-1)
n+l _ 1 n+l 1 — 1
_U.(q—_1>_U.q q+ .
q—1 q—1
Tako je posle isteka n jedinica vremena suma sa kojom se raspolaze jednaka:
q" —1
4 Sp, = U- .
) L
Primer:

Koliko treba ulagati svake godine sa godisnjom kamatom od 12% da bismo se za 30 godina
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dobila suma od 40000 eura, potrebna za dvosoban stan?
Regenje: 1z jednacine 4) sledi

q—1 0.12
U=S8, —————=40000- =
¢ (" —1) 112+ (1.12% — 1)
0.12
40000 - ~ 40000 -0.0037 ~ 148 eura.

1.12- (1.1230 — 1)
Pocnite da stedite!

Iz formule 4) je ponekad potrebno izracunati n, odnosno ukupan broj uloga. Izrazimo

Splg—1
(-1 _ oo,
Uq
Sn(q - 1)
+1 =4q",
Uq 1
Sn(g—1)
In ( L(,]q + 1)
n =
Ingq
Po prethodnoj formuli resavamo zadatke slicne slede¢em:
Primer:

Koliko meseci treba ulagati 1000 dinara uz meseénu kamatu od 3%, da bismo se ustedelo
bar 100000 dinara?
Resenje:

100000-0,03
1 < 1000.1,03 T 1) ~In (%—i— 1) ~ In3,913 4615

In1,03 0,02956  0,02956

Dovoljno je stedeti 3 godine i 11 meseci.

n =

4.1.3 Otplata duga

Otplacivanje duga je problem suprotan problemu ulaganja. Umesto da ulazemo jed-
nake sume mi otpla¢ujemo jednake rate R za pozajmljeni dug D u zahtevanom roku od
n jedinica vremena sa kamatom od p% po jedinici vremena.

Oznac¢imo sa g =1 + % Pretpostavimo da se radi o periodu od n meseci.

Posle prvog meseca dug je uve¢an za mesecnu kamatu i nakon pla¢anja mesecne rate
R aktuelni dug iznosi

D+L . D_R &tojejednako ¢-D— R.
100
Posle drugog meseca dug iz prethodnog meseca je uvecan za mesecnu kamatu i nakon

pla¢anja mesecne rate R aktuelni dug na kraju drugog meseca je
q-D—R—i—%-(q-D—R)—R sto je jednako ¢?-D—q-R—-R.
Slicno, na kraju tre¢eg meseca aktuelni dug iznosi

q2-D—q-R—R+%-(qQ-D—q-R—R), sto je jednako
@ D—¢ - R—q-R—R.

Na slican nacin se dobija da je dug na kraju k-tog meseca k < n jednak
¢ -D—¢ ' R—...—q-R—R.
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Na kraju razmatranog perioda od n meseci svo dugovanje treba da je otplac¢eno,
odnosno aktuelni dug je jednak nuli:

" -D—¢" 1 "R—¢"? R—..—q¢-R—R=0
&S ¢"-D=R-(¢"'+q¢"*+..+q+1)
"—1
< ¢"-D=R- q 1
q p—
Ukoliko je potrebno izracunati kolika je rata R koristimo slede¢u formulu:
n+l _ . n
5) rR=—p.1L_—7
q" —1
Primer:

Pretpostavimo da je uzeta pozajmica od 40000 eura, sa godisnjom kamatom od 15 % i
rokom otplate od 30 godina. Kolika je godisnja rata otplate ovog duga?
Resenje: Na osnovu formule 5) godidnja rata iznosi

1,153 — 1, 1530 9.932
40000 = 20 40000 2% & 6092 eura.
1,15% — 1 65,212 eura

Nekada je potrebno izracunati koliko rata ¢emo imati ako su poznati dug, kamata i
rata. U formuli 5) broj rata je oznacen sa n. Da bismo iz formule 5) izrazili n moramo u
nekoliko sledecih koraka transformisti formulu dok ne budemo u moguénosti da primenimo
logaritmovanje. Iz 5) sledi:

¢"R— R =Dq"(q—1),
¢"(R—D(g—1)) =R,

n R
1 ~ R—D(qg—1)
nln —IHL
T R-DG 1)
In 7=pgry
n=—/"—-—-.
Inq

Poslednja formula nam pomaze da resimo sledeéi zadatak:

Primer: Firma je pozajmila 30000 dinara sa godisnjom kamatom od 8%. Dogovor je da se
godisnje vrac¢a 6000 dinara. Za koliko godina ¢e vratiti dug?

Resnje: Dug, D = 30000 dinara, rata R je 60000, parametar ¢ = 1 4+ 0,08 = 1,08. Stoga
na osnovu formule za broj rata n imamo

R 6000
_ In R=D(¢—1) _ In 6000—30000-0,08 _ ln% _ Inl,67 — 6.66
Ing In 1,08 0,077 _ 0,077

Za vracanje duga bi¢e potrebno 7 godina.

4.1.4 Resenja uvodnih zadataka
Podsetimo se uvodnih zadataka ove glave:

1. ToSa T. je pozajmio od strica 3000 eura za kupovinu polovnog automobila. Uz mesectnu
kamatu od 1%, koliko meseéno treba da vraca stricu da bismo dug izmirio za tri godine?
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2. Zelimo da se bavimo proizvodnjom mleka. Koliko krava treba nabaviti za osnovni fond da
bismo nakon isteka 16 godina od osnovnog fonda dobili 500 krava ako se zna da se 95%
krava oteli svake godine i da su od toga 50% zenska telad?

3. Da li za 18 godina roditelji Mile J. mogu da ustede 25000 eura za kupovinu garsonjere
ako svakog meseca ulazu 50 eura uz mese¢nu kamatu od 1% 7

4. Za izgradnju manje vikendice na obroncima Fruske gore Peko D. je unajmio 7 radnika: 3
zidara 2 armiraca i 3 tesara. Za izgradnju je pogodena suma od 1000 eura. Zidanje je
trajalo 5 dana, betoniranje 2 dana i podizanje krova 2 dana. Na koji na¢in Peko treba da
podeli sumu od 1000 eura i isplati ove tri grupe radnika?

Resenja:

1. Za racunanje ToSine meseCne rate koristimo formulu

n+l _ n
r=p. L ~—1
q"—1
pri cemu je dug D = 3000, ¢ = 1,01 i n = 36 meseci. Sledi R = 3000 - LOTZLOI®
300014011 = 3000 %% = 3000 - 0,03488372 = 104, 65. Tako je Tosina mesecna rata
104,65 eura.

2. Tako je potrebno je 2 godine da zensko tele postane krava, racun ¢emo pojednostaviti, i
rac¢ununati 1 godinu. Prvo moramo izra¢unati procenat godisnjeg prirasta krava. On je
0,95 - 0,5= 0.475. Iz formule za slozeni kamatni racun

Sn = U'qn7

potrebno je da nademo ulog U koji u zadatku predstavlja pocetni kravlji fond. Broj godina
n = 8 je poznat kao i godisnja “kamata” od 47,5%. ”Sumu”, odnosno broj krava nakon
isteka 8 godina zahtevamo na 500. Sledi

U = Sg/1,475°% = 500/22,4 = 22, 32. Znaci kao polazni fond bile bismo dovoljne 23 krave.

3. Mogu, jer po formuli za ulaganje

imamo Sig1a = 501,012 — 50 575 _ 50 5. 757,9 — 38273,95, §to bismo

bilo dovoljno za jednosoban stan.

4. Neka su redom K7, K5 i K3 sume koje treba dati zidarima, armira¢ima i tesarima. One
se odnose isto kao i ukupan broj radnih dana ovih grupa radnika: (3-5):(2-2):(2-3) =
15:4:6. Po formuli

K, =

Di* 1=1,2,3..n.
>.p
j=1

sledi da su zidari dobili

_ 1000 __ —
Ky =15 100 = 1540 = 600 eura

armirac¢i Ko =4-40 =160 eura i K3 =6 40 = 240 eura.
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4.1.5 Zadaci
18

4.1. Raspolaze se sa rakijom od 33 i 40 gradi. Kako ih treba pomesati da dobijemo rakiju
od 35 gradi.

ReSenje. U odnosu 5:2 treba mesati rakiju.

4.2. Koliko litara vina od 10 maligana treba dodati na 12 litara vina od 14 maligana, da
bismo se dobilo vino od 13 maligana?

Regenje. 4 litre.

4.3. Pasulj od 100 dinara je meSan sa pasuljem od 118 dinara, pa je dobijeno 90 kg meSavine
pasulja po ceni od 110 dinara. Koliko kilograma je uzeto od svake vrste?

Resenje. Odnos je 40:50.

4.4. Ako smo imali 800 1 vina od 13,5 maligana i toj koli¢ini dodali 200 1 od 12 maligana,
od koliko maligana je meSavina?

ReSenje. Mesavina je od 13,2 maligana.

4.5. Raspolaze se grozdem od 75, 78, 85, 92 1 100 dinara po kilogramu, a Zeli se meSavina od
80 dinara po kilogramu. Posto se grozdem od 75, 78 i 100 dinara raspolaze u veé¢im koli¢inama,
to je potrebno izvrsiti kombinaciju tako da od tih vrsta Sto vise ude u mesavinu.

ReSenje. Jedna razmera za meSanje bismo mogla da bude 32:25:2:5:7.

4.6. Imamo 15 kg pirin¢a po ceni od 30 dinara po kilogramu. Po koliko pirin¢a od 60, 90 i
130 dinara po kilogramu treba dodati da bismo dobili pirina¢ od 110 dinara po kilogramu?

Regenje. Treba dodati 15, 151 112,5 kg pirin¢a po cenama od 60, 90 i 130 dinara.

4.7. Ako u dzezvi voda za 5 Soljice kafe provri za 3 minuta, za koliko minuta ¢e provriti
voda za 7 Soljica kafe?

Resenje. Za 4 minute i 12 sekundi.

4.8. Ako je za izradu 6000m Stofa Sirine 1,4m potrebno je 2800 kg vune, koliko kilograma
vune je potrebno da bismo se izradilo 10000m Stofa Sirine 150cm?

Resenje. 5000kg.

4.9. Izrada nasipa duzine 30m, Sirine 6m, visine 4m staje 1080000 dinara. Koliko ¢e visok
biti nasip duzine 25m, §irine 7m, ako njegova izgradnja treba da staje 525000 dinara?

Regenje. Nasip ¢e biti visok 2 m.

4.10. Poljoprivredno dobro je raspolagalo hranom za 150 dana za svojih 25 krava. Posle 30
dana dobro je prodalo 8 krava. Za koliko dana ¢e dobro imati jo§ hrane za preostali broj krava?

Resenje. Za 176,5 dana.

4.11. Po planu neki posao obavi 30 radnika za 40 dana uz 8 casova dnevnog rada. Posao
otpoc¢nu svi radnici i rade po planu 10 dana. Tada posao napusti 15 radnika. Bez njih se radilo
5 dana. U meduvremenu, dode naredenje da se posao mora zavrsiti u narednih 10 dana, pa je i
radno vreme povecano na 10 ¢asova dnevno. Koliko treba jos radnika uzeti da bismo posao bio
zavrSen na vreme?

Resenje. 15 radnika bismo zavrsilo posao za 60, a da bismo se posao zavrsSio za 10 dana sa
produzenim radnim vremenom potrebno je joS zaposliti 51 radnika.

4.12. Neki posao zavrsi 12 radnika za 27 dana uz radno vreme od 6 ¢asova dnevno. Takav
posao je pocet 1. juna, ali samo sa 9 radnika, zbog ¢ega je povetano radno vreme na 9 ¢asova
dnevno. Pod tim uslovima se radilo 10 dana. Tada je doSlo na posao jos 5 radnika, pa se i radno
vreme smanji na 8 ¢asova dnevno. Kog datuma ¢e posao biti zavrSen, ako je svaki dan radni?

Resenje. Posao Ce biti zavrsen 21. juna.

4.13. Kolicina od 120 kg grozda se moze kupiti za 14400 dinara. Koliko se dinara moze
kupiti za 4800 dinara?

187 ovom pododeljku su uglavnom koristeni zadaci iz [5] i [4], dok je veéina primera u tekstu originalna.
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Resenje. 40 kg.

4.14. Koliko funti sterlinga staje 1 engleska tona jabuka, ako kod nas 100kg vredi 3200
dinara? Znamo da je 1 engleska tona (et) jednaka 1016 kg, da je kurs 1 funte 95 dinara?

Resenje. 333,4 funte kosta engleska tona jabuka.

4.15. Koliko grama ¢istog zlata vredi SAD dolar, ako je zvani¢ni kurs za $ 52 dinara i ako
je cena 1 kg cistog zlata 337583 dinara?

Resenje. 0,1541 grama cistog zlata vredi 1 americki dolar.

4.16. Radnik je dobio platu od 1250 dinara nakon odbijenog samodoprinosa od 1%. Koliko
je odbijeno na ime samodoprinosa?

Resenje. Odbijeno je 12,63 dinara.

4.17. Jedno naselje danas ima 47880 stanovnika, Sto predstavlja 26% vise nego pre 20 godina.
Koliko je stanovnika to naselje imalo pre 20 godina?

Regenje. Pre 20 godina je bilo 38000 stanovnika.

4.18. U fabrici prehrambene industrije, pomesane su 54 litre 30%-tnog rastvora limunske
kiseline i 36 litara 50%-tnog rastvora iste kiseline sa 15 litara ¢iste vode. Koliko procenata
kiseline ima nova smesa?

Regenje. 32,57%

4.19. Jedna treéina nabavljene robe je prodata sa zaradom od 18%, jedna Sestina sa gu-
bitkom od 5%, a ostatak sa zaradom od 12% za 168000 din. Odrediti ukupnu nabavnu cenu,
ukupnu zaradu i ukupnu prodajnu cenu celokupne robe?

Resenje. Ukupna nabavna vrednost je 300000 din, ukupna zarada je 33500din, te je ukupna
prodajna cena 333500 din.

4.20. Posle snizenja cene za 20%, roba se prodaje po 180 din. Za koliko procenata povecati
sadasnju cenu, da bismo se roba prodavala po ranijoj ceni?

Regenje. Za 25%.

4.21. Cena robe povecana je za 20%, pa zatim joS za 5%. Za koliko procenata je ukupno
poveéana polazna cena robe?

Regenje. Za 26%.

4.22. Cetiri fabrike treba da ostvare meseénu proizvodnju od redom 30000t, 40000t i 80000t.
a) Sa koliko procenata svaka fabrika ucestvuje u ukupnom planu proizvodnje?

b) Kako je izvrsen plan, ako je ukupno proizvedeno 218000t7

Resenje.

a) Procentualno ucesée fabrika je redom 15%, 20%, 25% i 40%.
b) Plan je prebacen za 9%.

4.23. Petina nabavljene robe je prodata sa zaradom od 10%, a polovina sa zaradom od 20%.
Sa koliko procenata zarade treba prodati ostatak robe, da bismo se ostvarila ukupna zarada od
18%7

Resenje. Ostatak od 1% robe treba prodati sa zaradom od 20 %.

4.24. Pre 20 godina ulozeno je 35000 dinara, a pre 5 godina jo§ 30000 dinara. Koliko iznosi
uveéani kapital, ako je godisnja kamata 8%?7

ReSenje. 207213,33 dinara.

4.25. U banku je ulozeno 60000 dinara, a 8 godina kasnije podignuto je 80000 dinara.
Kojom sumom se raspolaze 25 godina od dana ulaganja ako banka ra¢una 24% godi$nju kamatu
sa polugodisnjim kapitalisanjem?

ReSenje. Posle 25 godina raspolaze se sa 13568731 dinara.

4.26. Na koji iznos ¢e da poraste kapital od 100000 dinara, ako je ulozen za prvih 25
godina uz 4% godisnje kamate, a slede¢ih 30 godina sa 5% godisnje kamate? Kapitalisanje je
polugodisnje.

Resenje. Uvecace se na 11842426 dinara.



4.2 Teorijska pitanja

’4.27. Kapitalisanje je obracun kamate i njeno dodavanje na osnovicu.

’4.28. Kapitalisanje moze biti dekurzivno i anticipativno.

4.29. Dekurzivno kapitalisanje predstavlja obracun i dodavanje kamate na kraju
obracunskog perioda.

’4.30. U formuli za slozeni kamatni racun kapitalisanje se vrsi dekurzivno.

’4.31. U formuli za slozeni kamatni racun kapitalisanje se vrsi anticipativno.

’4.32. U slozenom kamatnom racunu ulaganje se vrsi vise puta.

4.33. Kod anticipativnog kapitalisanja obracun kamate vrsimo na kraju
obracunskog perioda.

4.34. Ako je godisnja kamata 9%, onda bismo tromesecéna kamata za prost kamatni
racun bila 3% .

4.35. Ako je godisnja kamata 9%, onda bismo ¢etvoromeseéna kamata za prost
kamatni racun bila 3%.

4.36. Ulagac slozenim kamatnim racunom gubi u odnosu na prosti kamatni racun

’4.37. U slozenom kamatnom ra¢unu ulaganje se vrsi jednom.

’4.38. U prostom kamatnom racunu kamatu racunamo na kamatu.

’4.39. U slozenom kamatnom racunu ulaganje se vrsi vise puta.

4.40. U prostom kamatnom rac¢unu kamata pomnozena brojem obrac¢unskih perioda
se dodaje na osnovicu.

4.41. Prostim kamatnim racunom stedisa dobija manje nego slozenim kamatnim
racunomn.

4.42. Primenom prostog kamatnog rac¢una ulaga¢ dobija viSe u odosu na primenu
slozenog kamatnog racuna pod istim pocetnim uslovima.

4.43. Ukoliko u prostom kamatnom racunu ima vise obracunskih perioda, kamatu
ne racunamo na kamatu.

4.44. Kapitalisanje je dekurzivno ako obrac¢un kamate vrsimo na kraju obrac¢unskog
perioda.

4.45. Primenom prostog kamatnog rac¢unu u odnosu na primenu slozenog kamatnog
racuna, pri ulaganju stedise, banka dobija.

4.46. Prostim kamatnim rac¢unom Stedisa gubi u odnosu na slozeni kamatni rac¢un.

4.47. Prostim kamatnim racunom dobijamo manje para nego ako koristimo slozeni
kamatni racun pod istim pocetnim uslovima.

4.48. Prostim kamatnim racunom stedisa dobija isto kao i slozenim kamatnim
racunom jedino ako imamo jedan obracunski period.

4.49. Primenom prostog kamatnog racunu u odnosu na primenu slozenog kamatnog
racuna, pri ulaganju sStedise, stedisa dobija.

4.50. Na koliko meseci treba da ulozimo sumu S, uz meseé¢nu kamatu od m%, da
In —
'S

bismo imali ustedenu sumu U, racunamo iz: ——=——.
In(1 +m%)
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4.51. Na koliko godina treba da ulozimo sumu S uz mesecnu kamatu od m%, da
U

In —

S
12-In(1 +m%)’

bismo imali uStedenu sumu U racunamo iz:

4.52. Koliko treba uloziti danas uz dnevnu kamatu od ¢% da bismo se po isteku n

S q%
(1 +q%)™t — (1 +q%)

dana imala usStedena suma S, racuna se iz:

4.53. Koliko treba uloziti danas, uz dnevnu kamatu od ¢%, da bismo se po isteku

n dana imala ustedena suma S racuna se iz: ———.
(1+q%)"

4.54. Ako se ulozi suma S uz mesecnu kamatu od ¢%, tada se nakon m meseci
raspolaze sa ustedevinom koja se ra¢una iz: S(1+ ¢%)".

4.55. Neka se koli¢ina mrava u $pajzu neprestano i naizmeni¢no: u periodu od 3
nedelje uvecava za 20% u toku svake nedelje, a zatim u narednih 7 nedelja smanjuje
za 10% u svakoj nedelji, tada mrava u toku duzeg vremena nece biti u $pajzu.

4.56. Neka se koli¢ina virusa V neprestano naizmenicno u periodu od 5 minuta
uvecava za 5% u toku svakog minuta, a zatim u narednih 12 minuta se smanjuje za
2% u svakoj minuti, tada ¢e koli¢ina virusa V u toku vremena neogranic¢eno rasti.

4.57. Da bismo na kraju godine imali za 50% veéu platu, dovoljno je da se plata
povecava za 3% svih 12 meseci.

4.58. Da bismo na kraju godine imali duplo ve¢u platu dovoljno je da se plata
povecava za 6% svih 12 meseci.

4.59. Da bismo na kraju godine imali duplo ve¢u platu dovoljno je da se plata
povecava za 5% svih 12 meseci.

4.60. Neka se kolicina virusa neprestano naizmenicno u periodu od 5 minuta
uvecava za 2% svakog minuta, a zatim se u narednih 10 minuta smanjuje za 1% u
svakoj minuti, tada ¢e virusi u toku vremena nestati.

4.61. Konformnu kamatnu stopu koristimo kada zelimo da imamo isti finansijski
efekat iako kapitalisanje vrsimo u kra¢em vremenu od perioda za koji nam je data
kamatna stopa.

4.62. Ako za slozeni kamatni ra¢un, kapitalisanje vrsimo u kra¢im periodima nego
Sto je period za koji je data kamatna stopa i pri tom koristimo konformnu kamatnu
stopu, isto je kao i da smo kapitalisanje vrsili samo u periodima za koje je data
kamatna stopa.

4.63. Konformnu kamatnu stopu za dan dobijenu od meseéne kamate od m%

racunamo iz: V1 +m% — 1.

4.64. Konformnu kamatnu stopu za period koji se k puta sadrzi u periodu

s
za koji je data kamatna stopa od s% rac¢unamo iz {/1 + T00 1.

4.65. Ako je godisnja kamatna stopa s% onda je konformna kamatna stopa za

t cni iod ja od .
romeseéni period manja od  —
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4.66. Konformna kamatna stopa za cetvoromesecje dobijena od godisnje kamatne
stope od 6% iznosi 2%.

4.67. Konformna kamatna stopa za polugode dobijena od godisnje kamatne stope
od 300% je jednaka 100%.

4.68. Ako za slozeni kamatni racun kapitalisanje vrsimo u kra¢im periodima nego
Sto je period za koji je data kamatna stopa i pri tom ne koristimo konformnu
kamatnu stopu, Stedisa gubi.

4.69. Konformna kamatna stopa za ¢etvoromesecje dobijena od godisnje kamatne
stope od 700% je jednaka 100%.

4.70. Konformna kamatna stopa za 6 meseci dobijena od godisnje stope od 2%

jednaka je /1,02 — 1.

4.71. Konformna kamatna stopa za 3 meseca, dobijena od godisnje stope od 4%,

jednaka je y/1,04 — 1.

4.72. Konformna kamatna stopa za cetiri meseca dobijena od godisnje kamatne
stope od 3% je jednaka 1%.

4.73. Konformna kamatna stopa za pola godine od godisnje kamatne stope od
0,21% je 0,1%.

4.74. Konformna kamatna stopa za kvartal dobijena od godisnje kamatne stope od
4% je jednaka 1%.

4.75. Konformna kamatna stopa za kvartal dobijena od godisnje kamatne stope od
8% je manja od 2%.

4.76. Konformna kamatna stopa omogucuje da kod slozenog kamatnog racuna pre-
cizno vrsimo kapitalisanje u manjim obracunskim periodima.

4.77. Konformna ¢etvoromesec¢na kamatna stopa za godisnju kamatnu stopu od 3%
je veéa od 1%.

4.78. Konformna tromesecna kamatna stopa za godisnju kamatnu stopu od 4% je
veca od 1%.

4.79. Konformna kamatna stopa za ¢etvoromesecni period dobijena od 9% godisnje
kamatne stope je manja od 3%.

4.80. Konformna kamatna stopa za mesec dobijena od godisnje kamatne stope od
3% je manja od 0,25%.

4.81. Ako je godisnja kamatna stopa p%, onda je konformna kamatna stopa za

t cni iod ja od .
romesecni period manja od  ——-

4.82. Konformna kamatna stopa za 6 meseci dobijena od godisnje kamatne stope
od 4%, je manja od 1%.

4.83. Ako za slozeni kamatni racun kapitalisanje vrsimo u kra¢im periodima nego
Sto je period za koji je data kamatna stopa i pri tom ne koristimo konformnu
kamatnu stopu banka gubi.

4.84. Za visestruko uzastopno ulaganje iste sume koristimo formulu za slozeni ka-
matni racun.
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4.85. Koliko treba da ulazemo pocetkom svakog meseca uz meseé¢nu kamatu
od m%, da bismo na isteku n meseci imali ustedenu sumu S, rac¢unamo iz:

S - m%
14+ m%) (1 +m%)»—1)"

4.86. Mesecna rata za otplatu duga mora biti manja od mesecne kamate na dug
da bismo se dug mogao vratiti.

4.87. Ako zajam Z vracamo u jednakim meseCnim ratama M sa mesecnom
kamatom od m%, tada ¢emo broj potrebnih rata izracunati po formuli:
InM —In(M — Z-m%)

In(1 + m%) '

4.88. Neka dug D vracamo u jednakim mesecnim ratama R sa mesetnom
kamatom od p%, tada ¢emo broj potrebnih rata izracunati po formuli:

InR
In(R— D - p%) In(1 + p%)

4.89. Koliko treba da ulazemo svakog dana, uz dnevnu kamatu od d%, da bismo
na isteku n dana

SS - d%
(1 +d%) (L +d%)" —1)

imali ustedenu sumu S.S, ra¢unamo iz:

4.90. Koliko treba da stedimo mesec¢no, uz mesecnu kamatu od p%, da bismo na

S p%
(L+p%)((1 +p)t2n — 1)

isteku n godina imali ustedenu sumu S racunamo iz:

4.91. Koliko treba da ulazemo svakog dana uz dnevnu kamatu od ¢%, da bismo na

S q%
(L4 q%)™ — (1 +q%)

isteku n dana imali ustedenu sumu S ra¢unamo iz:

4.92. Koliko meseci treba da otpla¢ujemo dug K uz mesecnu kamatu od m% i uz

InM —In(M — K -m%)

mesecnu ratu M racunamo iz:
In(1 +m%)

4.93. Koliko meseci treba da otpla¢ujemo dug K uz mesecnu kamatu od m% i
InM—In(M - K- (m%+1))

meseénu ratu M, racunamo iz:

In(1 +m%)
4.94. Koliki kredit K se moze otplatiti uz meseénu kamatu od m% i mese¢nu ratu
(m%+1)"—1

M za n meseci racuna se iz: K = M - (m% + 1)" -

m%

4.95. U formuli za racun otplate duga kapitalisanje se vrsi anticipativno.

4.96. Dug od 10000 dinara uz dnevnu kamatu od 20% i dnevnu ratu od 5000 dinara
vrati¢emo za 3 dana.

4.97. Dug od 100 dinara uz dnevnu kamatu od 50% i dnevnu ratu od 70 dinara
vrati¢emo za 3 dana.

4.98. Dug od 100 dinara uz dnevnu kamatu od 50% i dnevnu ratu od 70 dinara
vrati¢emo za 4 dana.

4.99. Da bismo kredit mogli vratiti mese¢na kamata na kredit mora biti manja od
mesecne rate otplate.
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4.100. Da bismo dug mogao da se vrati rata za otplatu duga mora biti vec¢a od
kamate na pocetni dug.

4.101. Dug od 1000 dinara uz dnevnu kamatu od 50% i dnevnu ratu od 500 dinara
ne mozemo vratiti.

4.102. U formuli za otplatu duga kapitalisanje je vrseno dekurzivno.

4.103. Dug od 100 eura uz dnevnu kamatu od 1% i dnevnu ratu od 0,5 eura
dozivotno ne¢emo vratiti.

4.104. U racunu uloga ulaganje se vrsi vise puta.

4.105. Dug od 300 dinara uz dnevnu kamatu od 3% i dnevnu ratu od 3 dinara
dozivotno ne¢emo vratiti.

4.106. Rate u racunu otplate duga su jednake.

4.107. Dug od 1000 dinara uz dnevnu kamatu od 40% i dnevnu ratu od 700 dinara
vrati¢emo za 3 dana.
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Glava 5.

5 Polinomi
Polinom P po kompleksnoj promenljivoj z = x + iy je funkcija P(z) = a,z" +

Ap_ 12" Y+ a1z +ag = Zakzk, gde su koeficienti a, € C in € N U{0}.
k=0

Elementi: a,z", an_12""!,...a12,a0 su €lanovi polinoma P. Ako su svi koeficijenti
polinoma realni onda je i polinom P realan. U nastavku podrazumevamo da su polinomi
po kompleksnoj promenljivoj realni.

Ako je vodedi koeficijent a,, # 0 tada je polinom P n-tog stepena, tj. st(P) = n.
Broj 0 se naziva nula polinom.

Ako polinomi P i () nisu nula polinomi tada je

st(P(2) + Q(z)) < max{st(P),st(Q)} 1 st(P(z)-Q(z)) = st(P) + st(Q).

5.1 Najvecéi zajednicki delilac polinoma - NZD

Sli¢no kao kod prirodnih brojeva, ako su P i ) polinomi i postoji polinom K tako da
je P(x) - K(x) = Q(x), onda kazemo da je polinom P delitelj polinoma @, i pisemo P|Q.

Polinom D(z) je najveéi zajednicki delilac polinoma P(z) i Q(z), u oznaci D(z) =
NZD(P(2),Q(z)) ako je zadovoljeno:

1. DIPAD|Q i 2 (VR) (R|PAR|Q)= R|D.

Ako polinom R deli polinom D, tj. R|D, to ima za posledicu da je st(R) < st(D).
Zato se u prethodnoj definiciji za polinom D koristi pridev najveci, u smislu da je D
polinom najveceg stepena koji deli polinome P i Q).

Primetimo da ako je D(z) = NZD(P(z),Q(z)) tadajeia-D(z) = NZD(P(z),Q(z))
gde je 0 # a € R.

Za bilo koja dva nenula polinoma P i ) postoji njihov najveci zajednicki delilac. On je
jedinstveno odreden sa tacnoscu do jedne multiplikativne konstante.

Dokaz. Primenimo Euklidov algoritam: prvo podelimo polinom P sa polinomom (), a za-
tim sve dok je ispunjeno da ostatak pri deljenju nije nula polinom, iterativno delimo delilac
sa ostatkom. Tako dobijamo sledeci niz jedna¢ina u kojima su redom @, Ry, Rs, ..., Ry, de-
lioci, a redom Ry, R, ..., 0 ostaci:

P(2) = Q) - Qi(z) +Ri(2)
Q2 = Ri(2) - Qa(z2) +Ra(2)
Ri(z) = Rao(z) - Qs(2) +Rs(2)

) = Ria(z) - Qea(z) +Ria(2)
Ry2(z) = Rpa(z) - Qu(z)  +Rk(2)
) = Rls) - Qual) +0
delilac koli¢nik ostatak

=

deljeni
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Euklidov postupak tvdi da je Ry(z) = NZD(P(z),Q(z)). Proverimo to.

Pokazimo prvo da je polinom Ry delilac polinoma P i delilac polinoma (). 1z poslednje
jednacine imamo da polinom Ry, deli polinom Ry_;. Zatim uz koriséenje ¢injenice Ry|Ry_1,
iz pretposlednje jednac¢ine imamo da polinom Rj deli i polinom Rj_5. Iz trece jednacine
od kraja uz ¢injenice Ry|Rj_1 i Rg|Rk_2, imamo i Rg|Ry_3. Sli¢no, dolazimo do druge
jednacine pri ¢emu smo saznali da vazi Rg|R; zai = k— 1,k — 2,k — 3,...,1. Tada, iz
druge jednacine zakljucujemo da Ry|Q, i najzad iz prve jednacine zaklju¢ujemo Ry|P.

Potrebno je jos pokazati da je Ry najveéi zajednicki delilac polinoma P i (), odnosno
da ako pretpostavimo da postoji polinom 7', koji deli oba polinoma P i () da tada mora
da vazi da je T'|Rg. Iz pretpostavke da postoji polinom 7" tako da je ispunjeno T'|P i T'|Q,
iz prve jedna¢ine imamo da onda vazi T|R;. Zatim, iz druge jednac¢ine dobijamo da T'| Rs.
Potom, iz treée sledi da T'|Rs,... Iz poslednje jednacine imamo da posto vazi da T|Ry_1
sledi da je i T'| Ry, Sto je i trebalo dokazati. O

5.2 Osnovna teorema algebre

Resenje z; algebarske jednacine P(z) = 0 nazivamo nulom ili korenom polinoma
P. Tako su z; = —2 i zp = 3 koreni polinoma P(z) = 2> — 2z — 6, jer je P(-2) =
(—=2)2—(-2)—6=01 P(3)=32-3-6=0.Slicnosuz =1+2i,20=1-2ii23=0
koreni ili nule polinoma Q(z) = 23 — 22% + 52 = 2(2? — 22 + 5), posto je ispunjeno:

o Q1) = Q1+20) = (14+20)(142)2—2(142)+5) = (1424)-(1+4i—4—2—4i+5) =
(1+2i)-0=0,

o Q2) = Q(1—-2i) = (1-20)-(1—20)—2(1—20)+5) = (1—20)-(1—4i—4—2+4i+5) =
(1-20)-0=0i

e Q(z3)=Q0)=0-2-0°+5-0=0.

Vazi sledece tvrdenje za realne polinome po kompleksnoj promenljivoj:

Svaki polinom stepena n € N ima n resenja u skupu kompleksnih brojeva.
Osnovna teorema algebre nam daje nesto slabije tvrdenje:

Svaki polinom P(z) stepena n, n > 1 ima bar jednu nulu u skupu C.

5.2.1 Faktorizacija polinoma

U opstem slucaju faktorisati polinom znaci zapisati ga u obliku proizvoda polinoma
nizeg stepena. Faktorizaciju polinoma smatramo “uspesnijom” ukoliko su polinomi faktori
Sto nizeg stepena.

Svaki polinom se na jedinstven nacin moZe faktorisati u proizvod polinoma prvog i poli-
noma drugog stepena pri cemu su polinomi drugog stepena sa diskriminantom manjom od
nule.

Tako polinom P(z) = 2% + 2% 4 22 4+ 32 — 6 nije faktorisan. Mozemo ga faktorisati na
viSe nacina, na primer: P(z2) = (224 3)(2* +2 —2), P(z) = (2> — 22+ 32 — 3)(z + 2),
P(z) = (z = 1)(2* + 222 + 32+ 6), ... (proverite!)
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Njegova jedinstvena faktorizacija preko proizvoda polinoma prvog i drugog stepena je:
P(z) = (224 3)(2 — 1)(2 + 2). Ovaj realan polinom ima dve realne nule z; = 11 25 = —2
i dve konjugovano kompleksne nule z3 = v/3i i z4 = —v/3i.

Sledece tvrdenje je posledica prethodnih:

Ako je polinom P neparnog stepena onda jednacina P(z) = 0 ima bar jednu realnu nulu.

Ukoliko nam je potreban odgovor na pitanje da li neki polinom sa celobrojnim ko-
eficijentima ima racionalnih resenja, na osnovu slede¢e dve teoreme, zakljucujemo da su
kandidati za racionalne nule u veoma suzenom skupu razlomaka i da sve kandidate efikasno
proveravamo da li su nule po Hornerovoj Semi.

Ako polinom P(z) = a,z" +a,_ 12"V arz+ag ima sve koeficijente cele a; € Z i ako

su vodeci i slobodni koeficijent razliciti od nule tada je potreban uslov da racionalan broj

d , p-q# 0 bude nula jednacine P(z) =0 da je zadovoljeno: plag i qlay,.
q

Dokaz. Neka je P xoren jednacine P(z) = 0. Preciznije, vazi jednakost:

n—1

(lnp— + CLn_lp—_l + ...+ Cllg +ag = 0

q" " q

Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da su p i ¢ uzajamno prosti celi brojevi.

'

Pomnozimo jednakost P (1—)) = 0 sa ¢" ! i izrazimo prvi sabirak preko preostalih:
q
1) —an% = ap " apg" T+ agg™
Na desnoj strani jednakosti 1) imamo ceo broj pa je i —anp— ceo broj. Kako ¢ ne deli p
q

to mora biti da vazi da ¢|a,.
n

Pomnozimo sada jednakost P(B) =0 sa q_’ i prebacimo poslednji sabirak na desnu
q p

stranu, dobi¢emo:
n

2) " A ap" A g = —ao%
Na levoj strani jednakosti 2) imamo ceo broj pa je i —aoq— ceo broj. Posto su brojevi p i
p

¢ uzajamno prosti to znaci da p|ay. O

Napomena. Naglasimo da prethodna teorema daje samo potreban uslov da algebarska
jednac¢ina ima racionalnu nulu. Svi zahtevani uslovi iz teoreme mogu biti zadovoljeni a

da ne postoje racionalne nule. Na primer, jednacina 322 — 2 = 0 je takva, da nijedan
12 2

racionalan broj iz skupa {1, —1,2, —2, 333 —5} nije njeno resenje.
Primer. Dat je polinom P(z) = z* — 522 + 4. Proverite koji racionalni brojeva su po
prethodnom tvrdenju kandidati za nule P(z).
Regenje. U P(z) slobodni koeficijent je 4 a vodeci 1. Po teoremi p/q je kandidat za nulu
ako p|4 1 ¢|1. Sledi da su kandidati iz skupa p/q € {1, —1,2,—2,4, —4}. Zamenom u P(x)
se lako proverava da su nule 1, —1, 21 —2.

Hornerovom Semom mozemo brze (sa manje racunanja) da proverimo da li je neki broj
nula nekog polinoma ili ne. Ona je zajedno sa prethodnim tvrdenjem dobar aparat za
brzo nalazenje racionalnih nula.
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5.3 Bezuova teorema i Hornerova Sema

Ukoliko zelimo da utvrdimo kolika je vrednost P(zy), polinoma P(z), stepena n, u tacki
2

20, direktnim rac¢unanjem potrebno je izvrsitin + (n — 1) + ... + 1 = , mnozenja

i n sabiranja. Za isti posao Hornerova Sema zahteva manje vremena (broj mnozenja
smanjuje na n). Dodatni kvalitet Hornerove Seme je $to u toku izracunavanja P(z)
dobijamo i koeficijente polinoma koji nastaje prilikom deljenje P(z) linearnim clanom
2z — 29. Preciznije o tome nam govori Bezuova teorema.

n

Bezuova teorema. Neka polinom P(z) = Zaizi delimo polinomom prvog stepena

i=0
n—1

z — 29, 20 € C. Neka je rezultat deljenja polinom Q(z) = Zbizi, tada je ostatak pri
=0

deljenju jednak P(z),
P(z) = (2 — 20) (bp—12""" + ... + b1z + by) + P(2),
pri cemu su koeficijenti polinoma @) jednaki
A b1 =an, b;j=0bi120+air1, i=n—2,....1,0, i P(z) = bozo + ao.

Koeficijente polinoma Q kao i P(zy) je na osnovu prethodnih formula pogodno izracunati
po semi, poznatoj kao Hornerova Sema:

o |ana| . |aa|ar| a

[bnot | bua | o b1 ]bo|Pl20)

Dokaz. Pokazimo prvo da je polinom P(z) jednak polinomu B(2) = (2 — 29)(b,_12"* +
. + b1z + by) + P(z). Kako su polinomi jednakih stepena jednaki ako su im jednaki
odgovarajuci koeficijenti nadimo koeficijente polinoma B:
B(z) = (2 — 20)(bp_12"" 1 + ... + b1z + bg) + P(z)
= bn_lz" + (bn_g — Zobn_l)Znil + ...+ (b1 — Zob2)2’2 + (b() — Zobl)z — Zobo + P(Z())

Nakon zamene koeficijenata b;, i =0,1,....n — 11 P(2) po formuli A sledi:
B(2) = an2" + (20bp_1 + @n_1 — 20bp_1)2" "1+ ... + (20ba + ag — zoby) 2>

+<Zob1 +a; — Zobl)Z — Zobo + Zobo +ag = Z CLiZi = P(Z)

Na ovaj nacin smo proverili da su koeficigenti b; dobro definisani. Dokazimo jos da je
P(z0) = zobo + ag. U slede¢em nizu jednakosti smo redom zamenjivali by, by, ..., b,_o i
b,—1 po formuli A.

Zob() +ag = Zo(Zle + CL1> +ag = blzg + a120 +ag = (Z(]bQ + CLQ)Z% +a120 +ag =

bgzg’ + agzg +a120 +ag = ...
n

b 128+ ap_1207 7 + o+ apzd + a1z + ag = Z a;izy = P(z). O
i=0
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Primeri.

Ako je P(z) = 22° — 322 + 52 —4 = 22° + 02" + 02° — 322 + 52 — 4, i zelimo da
izracunamo P(2) po Hornerovoj Semi je:

sto implicira P(2) = 58. Odnosno po Bezuovoj teoremi je
P(z) = 22° =322 + 52 — 4 = (2 — 2)(22* + 423 + 82% + 132 + 31) + 58. Medutim, ako
zelimo da izracunamo P(1):

zakljucujemo da je 1 nula polinoma P, odnosno da je:
P(2)=22°—322+52—4=(2—1)(22" + 223 + 222 — 2 + 4).

Za razvijanje polinoma Q(z) = 2% — 5z% — 1423 — 2% + 22 + 5 po stepenima od z + 2
mozemo viSestruko primeniti Hornerovu Semu:

2|

1
1
1
1| —11] 40 [ 117
1
1
1

Sledi da je Q(z) = (2 +2)° — 15(2 + 2)* + 66(z + 2)* — 117(z + 2)? + 78(2 + 2) — 3.

5.4 Zadaci

5.1. Da li je polinom z% 4 3 — 1122 — 9 + 18 deljiv sa polinomom x —2? Koristite Hornerovu
semu.

Resenje. Nije. Ostatak je —20.

5.2. Da li je 3 nula polinoma z* + 23 — 1122 — 9z + 187

Resenje. Jeste.

5.3. Odredite sve racionalne nule polinoma z? + 23 — 1122 — 9z + 18.

Resenje. Sve nule su mu racionalne: 1,—2,3 i —3.

5.4. Polinom P = 2% 4+ 2% — 1122 — 9z + 18, razviti po stepenima linearnog faktora = — 2,
viSestrukom primenom Bezuove teoreme.

Regenje. P = (v —2)* +9(z — 2)3 + 19(z — 2)2 — 9(z — 2) — 20.

5.5 Grupa, izomorfizam

U ovom odeljku ¢emo razmatrati neprazan skup i neke operacije i relacije na njemu.
Tako uredenu trojku (A, O, R) zovemo operacijsko relacijska struktura ili algebarska struk-
tura, gde je A neprazan skup koji zovemo nosac strukture sa skupom operacija O raznih
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duzina i skupom relacija # raznih duzina na A. Ukoliko je u skupu relacija samo relacija
jednakosti =, i skup operacija je konacan O = {oy,...,0,} tada operacijsko relacijsku
strukturu zovemo operacijska struktura ili univerzalna algebra i pisemo: (A, o1, ...,0,).
Dalje ¢emo uglavnom razmatrati algebarske strukture sa jednom ili dve binarne operacije
i relacijom =.

Algebarska struktura (A,-) je grupa ako je:
1. - binarna operacija na skupu A,
2. operacija - je asocijativna,
3. postoji neutralni elemenat e operacije -
4. za svaki elemenat a € A postoji njegov inverzni element a=* € A.
Grupa (A4, -) je Abelova ili komutativna grupa ako je operacija - komutativna.
Ako algebarska struktura (A, -) ispunjava 1. i 2. iz prethodne definicije onda je ona
semigrupa.
Ukoliko je zadovoljena samo osobina 1. onda je (A,-) grupoid.

Primeri: Skup celih brojeva i operacija sabiranja (Z,+) je komutativna grupa. Utvrdimo
prvo da je u pitanju grupa na osnovu prethodne definicije: sabiranje jeste operacija na
skupu celih brojeva jer je zbir dva cela broja ceo broj; asocijativnost x4 (y+2) = (z+y)+=2
na skupu Z vazi; neutralni element za sabiranje je 0; svaki ceo broj x ima za svoj inverzni
element —x (suprotan broj). Kako dodatno vazi da je sabiranje i komutativno na skupu
celih brojeva sledi da je zaista struktura (Z, +) komutativna grupa. Komutativne grupe su
i nadstrukture (Q,+) i (R, +), dok je podstruktura (A, +) samo komutativna semigrupa.

Kako u skupu racionalnih i u skupu realnih brojeva svi elementi sem 0 imaju inverzni
element za mnozenje, zanimljivije je posmatrati strukture (Q \ {0},-) i (R \ {0}, ) koje
su komutativne grupe.

5.5.1 Grupa permutacija (P,, ')

Sa permutacijama smo se sreli u poglavlju o kombinatorici 2.1.1, gde je permutacija
bila definisana kao raspored skupa od n elemenata sto je u skladu sa definicijom per-
mutacije p kao bijektivnog preslikavanja skupa S, = {1,2,...,n} u S,. Sa P, je oznacen
skup svih permutacija p, skupa od n elemenata. U poglavlju 2.1.1 su definisane parne i
neparne permutacije, a za parne permutacije vazi sledece tvrdenje:

Stav. Neka je A, skup svih parnih permutacija na skupu {1,2,...n} i o operacija
kompozicije preslikavanja, tada je struktura (A,,o) grupa.

Dokaz. Jasno je da je kompozicija na skupu parnih permutacija zatvorena jer kompozicija
dve permutacije sa parnim brojem transpozicija ima paran broj transpozicija jer je zbir
dva parna broja paran broj. Na osnovu ¢injenice dokazane u 2.1.1 da inverzna permutacija
ima isti broj transpozicija kao i polazna permutacija sledi da su permutacije p i p~! iste
parnosti. Tako su ispunjeni zahtevi zatvorenosti:

(Vp,q € A,) poq € A, Ap~t € A, istruktura (A,, o) je podgrupa grupe svih permutacija
(P, 0). Poznato je da je svaka podgrupa grupe grupa, te je (A,, o) grupa. O

Grupa (A,, o) se zove alternativna grupa.

Grupa (B, -) je izomorfna grupi (A,+) ako:
1. postoji bijekcija f skupa A na B f:A—b 1
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2. [ je homomorfizam (operacije - i + su saglasne), odnosno vazi:
flar + a2) = flar) - flaz).

[zomorfnost je veoma vazan pojam. Ukoliko su dve strukture izomorfne dovoljno je
ispitivati osobine samo jedne od tih struktura jer analogno vazi u izomorfnoj strukturi.
Takode, za novu strukturu je dovoljno naéi njoj izomorfnu poznatu strukturu i time
znamo sve osobine uocene strukture. Sledeta teorema nam kaze da ukoliko prouc¢imo
grupe permutacija i njene podgrupe znamo sve o kona¢nim grupama.

(Kejlijeva teorema) Svaka konacna grupa je izomorfna sa nekom podgrupom grupe per-
mutacija nekog skupa.

5.6 Teorijska pitanja

5.1. Polinom (22 + 2)? ima 4 nule u skupu realnih brojeva.

’5.2. Polinom 923 — 422 + 72 — 1 ima 4 kandidata za racionalne nule. ‘

5.3. Polinom (22 + 2)* ima 4 nule u skupu kompleksnih brojeva.

’5.4. Postoji polinom drugog stepena koji nema realnih korena. ‘

5.5. Postoji polinom 6-tog stepena koji ima tacno jednu realnu nulu. (visestruke
nule ra¢unamo onoliko puta kolika im je visestrukost)

’5.6. Svaki polinom 5-tog stepena ima tacno ili 1 ili 3 ili 5 realnih nula. ‘

5.7. Svaki polinom 5-tog stepena kome smo odredili dve realne nule ima bar jos
jednu realnu nulu.

’5.8. Svaki polinom trec¢eg stepena ima bar jednu realnu nulu. ‘

5.9. Polinom (22 — 2)* ima 8 nula u skupu kompleksnih brojeva.

’5.10. Svaki polinom 4-tog stepena ima 4 nule u skupu kompleksnih brojeva. ‘

’5.11. Svaki polinom 4-tog stepena ima 4 ili 2 ili nijednu realnu nulu. ‘
5.12. Polinom 2003 - 2® — 2002 - 2 + 2001 ima bar jednu realnu nulu.
5.13. Polinom 22 — x + 2 ima 6 kandidata za racionalne nule.

5.14. Polinom 2004 - 2® — 2003 - 2% ima tri realne nule.

5.15. Polinom 2z3 — z + 3 ima 6 kandidata za racionalne nule.

5.16. Polinom neparnog stepena ima bar jednu nulu u skupu realnih brojeva.

5.17. Polinom k-tog stepena ima k nula u skupu kompleksnih brojeva. ‘

5.18. Polinom (z? — 2)? ima 4 nule u skupu realnih brojeva.

5.19. Ako je z = 1 dvostruka nula za polinom Q(z), onda je Q(z) deljiv sa (z —1)%.
5.20. Ako je Q(1) =0, za polinom Q(z), onda je Q(x) deljiv sa x + 1.

5.21. Ako je x = —1 dvostruka nula za polinom Q(z), onda je Q(z) deljiv sa
(x —1)2

5.22. Ako je x = —1 trostruka nula za polinom Q(z), onda je Q(x) deljiv sa (z+1)3.

4 F A A A A AA A4 4444 4 A4 - HFFF




5.23. Ako polinom 2% — 22 + 323 — 22 — 2 ima 1 realni koren, onda ima bar jos
jednu nulu u skupu realnih brojeva.

5.24. Polinom 922 — 422 4+ 7z — 1 ima 4 kandidata za racionalne nule.

5.25. Polinom (2x? + 2)* ima sve realne nule.

5.26. Polinom P = (222 4 2)* je faktorisan.

5.27. Polinom Q(z) = (22 +42) - (z+3)? je faktorisan i ima tacno jednu realnu nulu.

5.28. Polinom Q = (22? — 2) - (3 + x)* je faktorisan.

5.29. Polinom 822 — 422 4+ 7z — 2 ima 10 kandidata za racionalne nule.

5.30. Postoji polinom 4-tog stepena koji ima tacno jednu realnu nulu. (visestruke
nule racunamo visestruko)

1
5.31. -3 je nula polinoma 27 — 19952 + 20012 — 19912* + 200723 — 200622 —
2005z — 2.

L. - 7 6 5 4 3 2
5.32. 3 nije nula polinoma z* — 19952° + 20012°> — 19912 + 20022° — 19952° —
2001z — 6.

5.33. Polinom (2z? + 1)* ima 4 kandidata za racionalne nule.

5.34. Polinom (22 4+ 1)* ima 10 kandidata za racionalne korene, od kojih nijedan
nije koren.

5.35. Polinom 4-tog stepena kome smo odredili jednu realnu nulu ima bar jos jednu
realnu nulu.

5.36. Polinom Q(z) = (z — 1)? - (z + 1)? ima 4 nule u skupu kompleksnih brojeva.

5.37. Polinom (z? — 2)? ima 8 nula u skupu realnih brojeva.

5.38. Polinom 1023 — 422 + 72 — 5 ima 10 kandidata za racionalne nule.

5.39. Polinom P(z) = x* + 8 ima 8 kandidata za racionalne nule i nema realnih
nula.

5.40. Polinom p(z) = 13z* 4+ 42® — 3z — 29 ima 8 kandidata za racionalne nule.

5.41. Polinom p(z) = 11a* + 42® — 3z — 31 ima slede¢e kandidate za racionalne
1

11
nule: +1,+11,+—,+—.
317 31

’5.42. Postoji polinom 3-¢eg stepena koji ima 2 realne nule.

’5.43. Svaki polinom 3-¢eg stepena ima tacno ili 1 ili 3 realne nule.

5.44. Polinom P(x) = (2? — 2)? ima 6 nula u skupu kompleksnih brojeva i 4
kandidata za racionalne nule od kojih ni jedan nije nula.

5.45. Polinom p(z) = (z* +4)? ima 8 kompleksnih nula i 6 kandidata za racionalne
nule.

5.46. Polinom P(r) = (2* — 2)? ima 6 nula u skupu realnih brojeva.

5.47. Polinom 3-¢eg stepena moze da ima samo 2 nule iz skupa kompleksnih brojeva.
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5.48. Polinom 3-¢eg stepena kome smo odredili dve realne nule ima i tre¢u nulu
realnu (visestruke nule ra¢unamo visestruko).

5.49. NZD za polinome P i Q Euklidovim algoritmom dobijamo kao poslednji ne
nula ostatak pri iterativnom deljenju delioca sa ostatkom, a prvi korak je deljenje
P sa Q.

5.50. NZD za polinome P i Q Euklidovim algoritmom dobijamo kao poslednji
kolicnik.

90
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Glava 6.

6 Elementi linearne algebre

U narednim poglavljima ¢e biti obradeni potrebni elementi matri¢nog racuna neophod-
ni za reSavanje sistema linearnih jednacina, kao i za reSavanje optimizacionih problema
nad sistemom linearnih (ne)jednacina. Optimizacioni problem sa ograni¢enjima koja su
sistem linearnih nejednacina i jednacina naziva se problem linearnog programiranja.

Prvi od sledeéa dva primera se svodi na sistem linearnih jednacina (tri jednacine sa
tri nepozante), dok je drugi jedan problem linearnog programiranja.

Primer 1.

Koliko kuhinja tipa K1, K2 i K3 moze da se sastavi od 14 stolova, 66 stolica i 50 kuhin-
jskih elemenata, ako kuhinju K1 ¢ine 4 stolice, 1 sto i 2 elementa; kuhinju K2 6 stolica,
1 sto i 4 elementa; dok kuhinja K3 ima 8 stolica, 2 stola i 8 kuhinjskih elemenata?

Primer 2.

Preduzeée “Borovi”, za prevoz robe poseduje 3 kamiona nosivosti 10t u garazi G, 5
kamiona nosivosti 5t u mestu A, i 10 kamiona nosivosti 2t u mestu B. Poznato je da
se cene transporta po km odnose u razmeri 3:2:1 (cena prevoza kamiona od 2t po je-
dinici kilometra je 3 puta jevftinija od cene prevoza kamiona od 10t i 2 puta jeftinija od
kamiona od 5t). Potrebno je izvrsiti transport 50t robe iz mesta A u mesto B. Rastojanje
izmedu mesta A i B je 40 km, izmedu A i G je 30 km i rastojanje izmedu B i garaze
je 15 km. Nakon obavljenog transporta svi kamioni moraju da se vrate u garazu. Cena
prevoza praznih kamiona je duplo jeftinija od cene prevoza natovarenih kamiona. Kako
pod datim uslovima izvrsiti transport na najjeftiniji nac¢in?

Resenje je (z,y, 2)=(3,4,0), tj. 3 kamiona od 10t () i 4 kamiona od 5t (y) (2=0) treba
da izvrse transport. Funkcija cilja je funkcija cene transporta (197,5 z+ 95 y + 67,5 z)c,
gde je ¢ cena transporta punog kamiona od 2t. Ova funkcija ima minimalnu vrednost u
tacki (3,4,0) za posmatrani problem.

Navedeni primeri su takvi da ih je moguce resiti i “peske” (bez odgovarajuéeg mate-
matickog zapisa i metoda za njegovo resavanje). Pokusajte da ih resite sada! Medutim,
lako je zamisliti komplikovanije probleme slicnog tipa koje ne bismo mogli resiti bez
odgovarajuceg matematickog aparata. Potreban minimum tog aparata je iznet u sledec¢oj
glavi.

6.1 Algebra matrica

Matrica tipa m x n na skupu R je pravougaona sema elemenata iz R sa m wvrsta i n
kolona:

a1; @12 @13 ... Qaip
Q21 Q22 Q23 ... A2y
Am1 Qm2 Am3 ... Amn

Matrice oznac¢avamo velikim slovima latinice: A,,xpn, Bpxq... Ako je tip matrice poznat
on se ne navodi. Kada zelimo da naglasimo elemente matrice pisemo A = [a;], i =
L.m, j = l..n, ili [aij]mxn, ili samo [a;;]. Kada matricu zapisujemo pomocu njenih
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kolona (vrsta) imamo:

ay
A=| @ (A =[ay as.... ay)) pri cemu je
A
ay;
ai = [ @i Qi Q... Qip), T =1..m, (a; = a2j , j=1.n).
Qmy

Kvadratna matrica reda n je matrica tipa n X n. Glavna dijagonala kvadratne matrice
la;;] sadrzi elemente a;;, @ = 1...n, dok sporedna dijagonala sadrzi redom elemente
A1, ag(n,l)...ai(nﬂ,i)...anl.
Primer: Matrica A je kvadratna reda 2. Matrice B i C su redom tipa 3 x 2 i 3 x 3.
Elementi sa glavne dijagonale matrice C' reda 3 su redom 1,5,9, dok su na sporednoj
dijagonali slede¢i elementi 7,5,3.

14 123
A:{é _%gl B=130 C=1456
21 789

6.1.1 Operacije na skupu matrica

Zbir matrica A i B istog tipa m x n je matrica A+ B = C = [¢ijlmxn, tako da je
Cij = Q45 + bij 1= lm, j =1..n.

Proizvod matrice A brojem o € R je matrica o - A = C = [¢;4] istog tipa m X n
kao i matrica A, pri cemu je ¢;j = a-a;; 1= 1..m, j=1.n.

Proizvod dve matrice A,,«, i B,x, na skupu R je matrica A- B = C = [Cijlmxp;
tako da je

Cij = Z A bkj 1= lm, j = lp
k=1
Primetimo da je potreban i dovoljan uslova da proizvod A - B matrica A i B bude
definisan slededi:

broj kolona prve matrice = broju vrsta druge matrice
tj. (mx|n)-(n|xp)=mxp

Primer: Ilustrova¢emo prethodne tri operacije na slede¢im matricama:

10
12 1 5105 ]
A‘{zl,zy B‘{m5uﬁ o= ?é

Tada je

6 12 6

A+B:[m 6 12

| samm i oso=| 0]

20 5

Ovde su elementi matrice B - C' redom dobijeni kao: 10 = 5-1 + 10- 0 + 5- 1, 10 = 5- 0
+10-1+5-0,20 =101 +5-0410-1i5=10- 0 + 5- 1 4+ 10- 0. Proizvod matrica
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C' - B je takode definisan jer matrica C' ima 2 kolone, a matrica B 2 vrste. Matrica C' - B
je kvadratna matrica reda 3. Izracunajte je.

Napomena: Proizvodi A - B i B - A matrica A i B su definisani jedino ako su tipovi
matrica sledeé¢i: A, xn, Bnxm, za neke m,n € N. Medutim, tada je rezultat proizvoda
A - B kvadratna matrica reda m, dok je proizvod B - A kvadratna matrica reda n. Tako
jezam #nuvek A- B # B - A. Sa druge strane, kada mnozimo kvadratne matrice istog
reda (m = n) u opstem slu¢aju ne vazi komutativnost. Na primer,

L =1 14| _ | -24 y 14 (1 -1} _19-9
2 =2 30| | —48 30 2 -2 |3 -=3]|"
Pravougaonu matricu ¢iji su svi elementi 0 nazivamo nula matrica i ozna¢avamo sa
O, dok kvadratnu matricu ¢iji su elementi na glavnoj dijagonali 1, a ostali 0, nazivamo

jediniéna matrica i oznacavamo'® sa I. Razlozi za nazive jedini¢na i nula matrica slede
iz ¢injenice da vazi:

AT=T-A=A i A+0=0+A=A,

za svaku matricu A koja je istog reda kao I, odnosno istog tipa kao O. Znaci, I je jedinica
za mnozenje, a O je neutralni element za sabiranje matrica.
Kada je potrebno naglasiti red n matrice piSemo I,, odnosno O,, .

100 o
001 000

Dijagonalna matrica je matrica koja jedino na glavnoj dijagonali ima elemente ra-
zlicite od nule. Jedini¢na matrica je specijalna dijagonalna matrica. Trougaona matrica
ima sve elemente ispod glavne dijagonale jednake 0, Sto implicira da je dijagonalna matrica
specijalan slucaj trougaone.

Osobine operacija na skupu matrica

Za svake tri matrice, za koje su mnavedeni proizvodi definisani i za svaki broj o € R
vazi:

~

.(A-B)-C=A-(B-C), asocijativnost;

2. A-I=1-A=A;

3. (A+B)-C=A-C+B-C, desna distributivnost;
4. C-(A+B)=C-A+C-B, leva distributivnost;
5. a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B).

Oznac¢imo sa M, «,, skup svih matrica tipa m x n na skupu R. Mada sa istim
znakom + oznacavamo i operaciju sabiranja realnih brojeva i operaciju sabiranja matrica,

9Koristi se i oznaka E odnosno F,, za jedini¢nu matricu reda n.
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dok sa - oznacavamo cak tri razlicite?® operacije smatramo da do zabune ne moze dodi.
Kada razmatramo strukturu (M., «n, +, :), pod operacijom - podrazumevamo mnozenje
matrica iz M, xn, brojem iz R. Na skupu matrica M,, «,, su operacije sabiranja matrica i
mnozenja matrica brojem zatvorene, sto nije slucaj sa operacijom mnozenja dve matrice.
Dodatne osobine koje su zadovoljene na strukturi (M, xn,+, ) su precizirane slede¢om
teoremom:

Za sabiranje matrica © mnoZenje matrica realnim brojem vaze sledece osobine:

1. (VA,B,C € Myxn) (A+B)+C=A+(B+C), asocijativnost
2. (VA,B € Myxn) A+ B =B+ A, komutativnost
3. VAe Mpsn) A+O0O=0+A=A, (30 € Myxn)

postoji neutralni element

4. (VA € Mpxn) (3(—A)?' € Mypsn) A+ (=A) = (—A)+ A= 0,

postoji inverzni element
5. (VA,B e Myxn) (VaeR)a-(A+B)=a-A+ - B, distributivnost
(VA € Mysn) Vo, €R) (a+0)-A=a-A+ (- A, distributivnost
7. (VA€ M) Va,BER) (a-B)-A=a-(5-A),
(VAE Mypsn) - A=A

6.1.2 Transponovane matrice

Transponovana?® matrica AL, =~ matrice Ayxn, se dobija zamenom mesta vrsta i kolona
matrice A tj. bj; =a;; t=1..m, j=1.n.

Osobine transponovanja matrica Odgovor na pitanje kako transponovanje matrica
dejstvuje na zbir matrica, proizvod matrica i proizvod matrice brojem dat je slede¢im
osobinama:

1. (ADT =

2. (Amxn + Boxn)" = Al + Bhn;
3. (a - Apxn)t =a- AL

4. (Aan ’ nXp) B{;Fm AZXm

Prve tri osobine se lako dokazuju na osnovu prethodnih definicija. Za ¢etvrtu osobinu
sledi dokaz.
Dokaz 4.:
Neka su redom sa C, D, E, F' i G oznacene matrice A,,xpn - Buxm, CT, BT AL i E.F.

Tada je na osnovu proizvoda matrica i transponovanja matrice zadovoljeno: d;; = ¢;; =

20Primetimo da se operacije: mnozenje realnih brojeva, mnozenje matrica i mnozenje matrice realnim
brojem, poklapaju, u specijalnom slucaju kada je red matrice 1.

2l Matrica —A = —1 - A je inverzna matrica za matricu A u odnosu na operaciju sabiranja matrica.

22Sem oznake AT koristi se i oznaka A’ za transponovanu matricu matrice A.
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Yooy Gk bgj,za @ =1.m, j=1.p;e; =by,za i =1.n, j=1.p; fj = a, za
t=1..m, 5 = 1...n. Tako je proizvod

9i5 = D per Cik e Srj = D ey Ui @i =Y p_y ik -bri = cji = dij, za i =1..p, j = 1..m,
sto je i trebalo dokazati. O

6.2 Determinante

Determinante reda 2 racunamo tako sto od proizvoda elemenata sa glavne dijagonale
oduzmemo proizvod elemenata sa sporedne dijagonale:

11 12 30 0 12
'2122‘—11-22—12-21——10, ‘02‘—6, ’1_3’——12.
U opstem slucaju, determinanta reda 2 je:
ai diz2 | _ Uit - o — io - G
(1 11" 22 12 - Q21-

Poznato je da se determinanta reda 3 racuna na slede¢i nacin: iza trece kolone se
dopisu prve dve kolone, zatim se sabiraju umnozci elemenata sa glavne dijagonale sa
umnozcima elemenata sa “paralela” glavne dijagonale i oduzimaju umnozci elemenata sa
sporedne dijagonale i njenih “paralela”. Tako je

ail a2 a1z | ail a2
a21 G22 G23 | @21 422
a1 az2 a3z | aszi as2

=  a11-G22°G33 + Q12-0a23-a31 + a13-as1 - as2
— Q31+ G22-Q13 — (32023 Q11 — Q33 a21 - 412

Dakle, ima ukupno Sest sabiraka koji redom odgovaraju slede¢im permutacijama iz Ps:
id, (123), (132), (13), (23), (12). Prve tri permutacije su parne.
Imamo, na primer, da je determinanta

1 3 -4 1 3
2 0 -5 2 0 =0-45+8-0-5+12=-30.
3 -1 -2 3 —1

Medutim, ako zelimo da izracunamo determinantu matrice reda 4 to ne mozemo da
uradimo uopstavanjem?® nacina na koji smo racunali determinantu reda 3.
Opsti nac¢in za racunanje determinanti je dat slede¢om definicijom.

Determinanta kvadratne matrice A reda n je realan broj:
|Al = Z (=)™ %) @10y - Ay e Anpnys
pE€Pn
gde je Py skup svih permutacija na skupu {1,2..n}, a Inv(p) je ukupan broj transpozicija
u zapisu permutacije p preko proizvoda transpozicija*t.

Z3Dopisali bismo prve tri kolone, a zatim bi na pravougaonoj Semi 3 x 7 sabirali umnozke elemenata,
sa glavne dijagonale sa umnozcima elemenata sa “paralela” glavnoj dijagonali, dok bismo odgovarajuce
umnozke elemenata sa sporedne dijagonale i sa njenih “paralela” oduzimali.

24Videti Stav 3. u odeljku 2.1.1
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Dakle, determinatu mozemo predstaviti kao preslikavanje skupa svih kvadratnih ma-
trica u skup realnih brojeva. Sem upotrebljene oznake |A| koristi se i oznaka det(A) [21],
[15]. U zapisu determinante matrice u razvijenom obliku neéemo pisati uglaste zagrade.

Tako je
aiy; a1z a1z .... Qip
921 Q929 @923 .... A2 . .
" | determinanta matrice A = [a;;].
Anp1 Ap2 Ap3 ... QApp

Napomena: Proizvod n elemenata aip(1)-aop) .- Anp(n), P € Pn, iz definicije determinante
matrice A ima po jedan ¢inilac iz svake od n vrsta, pri ¢emu je medu njima zastupljen i po
jedan elemenat iz svake od n kolona matrice A. Da su sve vrste zastupljene je ocigledno
jer indeksi vrsta idu redom od 1,2... do n. Indeksi kolona su redom p(1),p(2)...p(n).
Medutim, posto je p bijekcija p : {1..n} — {l..n} to se skup slika {p(i)]i = 1..n}
preslikavanja p poklapa sa skupom indeksa svih kolona {1...n}.

Broj potrebnih racunskih operacija se veoma brzo povec¢ava sa porastom reda matrice.
Kada bismo determinantu reda 5 racunali po definiciji imali bismo 5!=120 sabiraka, dok
bismo za relativno malu matricu, reda 10, za njenu determinantu bilo potrebno sabrati
3.628.800 sabiraka! Na srecu, u praksi ne moramo determinante da racunamo po definiciji.

Postoje brzi nacini za racunanje determinanti. Jedan od njih je dat u stavu x, poglavlja
4.2.3.

6.2.1 Osobine determinanti

Kako su determinante definisane samo za kvadratne matrice to su u slede¢im svo-
jstvima, operacije sabiranja, mnozenja matrica i mnozenja matrica skalarom restrikovane
samo na skup kvadratnih matrica M,, fiksiranog reda n € N.

Determinanta zbira dve kvadratne matrice nije jednaka zbiru determinanti tih matrica.
Tako je determinanta zbira dve jedinicne matrice reda 2 jednaka

Lol et
Neka su A i B proizvoljne matrice iz M, i neka je a realan broj. Tada je zadovoljeno:
1. |a-Al= o™ |A|;

2. |A-B|=|A|-|B|;

3. |AT| = |Al.

Dokaz 1.: Neka je oznacena sa B = - A. Tada je bj; = aa,j i, 7 = 1...n. Takode je:

Bl =D (=1 biyay - bapia) - - - by =

PEPR

> (=10 qay) - aagy) 0 G = o"|A] O
pEPn
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Skica dokaza 2.: Neka je sa C oznacena matrica A - B. Tada je
Cij = ZZ:1 @ - bj, 1,7 = 1..n. Dokaz moze da se izvede matematickom indukcijom po
redu matrica n, ali na ovom mestu, dajemo dokaz samo za n = 2:

|C| = (an b1y + gz 521) : (a21 bio + ags - 522) - (a21 b11 +aga - 521) : (CL11 “bia+as- 522) =

@iy - byy - agg - bag + @y - bay - aga - bao + ayy - biy - agy - bz + arg - by - agy - bio—
(a1 b1y - ary - big + agg - byy - any - bia + agy - biy - arg - by + Gga - by - G1g - byp) =
a1 - aga(bry - bag — big - ba1) + a2 - @z (—bi1 - boy + b1z - bay) = |A] - | B|
Dokaz 3.: Neka je B = AT, sto znadi da je bj; = a;j 1,7 = 1...n. Tada je:

[Bl= > (=1 biyr) - bopiay oo~ by =

pEPn
Z (—1)fm @) Ap(1)1 * Ap(2)2 " - Apnyn = *°
PEPR
o =DM ay - agpae) e iy =
p~leP,
D)™ anny - azp) - gy = AL
PEPn

O

Elementarne transformacije nad matricama su: zamena dve vrste, mnozenje vrste
brojem razli¢itim od nule i dodavanje vrsti druge vrste pomnozene brojem. Kako se i da
li se menja determinanta matrice nakon primene neke od ovih transformacija je objasnjeno
u slede¢em stavu.

Stav 0. Data je kvadratna matrica A reda n. Neka je sa Ag, 4,) 0znacena matrica
koja je dobijena od matrice A tako Sto su zamenjene vrste iy 1 i3. Neka je sa Ajq)
oznacena matrica koja je dobijena od matrice A tako sto je i- vrsta pomnozZena brojem
a, 0 # a € R. Oznacimo sa Aj ()i, maticu koja se od matrice A razlikuje samo po
elementima i9-ge vrste, koji su oblika: a;,, + o - ajx, k= 1..n. Tada vaZi:

1. |A(i1,i2)‘ = _|A‘;
2. |Ai| = a-|Af;
3. |Ai1(a),i2| = |A|

Dokaz 1. Pretpostavimo da je i1 < i5. Imamo

[Afiin] = D (=D ar,0) - i) o irplin) - oo Oy =
PEPR

25 Zadovoljeno je da Inv(p) = Inv(p~!) kao i da su jednaki skupovi {(p(i),i)|i = 1..n} = {(i,p~1(i))|i =
1...n} za svaku permutaciju iz P,,.

26Dok permutacija p “progeta” po P, i njena inverzna permutacija ¢e prosetati po svim vrednostima
iz. Py, jer je (Pn,-) grupa (videti Stav 4, odeljka 2.1.1).
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Z (—1)fm@) Aq(1)q(p(1)) * -+ Aq(iz)a(p(iz)) * -++Qq(in)a(p(ir)) -~ La(n)a(p(n))

PEPn
Pomnozili smo sve indekse permutacijom ¢ = (i1,43). Sa t ozna¢imo permutaciju koja
je proizvod permutacija q i p: t = ¢ - p. Kako je (—1)™® = (—1)m®) . (1)) =
(=1)® . (—1), imamo (—1)™®) = —(—1)™®_ Stoga je prethona formula jednaka sa:

— Z(_1>1nv(t) alt(l) . ...ailt(iZ) . "'aigt(iz) L ant(n) = —|A‘
tePn

O

Dokaz 2. Dokaz se izvodi slicno kao i dokaz osobine 1. prethodne teoreme.
Posledica osobina 1. ¢ 2.: Ako matrica A ima dve wvrste (kolone) sa proporcionalnim
elementima tada je |A| = 0.

Dokaz posledice: Neka su proporcionalne vrste 7; i 75 matrice A, i neka je koeficijent
proporcionalnosti @ # 0 (odn. a;,; = aa;,;). Tada je po osobini 2. |A| = «|B|, pri
¢emu matrica B ima sve vrste sem io-ge vrste jednake vrstama matrice A, dok je is-ga
vrsta matrice B jednaka i-voj vrsti matrice A (B). Tako matrica B ima jednake dve
vrste, b;,; = b;,; = a;,; Sto implicira da su jednake matrice B = B, ;,) pa su i njihove
determinante jednake |B| = |By;, ;,)|- S druge strane, po osobini 1. je |B| = —|B;i,)|-
Predhodne dve jednakosti su moguée jedino ukoliko je |B| = 0, §to znaci da jei |A| = 0. O

Dokaz 3. Pretpostavimo da je i1 < 5. Imamo

[ Air()2] = Z (_1)Inv(p) Wip(1) - Qigp(iy) * - (@ispin) T O Qigp(in)) * o * Anp(n) =
PEPn

Z (_l)hw(p) QA1p(1) * -+ Qiyp(iy) * -+ Qigp(iz) * -+ * Anp(n) +
pEPn

@ > (=D a0y - i) e i) < Gapy = [A] + 0
PEPn

Poslednja jednakost sledi iz ¢injenice da druga suma predstavljala determinantu matrice
koja je imala dve jednake vrste (i1-va i io-ga vrsta su jednake) §to na osnovu prethodne
posledice jeste 0. 0

6.2.2 Minor matrice i adjungovana matrica

Minor reda k, k < min{m,n}, matrice A tipa m x n na skupu R je determinanta
podmatrice K}y, matrice A, pri cemu se matrica K dobija izbacivanjem m — k vrsta i
n — k kolona matrice A.

Tako su elementi neke kolone (vrste) matrice K elementi neke kolone (vrste) matrice

A. Na primer, sve podmatrice reda 2 matrice A = { 123 } su:

456
12 13
45 |7 46

56
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Tako bismo kvadratna matrica reda 3 imala 9 minora reda 2, jer na 3 na¢ina mozemo da
iz polazne matrice izbacimo jednu vrstu i na 3 nacina mozemo da izbacimo jednu kolonu
da bismo dobili podmatricu reda 2. Minora reda 1 ima koliko i elemenata polazne matrice
i njihova vrednost je jednaka vrednosti odgovarajucih elemenata matrice.

Minore reda n — 1 kvadratne matrice A reda n nazivamo glavnim minorima. Sa M;;
oznacavamo glavni minor reda n — 1 dobijen kao determinanta podmatrice koja je u
odnosu na matricu A okrnjena za neku i-tu vrstu i neku j-tu kolonu i,j € {1,2..n}.
Kofaktorom ili algebarskim komplementom elementa a;; matrice A nazivamo broj
Ay = (=1)" M.

Adjungovana matrica A* kvadratne matrice A = [a;j] reda n je matrica sa elemen-

tima [A;;] = [Ai]", 4,7 = 1..n gde je A kofaktor elementa a;; matrice A.
123
Primer: Neka je A= | 456 | tada su kofaktori:
789
56 46
Ap = (=) 89 |~ =3 A= (_1>1+2‘ 79 ‘ -0
45 23
A13 = (_1)1+3 7 8 - _37 A21 = (_1)2+1 8 9 ' - 6’
13 12
(L 1)2+2 _ — (_1)2+3 _
Ay = (—1) 79| = 12, Agz = (-1) 78‘_6’
23 13
A31 = (_1)3+1 56 = _37 A32 = (_1)3+2 46 ‘ 6 1
12
Azz = (—1)3+3 15| = —3.
Stoga je adjungovana matrica A* = | Ajp Agy Asp = 6 —12 6
Az Az Ass -3 6 =3

6.2.3 Rekurzivni nacin ra¢unanja determinanti

Determinante kvadratnih matrica reda n za n > 4 je “teze” izracunati. Na primer, za
racunanje determinante matrice reda 5 je potrebno izracunati 120 zbirova i 600 proizvoda.
Slede¢a tvrdenje nam pruza mogucénost da brze?” racunamo daterminante matrica veéeg
reda.

Stav *.Neka je data matrica Ay, = |a;;]. Tada je

Al, i=k
(1) az’l'Ak1+ai2'Ak2+m+ain'Akn:{’O[ Z'Z#k
Al j=k
(2) ale1k+CL2]A2k++anjAnk:{|0|, ]]#k

2TU opstem slucaju za racunanje determinante matrice reda n po definiciji treba n - n! mnozenja i n!
sabiranja. Medutim, kada determinantu racunamo pomoc¢u n determinanti reda n — 1, potreban broj
proizvoda je n+n-(n—1) - (n—1)!, dok je potreban broj zbirova n 4+ n - (n — 1)!. Na ovaj naéin se broj
proizvoda smanjuje za n! — n dok se broj potrebnih sabiranja povetava samo za n.
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U formuli (1) za i = k imamo razvoj po i-toj vrsti, dok u formuli (2) za j = k imamo
razvoj po j-toj koloni.

Rekurzivni nacin rac¢unanja determinanti je posebno pogodan kad se visestruko pri-
menjuje. Na primer, determinantu matrice 4 reda ¢emo izracunati pomoc¢u determinanti

2 reda. Prvo smo izvrsili razvoj po cetvrtoj koloni a zatim po prvoj vrsti:
1233

41560 456 123 123 123
7800 =3-(+|789)4+0-(—|789|)+0-(+|456|)+0-(—|456|) =
3910 321 321 321 789
89 79 78
3-(4-(+‘ i ‘)+5-(—' 5 )+6-(+‘ 5o ‘)):3-(4-(—10)+5-20+6-(—10)):0.
Neka je data matrica Anxn, = |a;j] i neka je njena adjungovana matrica A* = [Aj;].
Tada je
A-A"=A"-A=|A| I
Dokaz:
a1 a12....Q1p All A21.... Anl
AA* — a91 A29....A2y ) A12 A22.... Ang _
ap1 An2 Apn Aln A2n Ann
Z arp Ak Z arp Ao Z arpAnk
k—nl kil kn_l
Z agr A1k Z gk Ask.... Z Ao Ank | Stav.s
k=1 k=1 k=1 o
Z Ank A1k Z Ak Ask Z Ak Ank
L k=1 k=1 k=1 i
|A] 0.... 0
0|Al.... 0 _ AL
0 0 ...|4]

Uz koriséenje formule (2) Stava *, na slican nacin se dokazuje i da je A*- A = |A|- 1. O

Osobine adjungovanih matrica

Neka je A kvadratna matrica reda n i « realan broj. Tada vaze sledece tri osobine za
adjungovane matrice.

1. |A* = |A].
2. (A*)* = A, za n=2, (A )* = |A|"2- A, za n> 2.
3. (- A)f = a7t A%
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[lustrovacemo navedene osobine na matrici A reda 2. Neka je A = 3 g ], tada su
kofaktori elemenata matrice A redom A1 =5, Ap = —7, Ay = —4, Ay = 3, odnosno
5 —4

73 1 Medutim, njihove determinante su

adjungovana matrica matrice A je A* = {

jednake:
34 5 —7
Al = 75 -4 3
[zracunajmo Sta je adjungovana matrica adjungovane matrice. Oznac¢imo sa B matricu
A*. Kofaktori elemenata matrice B su redom By = 3 By =4, By = 7, By =5,

‘:15—28:—431Aﬂ:

‘:15—28:—13.

odnosno adjungovana matrica matrice B je B* = { 37 } = A.

45
Trec¢u osobinu je interesantnije proveriti na matrici viseg reda. Na osnovu osobine
laA| = a"|A], a € R, kada trazimo adjungovanu matricu matrice aA (svi elementi

matrice A su pomnozeni sa «), svaki kofaktor, koji je determinanta n — 1 reda, ¢e imati

faktor a”~!. Sta vise, svaki kofaktor matrice aA ée se za faktor a” ' razlikovati od
odgovarajuceg kofaktora matrice A. Proverimo na matrici C' reda 3.
101 303
3C=3-1022 | = 066 [, tada su odgovarajuce adjungovane matrice:
500 1500
[ |22 ‘01‘ ‘01"
00 00 22
0O 0 -2
o — 102 11 |11 _ 10 -5 —2
50 50 02 10 0 9
02 10 10
i 50 50 02| |
[ 66| |03 03] 7
00 00 6 6
. 06 33 33 -
(38-0) = _’150' ‘150’ 06|
06 130 30
i 150 150 06 |
[ 22 01 01|
2 92 2
3 00 3 00 3 22
02 11 11
_ 92 2 _ 92 _
3 50 3 50 3 02 N
02 10 10
2 _ 92 2
i 3 50 3 50 3 02 |
0 0 —32.2
32.10 —3%.5 =3*.2 | = 3F.C"
-3%2-10 0 32.2

Naglasimo jos jednom razliku izmedu mnozenja matrice brojem i mnozenja determi-
nante brojem:
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Determinantu mnozimo brojem tako Sto samo jednu vrstu ili kolonu izmnozimo
brojem, dok matricu mnozimo brojem tako sto sve elemente matrice izmnozimo brojem.

Na primer,
123 33 66 99
33-1 231 | =1|663399 |, dok je
312 99 33 66
123 33 66 99 123 123 3323 1299
33-1231|=| 231 |=]669933|=| 231 |=]6631|=[2333|=..
312 312 312 99 33 66 9912 3166

Koja moguénost je izostavljena?

6.3 Inverzna matrica i rang matrice

Inverzna matrica kvadratne matrice A reda n je matrica A~ reda n za koju je
A A=A A=1

Ako matrica A € M,, ima inverznu matricu onda je A regularna matrica, inace je A
singularna.

Potreban i dovoljan uslov da matrica A € M, bude regularna je da je njena determi-
nanta razli¢ita od nule (tj. |A| #0).

Dokaz.

(<) Neka je matrica A regularna. Tada postoji njena inverzna matrica A~! tako da
je A7 A = A-A"! = ]. Tada su i njihove determinante jednake. Na osnovu osobine
2. teoreme 3 to je ekvivalentno sa [A7!] - |A| = |A] - |A7Y| = |I]. Kako je determinanta
jediniéne matrice jednaka |I| = 1 imamo da je proizvod dva broja |A| i |[A7!| iz skupa R
jednak 1. To ima za posledicu da su obe detrminante |A| i |[A™!| razlicite od 0.

(=) Neka je determinanta matrice A razlic¢ita od nule. Kako u opstem slucaju vazi za
kvadratne matrice da je A*-A = A- A* = |A|-I. Nakon mnozenja s leve strane formule sa
brojem ﬁ (smemo jer je |A| # 0) i uz koriséenje osobine a-(A-B) = (a-A)-B = A-(«a- B)
sledi
(ﬁ . A*) A=A (ﬁ . A*) = I, $to znadi da je |7%| - A" trazena inverzna matrica
za A, tj.

1

Al = A
A

6.3.1 Osobine regularnih matrica

Neka su matrice A, B € M,, regularne. Tada je
L (a-A) =141 a#0.
2. (A H)= 1 = A,
3. (A-B)y"'=B"1.4"1
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6.3.2 Rang matrice

0, ako je A nula matrica
k, ke {1,2...min{m,n}}
malan prirodan broj za koji vazi da postoji minor reda k matrice A razlicit od nule, dok
su svi minori reda k + 1 ili veceg (ako postoje) jednaki nuli.

Rang matrice Ayxn je r(A) = { , pri cemu je k maksi-

Primer: Neka su date matrice

1010 L1 001
A=|o0111 |, B:{OO] ic=1]010]|,
1010 100

tada je r(A) = 2,7(B) = 11ir(C) = 3. Matrice A, B i C iz primera se nazivaju 0-1
matrice ili retke matrice.

Rang trougaone matrice tipa m X n za m > n, jednak je broju elemenata sa glavne
dijagonale razlicitih od nule.

Na primer, ako su trougaone matrice A i B oblika:

93 1 0 0011
01 -2 9 0231
A= B=10007 |,
00 035
00 0 4 0008
0000

njihovi rangovi su redom r(A4) =31 r(B) = 2.
Rang regularne matrice reda n je n.

Dokaz. Neka je A regularna matrica reda n. Tada je |A| # 0. Kako je determinanta
kvadratne matrice A minor te matrice maksimalnog reda n to je po definiciji ranga matrice

r(A) =n. O

Kako smo obradili potreban minimum matri¢nog racuna u sledeé¢em poglavlju ¢emo
ga primeniti na reSavanje sistema linearnih jednacina.

6.4 Zadaci

6.1. Resite zadatak iz prvog primera u uvodu ove glave.
6.2. Date su matrice:

-1 1 -3 11 % f

A= ., B= 1 -1 2 i O =
15 151 1 -1
2 2

Izracunajte 5- A% — A+2-1,, gde je A> = A-A-Ail je jedini¢na matrica reda 2. Ako
su prizvodi B - C, C'- B i B - A definisani izracunajte ih.



104

6.3. Za matricu A iz prethodnog zadatka nadite matrice: AT, A* i A~!. Zatim nadite
determinante:| AT|, | A% i [A7Y.

6.4. Kramerovom metodom resiti sistem A-X = [ g } , gde je A matrica iz 2. zadatka.

6.5. Date su matrice:

A= , B= ic=[10 01
100 1 -1 5 1 Lo 10
101 0 -2 2 1

Izracunajte vrednost determinante matrice A na osnovu razvoja po 1. vrsti i na osnovu
razvoja po 2. koloni. Ukoliko postoje inverzne matrice A=! i B! nadite ih. Odredite
rang matrice C'.

1
6.6. Resite sistem S34 linearnih jednacina: C - X = 1 |, Gausovim metodom
1
eliminacije. Matrica C' je matrica iz prethodnog zadatka.
6.7. Resite matricnu jednacinu

1 -1 11

0o -1 2 -X=1-12

0 1 0 -2 1
6.5 Teorijska pitanja

1000
. 0100 C e e .
6.8. Matrica = 0010 | 1€ jediniéna matrica reda 4. 1
0010
’6.9. Svaka dijagonalna matrica van sporedne dijagonale ima 0. ‘ 1
. . 000 | .

6.10. Tip nula matrice O = [ 000 ] je 0 x 0. 4
’6.11. Nula matrica je neutralan elemenat za mnozenje matrica. ‘ il
6.12. Trougaona (donja) matrica je kvadratna matrica kod koje su svi elementi -
ispod glavne dijagonale jednaki 0.
’6.13. Trougaone matrice su podskup skupa dijagonalnih matrica. ‘ L
’6.14. Komutativnost za sabiranje matrica vazi. ‘ T
’6.15. Komutativnost za mnozenje matrica vazi. ‘ 1
’6.16. Asocijativnost za sabiranje matrica vazi. ‘ T
’6.17. Asocijativnost za mnozenje matrica vazi. ‘ T
6.18. Postoji bar jedan od proizvoda A- B i B - A, ako je matrica A tipa 7 x 5 a 1
matrica B tipa 7 X 6.
6.19. Za svake dve matrice B i C, ako postoji proizvod B - C vazi da je (B-C)T 1
=BT .CT,




6.20. Elementi na glavnoj dijagonali ostaju na glavnoj dijagonali i posle transpono-
vanja.

6.21. Elementi na glavnoj dijagonali matrice A su jednaki elementima na sporednoj
dijagonali matrice A”.

’6.22. Element a;; matrice A = [a;;] se nalazi u i-toj koloni i j-toj vrsti.

’6.23. Kvadratne matrice razli¢itog reda ne mogu se ni sabrati ni pomnoziti.

’6.24. Element b;; matrice B = [b;;] se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni.

’ 6.25. Transponovana dijagonalna matrica jednaka je polaznoj dijagonalnoj matrici.

’6.26. Za svaku pravougaona matrica P su definisani proizvodi PT-P i P - PT.

6.27. Transponovanjem kvadratne matrice skup elemenata na glavnoj i skup ele-
menata na sporednoj dijagonali se ne menjaju.

6.28. Za sve pravougaone matrice razlicitog tipa zbir nikad nije definisan, dok
proizvod moze da bude definisan.

6.29. Pravougaone matrice istog tipa ne mogu da se pomnoze.

6.30. Neka su date matrice Azyxs, Bsxs 1 Csx3, tada su definisani slede¢i proizvodi:
A-C-B,(A-C), (C-A"-C,C-(A-C), zaneN.

6.31. Red matrice { 8 1 ] je 2.

6.32. Red matrice { 8 1 ] je 1.

6.33. Matrica [ ?(1) ] je jedini¢na reda 2.

6.34. Mnozenje vrste ili kolone matrice brojem razlicitim od 0 je elementarna trans-
formacija.

6.35. Red matrice [ 8 g ] je 2, dok se elemenat 2 u 1. vrstii 2. koloni.

. 000 | .
6.36. Red matrice A = [ 000 ] je 0.

6.37. Postoji bar jedan od proizvoda A - B i B - A, ako je matrica A tipa 3 X 5 a
matrica B tipa 3 X 6.

6.38. Postoji bar jedan od proizvoda A - Bi B - A, ako je matrica A tipa 3 X 5 a
matrica B tipa 6 x 3.

6.39. Mnozenje vrste ili kolone matrice nulom nije elementarna transformacija.

6.40. Postoji bar jedan od proizvoda A - Bi B - A, ako je matrica A tipa b x 7 a
matrica B tipa 6 x 7.

6.41. Neka su date matrice Asysz, Boyxs 1 C3x0, tada su definisani sledeéi proizvodi:
A-C-B,(A-C), (C-A"-C,C-(A-C), zaneN.

6.42. Matricu mnozimo brojem tako sto tim brojem pomnozimo elemente neke
vrste.

6.43. K je kvadratna matrica akko je definisan proizvod K - K.

105
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6.44. Transponovana jedini¢na matrica jednaka je jedini¢noj matrici.

6.45. Za svaku kvadratnu matricu A,, skup elemenata na glavnoj dijagonali matrice
A, je jednak skupu elemenata na sporednoj dijagonali matrice AZL.

6.46. Za svaku kvadratnu matricu A,, skup elemenata na glavnoj dijagonali matrice
A, je jednak skupu elemenata na glavnoj dijagonali matrice AZ.

6.47. Mnozenje kvadratnih matrica istog reda je komutativno.

6.48. Za sve matrice B,C,D € My, vazi B+ (D +C) = (C+ B)+ D.

6.49. Neka su A, B i C proizvoljne matrice reda n, tada je C- (A+ B)T = C'- BT +
C- AT,

6.50. Neka su A, B i C proizvoljne matrice reda n, tada je C-(A-B)T = (C-BT)- AT.

6.51. Za sve pravougaone matrice A i B, istog tipa, proizvodi A- B i B - A su
definisani.

6.52. Za sve matrice B,C, D € M,,yp,, vazi B+ (D+C) = (D+C) + B.

6.53. Broj kolona prve matrice treba da je jednak broju vrsta druge matrice da
bismo njihov proizvod bio definisan.

6.54. Za sve matrice B,C,D € M,xpn, vazi B+ (D+C)=(B+C)+ D.

6.55. Za pravougaone matrice A i B, istog tipa, zbirovi A+ B i B+ A su definisani.

’6.56. Za sve kvadratne matrice B, C, D, istog reda vazi B-(D+C) = B-C+B-D.

’6.57. Pravougaone matrice istog tipa mogu da se saberu.

16.58. Za sve matrice E, F,G € Myyxn, vazi E-(F+G)=F-E+G - E.

’6.59. Za sve matrice B,C, D € M,,,vazi B- (D+C)=B-C+ D - B.

6.60. Za sve matrice B,C, D € Myyxn, vazi B+ (D +C) = (C + D) + B.

6.61. Neka je B bilo koja kvadratna matrica reda n, i neka je k # 0 realan broj

1
tada je (k- B)T = P BT.

’6.62. Broj jedinica na glavnoj dijagonali jedini¢ne matrice jednak je njenom redu.

6.63. Na sporednoj dijagonali jedini¢ne matrice parnog reda su svi elementi jednaki

0.

6.64. Matricu mnozimo brojem tako Sto tim brojem pomnozimo elemente svih
vrsta.

6.65. Na sporednoj dijagonali jedinicne matrice neparnog reda je jedna 1 i ostalo
su 0.

6.66. Na sporednoj dijagonali jedini¢ne matrice neparnog reda su svi elementi jed-
naki 0.

6.67. Za pravougaone matrice A i B istog tipa, proizvodi (A - B)® i (B - A)® su
definisani.

6.68. Za sve pravougaone matrice A i B istog tipa, proizvodi (4-BT)? i (B-AT)?
su definisani.

6.69. Determinanta matrice je definisana samo za kvadratne matrice.

6.70. Dva od tri tipa elementarnih transformacija primenjenih na matricu menjaju
njenu determinantu.

A AAdA4 4 4 4 - A4 A4 A4 A

l_
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6.71. Svaka determinanta matrice razlicita od 0 menja znak ako zamenimo mesta
dvema kolonama njene matrice.

6.72. Determinantu matrice mnozimo brojem tako S$to sve elemente pomnozimo
tim brojem.

6.73. Sva tri tipa elementarnih transformacija primenjenih na matricu menjaju
njenu determinantu.

6.74. Determinanta je jednaka 0 ako su joj dve vrste proporcionalne.

6.75. Svaka determinanta matrice razlicita od 0 menja znak ako zamenimo njene
dve vrste.

6.76. Determinanta matrice se ne menja ako vrsti dodamo drugu vrstu pomnozenu
brojem.

6.77. Za svake dve kvadratne matrice istog reda zbir njihovih determinati jednak
je determinanti zbira njihovih kvadratnih matrica.

6.78. Determinantu mnozimo brojem tako sto sve elemente jedne vrste ili jedne
kolone pomnozimo tim brojem.

6.79. Determinanta svake (donje) trougaone matrice jednaka je proizvodu eleme-
nata sa sporedne dijagonale.

6.80. Determinanta dijagonalne matrice jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj
dijagonali.

_|

6.81. Determinanta svake kvadratne matrice se ne menja ako zamenimo dve kolone
matrice.

’6.82. Ako se zamene neke dve kolone bilo koje determinante ona se ne menja.

’6.83. Determinanta jedini¢ne matrice bilo kog reda jednaka je nuli.

6.84. Za svaku kvadratnu matricu za koju su svi elementi u nekoj vrsti medusobno
jednaki sledi da njena determinanta je jednaka 0.

- oE e

6.85. Postoji kvadratna matrica za koju su svi elementi u nekoj vrsti medusobno
jednaki i njena determinanta je jednaka 0.

_|

6.86. Ako su svi elementi u nekoj koloni kvadratne matrice jednaki 0 njena deter-
minanta je jednaka 0.

6.87. Determinanta nula matrice bilo kog reda jednaka je nuli.

6.88. Determinanta matrice se menja ako koloni dodamo drugu kolonu pomnozenu
brojem.

6.89. Za svaku kvadratna matrica A, 1 0 # k € R vazi |k - A| = k™ - |A].

6.90. Neka su B i A bilo koje kvadratne matrice istog reda, tada je |A| 4+ |B| =
|A+ Bl

e

6.91. Za determinante za svako a,b,c,d € R vaz

o

QU o
Il

a b
c+1999-a d+1999-a
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6.92. Vazi za determinante za svako a,b,c,d € R: Zcbl ‘ =
_ b a T
d+2004-b c+2004-a
6.93. Vazi za determinante za svako a, b, c,d € R: ab = — ba = de T
cd dc ba
6.94. Vazi za determinante za svako e, f, g, h € R: ef| 2 _|9n = I h ST
gh ef eyg
6.95. Vazi za determinante za svako a, b, c,d € R : ab SR d = ba L
cd ab cd
. .. | 615 63 21 11
6.96. Za determinanate vazi 310 ‘ = 5’ g9 ’ = 5-3‘ 39 ' = 5~3-2' 19 ’ =
11 T
5029 11|
. .. 105 01
6.97. Za determinanate vazi 10 ’ =5- ‘ 10 ' . T
5010 505 101 015
6.98. Vazi | 01 0 |=2-/010|=10-1010| =—=2-1100| =0. T
10 2 101 101 015
030
6.99. Red i determinanta matrice | 001 | su jednaki 3. T
100
6.100. Tacna je sledeca jednakost | 2 > |=4.5.| b ] T
. - Tacna je sledeca jednakost | | = 1 9|
5 0 2 4
. 1 3 0,25 0,5
6.101. Determinanta 32 7 15 3 # 0. s
3 15 0 0
(1234
. . 0234 |.
|
6.102. Determinanta matrice 0034 | 1€ 3l T
| 0001 |
(1234
. . 0034 | .
|
6.103. Determinanta matrice 0034 | € 41. 1
10004 |
(1234
. . 0234 |.
|
6.104. Determinanta matrice 0034 | 1€ 41, T
| 0004
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1 000
. 2 0 01
6.105. Determinanta 012 0|7 2.
0 010
. .. 05 01
6.106. Za determinanate vazi 5 0 ‘ =5- ‘ 10 '
. . 02 |.
6.107. Determinanta matrice [ 5 0 ] je 2.

’6.108. Ako po definiciji racunamo determinantu reda 4 imamo 24 sabirka.

’6.109. Ako determinantu reda 4 racunamo po definiciji imamo 8 sabiraka.

6.110. Ako po definiciji racunamo determinantu reda 5 imamo 120 sabiraka.

4=+

6.111. Opsti sabirak by5-ba3-bs2-bag-bs1, u definiciji determinante matrice By = [b;;]
ima predznak — (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone
ovih elemenata je parna).

|_

6.112. Opétl sabirak d12 : d23 : d34 . d45 : d56 : d61 Po deﬁnlClJl determinante |D6| ima
predznak + (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih
¢inilaca je parna).

6.113. ¢13 - Co1 - C35 - Ca2 - €54 Je jedan od 120 opstih sabiraka po po definiciji |Cs|
sa predznakom — (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone
ovih elemenata je neparna).

6.114. Slededi proizvod elemenata: dyz - das - dsg - dys - dse - dg1 matrice Dy = [d;5] je
sabirak u determinanti | Dy|.

6.115. Predznak opsteg sabirka ajs - ags - g4 - 43 - a5 U definiciji determinante |A]
reda 5 je + (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih
¢inilaca je parna).

6.116. U definiciji determinante |Dg| opsti sabirak dqy - da3 - d3s - dys - dsy - dgg ima
predznak + (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih
opstih ¢inilaca je parna).

6.117. Predznak opsteg sabirka bi3 - boy - b3y - by - bss, u definiciji determinante
matrice Bs je + (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone
ovih opstih ¢inilaca je parna).

6.118. Predznak opsteg sabirka a5 - asg - @34 - 43 - @51 - g2 po definiciji determinante
|A| reda 6 je + (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone
ovih opstih ¢inilaca je parna).

6.119. Predznak opsteg sabirka aqs - a1 - @34 - a43 - as6 - g5 po definiciji determinante
|A| reda 6 je + (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone
ovih opstih ¢inilaca je parna).

6.120. Jedan od 120 opstih sabiraka u definiciji |As| je ai3 - agy - ass - aso - as; i ima
predznak + u definiciji (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks
kolone ovih opstih ¢inilaca je parna).




6.121. Jedan od 720 opstih sabiraka u definiciji |Ag| je a13 - agyq - ass - 42 - as1 + agp
i ima predznak — u definiciji (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u
indeks kolone ovih opstih ¢inilaca je neparna).

6.122. Po deﬁHICIJI determinante ’DG’ Opétl sabirak d16 . d23 . d32 . d45 . d54 : d61 ima
predznak + (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih
opstih ¢inilaca je parna).

’6.123. Matrica Asy4 ima 6 minora reda 2.

6.124. Predznak opsteg sabirka aqs - ass - ass - @41 - azy u determinanti |A| reda 5
je + (permutacija koja redom preslikava indeks vrste u indeks kolone ovih opstih
¢inilaca je parna).

6.125. Neka je D;; algebarski komplement elementa d;; matrice Dy = [d;;], i, =
1,2,3,4 tada je di3 - D13 + doz - Doz + ds3 - D3z + dys - Dyz = |Dy|.

6.126. Neka je D;; algebarski komplement elementa d;; matrice Dy = [d;;], 1,7 =
1,2,3,4 tada je diz - Dig + dag - Doy + ds3 - D3g + dyg - Dag = |Dy.

6.127. Neka je D;; kofaktor elementa d;; matrice Dy = [d;;], 7,j = 1,2, 3,4 tada je
diz - Dig + dag - Doy + d3zz - D3y + dyz - Dyp = 0.

6.128. Minora reda k, matrice B,xn, za k < min{m,n} ima < TIZ > . ( Z >

Proverite na primeru za k = 3,m = 3,n = 4.

’6.129. Minora reda 3 matrica tipa 4 x 3 ima 9.

’6.130. Minora reda 4 matrice tipa 5 x 4 ima 5.

’6.131. Matrica Asy4 ima 16 minora reda 3.

6.132. Matrica Asy4 ima 4 minora reda 3.

6.133. Glavne minore imaju samo kvadratne matrice.

6.134. Kvadratna matrica reda n ima n? glavnih minora.

6.135. Matrica Asy3 ima 3 minora reda 2.

6.136. Matrica Aszys nema minore reda 4.

’6.137. Matrica Asy3 ima minor reda 3.

’6.138. Matrica Asy4 ima 6 minora reda 2.

’6.139. Matrica Asy3 ima 3 minora reda 3.

’6.140. Matrica tipa 5 x 3 ima 10 minora reda 3.

6.141. Matrica tipa 5 x 3 ima minor reda 4.

’6.142. Kofaktor elementa a;; matrice A se u A* nalazi u ¢-toj koloni i j-toj vrsti.

|
|
|
|
|
|

6.143. Algebarski komplement A;; elementa a;; matrice A = [a;;], se racuna po
formuli A;; = (1)t M;;, gde je M,; glavni minor matrice A.

6.144. Ako je red kvadratne matrice neparan, opsti predznaci kofaktora, po defini-
ciji kofaktora, elemenata sa sporedne dijagonale su +.

6.145. Ako je red kvadratne matrice paran, opsti predznaci (po definiciji) alge-
barskih komplemenata elemenata sa sporedne dijagonale su +.
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6.146. I za paran i za neparan red matrice opsti predznaci kofaktora elemenata sa
glavne dijagonale su po definiciji kofaktora —.

6.147. Ako je red kvadratne matrice paran opsti predznaci algebarskih kompleme-
nata elemenata sa glavne dijagonale su po definiciji +.

6.148. Kofaktor elementa ¢, matrice C = { ; :; } je 2.

6.149. Kofaktor elementa ag; matrice [ g (2) ] je —2.

6.150. Kofaktor elementa ag; matrice A = [a;;], A = { (1) (1) 1 je 1.

6.151. Algebarski komplement elementa by, matrice B = [ ;1 i’ ] je 4.
300

6.152. Kofaktor Ass, matrice A= | 032 | je9.
011

6.153. Transponovana i adjungovana matrica jediniéne matrice su jedini¢ne ma-
trice.
’6.154. Kvadratna matrica je singularna ako nema inverznu matricu.

’6.155. Kvadratna matrica je singularna akko je njena determinanta jednaka 0.

|

’6.156. Kvadratna matrica je regularna akko ima inverznu matricu. }

’6.157. Kvadratna matrica je regularna akko je njena determinanta jednaka 0. ‘

6.158. Ako je A regularna matrica vazi (A=)~ = A.

’6.159. Neka su C'i B regularne matrice, tada je (C'- B)™! =C~'. B~! ‘

’6.160. Neka je B matrica inverzna matrici A, tada je |A- B| = 1. ‘
|
|

’6.161. Neka su C'i B regularne matrice, tada je (C'- B)™! = B~ . C~L.
’6.162. Neka je B inverzna matrica za matricu A, tada je A- B = B - A.

6.163. Neka je B regularna matrica reda n i neka je k realan broj, tada je (k-B)™! =
k" - B

6.164. Neka su A i B regularne matrice, tada je A- B = B - A.

6.165. B regularna matrica akko je |B| # 0.

6.166. Neka je B matrica inverzna matrici A, tada je [A- B| = |B - A.

6.167. Ako je A regularna matrica vazi |[A] # |5 - Al.

’6.168. Ako je A singularna, A - A* je nula matrica.

’6.169. Nula matrica reda n je regularna.

’6.170. Matrica A ima inverznu matricu je ekvivalentno sa |A| = 0.

F F F R AAA AR B A A A A A A A A

’6.171. Matrica A je singularna je ekvivalentno sa: postoji A=L.

6.172. Ako su A i B regularne matrice, tada iz B- A = C sledi B = A~ . C i
A=C- B
’6.173. Ako je |A| # 0, to znaci da je A singularna matrica.
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6.174. Jedini¢na matrica je regularna.

6.175. Ako su A i B regularne matrica tada iz B-A = C sledi B = C - A1 i

A=B"1.C.

6.176. Ako je A regularna matrica tada je matri¢na jednac¢ina A-X = B jedinstveno

reSiva po X.

6.177. Ako su A i B regularne matrica vazi |A - B| = |A| - |B| # 0.

6.178. Neka je B matrica inverzna matrici A, tada je |A- B| = |B - A|.

6.179. Neka je B matrica inverzna matrici A, tada je [A- B| = |B- A| = 1.

6.180. Vazi, za za svaku matricu A, i realan broj o, (a-A,)* =a" - A%,

e

(1233
. 1313 . . .
6.181. Matrica 0230 1Ima inverznu matricu.

3399 |

}_

(1234
. 4321 |. . .
6.182. Matrica 0230 1ma inverznu matricu.

| 5555 |

. 20 . 0.5 0
6.183. Matrica inverzna za { 10 ] je [ 0.95 0 ]

50 10
6.184. Matrica D = [ 010 ]je kvadratna reda 3 i singularna.
10 2

6.185. Matrica= [ (1) ? ] je regularna matrica reda 4.

6.186. Matrica = [ _1 1

] je regularna matrica reda 2.

. 041. [0,25 0
6.187. Matrica inverzna za [ 10 ] je [ 0 0.25 ] :

167
6.188. Matrica { 000 ]je regularna.
485

6.189. Matrica inverzna za { g (2) ] je 00,5 }

10,5 0

100 (101

6.190. Matrice A= | 010 1B=1010 su medusobno inverzne.

101 001

—_
[\

6.191. Matrica [ ]nema inverznu matricu.

)
e

o O
\V]

6.192. Matrica [ 0

]nema inverznu matricu.
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. 01]. [01
6.193. Matrica inverzna za [ 10 ] je 10 ] T
101 (10 1
6.194. Matrice A= | 010 | iB=|0 1 0 | sumedusobno inverzne. 4
101 0 0 -1
. 20 |. 0.5 0
6.195. Matrica inverzna za { 04 }Je [ 0 095 ] T
10307
. 0110 | . . N . D
6.196. Matrica 0310 | mainverznu matricu i determinanta joj je jednaka 2. L
| 0001 |
[ 56787
. 1234 | .
6.197. Matrica 1234 | € regularna. 4
| 5678 |
(12347
. 5678 . .
6.198. Matrica 1934 | Rema inverznu matricu. T
| 5678 |
. [24 :
6.199. Matrica 11 } nema inverznu. L
- [0 1] . 01
6.200. Matrica inverzna za 10 ] je [ 10 } . T
. 0217 . 0 0,5
6.201. Matrica inverzna za 20 ] je { 0.5 0 } T
- [40]. [025 0
6.202. Matrica inverzna za 04 } je l 0 0.25 } T
. 10 . 1 .
6.203. Matrice [ 11 } i [ 11 } su medusobno inverzne. T
. 11 . 1 .
6.204. Matrice [ 11 } i { 11 ] su medusobno inverzne. 4
1030
. 0110 ]. . . . L
6.205. Matrica 0001 |imainverznu matricu i determinanta joj je jednaka —2. | T
0020
6.206. Medusobno adjungovane matrice su: [ © £ } i [ Z J; } . 1
: 12 e 12
6.207.Ak0JeA—[34]ondaJe(A)—[34} T




6.208. Medusobno adjungovane matrice su: { _; _£ } i [ ]; “Z }

6.209. Matrica [ 02

. . . 0 0
00 ] je adjungovana za matricu { ]

0 -2

6.210. Matrica adjungovana za matricu { (2)2 } je { 3 g } :

6.211. Ako je A regularna matrica tada su matrice A*- A i A - A* jednake isto]
dijagonalnoj matrici.

6.212. Matrica adjungovana za matricu { g?l } je l g Z 1 :

6.213. Jedini¢na matrica je adjungovana sama sebi.

6.214. Za sve kvadratne matrice reda veéeg od 1 vazi |A;| = |A|*L.

’6.215. Za sve regularne matrice A je A - A* nula matrica.

’6.216. Ako je A singularna, onda je A - A* nula matrica.

’6.217. Ako je A regularna matrica, tada je A - A* dijagonalna matrica.

6.218. Matrica [ 8(2) ] je adjungovana za matricu { 78 8 ]

6.219. Matrica [ 8(2) ] je adjungovana za matricu [ 8 _(2) ]

16.220. Za sve kvadratne matrice vazi A- A* = A* - A,

6.221. Matrica adjungovana za matricu { 3 2 } je l 3 2 1

6.222. Matrica [ (1) (2) ] je adjungovana za matricu _(1) _(2) }

. (12 ] o 1 =2
6.223. Ako je A = 34 onda je A* = I

. (12 ] o |1 =3
6.224.A1<0JeA—_34_ondaJeA—__2 1]

. (12 ] oL 12
6.225. Ako je A = 34 | onda je A* = _34}.

. [12 ] R 7 R
6.226.AkOJeA—_34_ondaJeA—__3 1}.
6.227. Rang matrice je 0 jedino ako je matrica nula matrica.
6.228. Rang matrice [ (1](1) } je 2.

0 01
6.229. Rang matrice | 0 1 0 | je 2
0 0 0

114
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menja.

6.230. Primenom elementarnih transformacija nad matricom, njen rang se ne

_|

6.231. Rang dijagonalne matrice jednak je broju elemenata na glavnoj dijagonali
razlicitih od 0.

6.232.

Rang regularne matrice jednak je njenom redu.

6.233.

Rang svake matrice tipa 7 X 3 je najvise 7.

6.234.

4 } su jednaki 2.

Rang, red i determinanta matrice { 11

6.235.

Rang jedini¢ne matrice reda n je n.

6.236.

100200 | .
1 o2 [

Rang matrice [

4 4 F A A

6.237.

Rang matrice

o o O
o O O

1
0] jeO.
0

6.238.

Rang singularne matrice jednak je njenom redu.

6.239.

030
Rang, red i determinanta matrice | 001 | su jednaki 3.
100

]6.240.

Rang matrice moze da se odredi samo za kvadratne matrice.

6.241.

. 02 |.
Rang matrice { 00 } je 2.

]6.242.

Rang singularne matrice je manji od njenog reda.

6.243.

300

Rang, red i determinanta matrice A= | 032 | su jednaki 3.

011

6.244.

Rang matrice tipa 4 X 7 je najvise 4.

6.245.

100
Rang matrice | 010 | je 1.
001

6.246.

Rang matrice tipa 4 x 3 je najvise 4.

6.247.

. . . 2 . .
Rang, red i determinanta matrice [ _(1) 0 } su jednaki 2.




116

Glava 7.

7 Metode resavanja i modelovanje sistema linearnih
jednacina

Posmatra¢emo sistem 5,,,, od m linearnih jednacina sa n nepoznatih

a1 + a12T2 + a13T3 + ...+ A nTy = bl

S a21T1 + 229 + 9373 + ... + Aonly — b2
mn )

m1T1 + AmaT2 + Ap3®3 + oo + Gun@n = by,

gde su elementi a;; 1 b;, ¢ =1..m, j = 1..n, zadate vrednosti iz skupa R. Elementi a;;
nazivaju se koeficijenti sistema, a elementi b; su slobodni koeficijenti. Nepoznate z;,
j = 1..n, odreduju se (ukoliko postoje) tako da zadovoljavaju sve jednacine sistema S,,,.

Sistem linearnih jednacina je:
1. saglasan (mogué, neprotivurecan) ako postoji resenje:
(a) odreden ako postoji tacno jedno resenje;
(b) neodreden ako postoji vise (bezbroj) resenja;
2. protivurecan (nemogué, kontradiktoran, nesaglasan) ako ne postoji resenje.

Ako su svi slobodni koeficijenti jednaki nuli (b; = 0, ¢ = 1...m) sistem je homogen.
Smn Nazivamo pravougaonim sistemom za m # n, dok se za m = n govori o kvadrat-
nom sistemu i koristi se oznaka .5,,. Sistem .S,,, se u matricnom obliku moze zapisati

A-X =B,
gde je A = [a;;] matrica tipa m x n, a
o] b ]
To by
X = ., B=
_xn_ _bm_

Matricu A se naziva matrica sistema S,,, ( ili matrica koeficijenata), a matrica

ail iz @13 ... Qi b
T _ 21 Q929 A23 .... Qop bg
A=

Am1 Am2 Am3 ...  Qmnp bm

naziva se prosirena matrica sistema .5,,,.
Prvo pitanje koje se postavlja za sisteme linearnih jednacina je:
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Da li postoji resenje linearnog sistema?

Odgovor nam daje slede¢e vazno tvrdenje:

Kroneker-Kapelijeva teorema Neka je dat sistem linernih jednacina v matricnom
obliku Sp: A-X = B. Tada tag sistem ima reSenje ako je rang matrice A jednak rangu
prosirene matrice A, tj.

Sistem je mogué (tj. ima reienje) < r(A) = r(A).

Ukoliko nakon izracunavanja ranga matrice A i ranga progirene matrice A dobijemo
potvrdan odgovor o postojanju reSenja sistema, mozemo da predemo na drugu fazu:
nalazenja resenja sistema linearnih jednacina.

Posledica 1. Ako je matrica sistema A, kvadratnog sistema linearnih jednacina Sy,
reqularna onda je resenje sistema jedinstveno i moze da se izrazi formulom

X=A1'.B.

Posledica 2. Ako je pravougaoni sistem linearnih jednacina S,,, takav da je r(A) =
r(A) < n onda je sistem neodreden.
Posledica 3. Ako je pravougaoni sistem linearnih jednacina Sy, takav da je r(A) #
r(A) onda je sistem protivurecan (kontradiktoran,).

Skica dokaza Posledice 1:

Ako je matrica A regularna onda je r(A) = n. Progirena matrica sistema A je tipa
n x (n+ 1) pa je r(A) < n. Medutim, determinanta |A| je minor reda n matrice A
razlicit od nule. Tako je i rang r(A) = n pa je po Kroneker-Kapelijevoj teoremi sistem
saglasan. Sa druge strane, posto je matrica A regularna, postoji njena inverzna matrica
A~!1sa njom mozemo pomnoziti sa leve strane sistem S,,. Zatim koristimo asocijativnost
mnozenja matrica, jednakost A=!- A =TI izakon [ - X = X:
A X=B&e A1 (A X)=4"1. B (A1 A - X=A1'"BsX=A4"1B Iz
poslednje formule se resenje lako izracunava mnoZenjem matrica A~! - B. Jedinstvenost
reSenja sledi iz jedinstvenosti inverzne matrice za svaku regularnu matricu. 0

Posledica 3 je direktna posledica Kroneker-Kapelijeve teoreme.

7.1 Kvadratni i homogeni sistemi

Mada Posledica 1 daje jedan nac¢in za racunanje resenja odredenog kvadratnog sistema
linearnih jednacina isticemo joS jedan nacin za racunanje reSenja kvadratnih sistema sa
regularnom matricom sistema koji daje poznata Kramerova teorema. Oznacimo sa A;
kvadratnu matricu reda n koju dobijamo od matrice sistema A kod koje smo izbacili j-tu
kolonu i na njeno mesto smestili kolonu slobodnih koeficijenata:

a1y ... AQ15-1 bl Q141 ... Qin
A a21 .... (251 bg a2j41 ... Qop

Qp1 ... Qpj—1 bn Qpj4+1 ---- OQnn
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Uocimo da je determinanta matrice A;, razvijena po elementima j-te kolone i njihovim
kofaktorima, jednaka |AJ| = blAlj + bQAQj —+ ...+ bnAnj

Kramerova teorema Ako je determinanta kvadratnog sistema S, razlicita od nule,

onda sistem ima

. A 1A A
jedinstveno resenje (%, ﬁ...., ||;||

) -

| A4 | Ay | Ayl
A = = 2 =2 g, =
|A| #0 1 A T A T A

Dokaz. Na osnovu Posledice 1 znamo da je sistem ekvivalentan sa sitemom X = A~!. B,
odakle se neposredno dobija

x
! A o A by
P ’ _4l.p— 1A*B— |
: | A Al | e
Aln . Ann bn
xn
|A1]
n A TA]
1 > =1 beAr 1 | .1| V“‘
7T A Bk v T N e B
| | Zk:l bkAkn | | ‘A ’ |An|
" Al
pri ¢emu je koriSten razvoj determinante matrice A; po j-toj koloni (koloni slobodnih
koeficijenata). O
Homogeni sistemi linearnih jednacina
0
Direktnom proverom zaklju¢ujemo da je nula vektor kolone X = | ~ | jedno resenje
0

homogenog kvadratnog sistema S, : A -X = O. Ovo reenje (x1,xs...2,,) = (0,0...0)
nazivamo trivijalnim resenjem i to je jedino resenje za |A| # 0. Medutim, ukoliko
postoje, mnogo su interesantnija netrivijalna reSenja homogenog sistema. Sledece tvrdenje
nam daje potreban i dovoljan uslov za postojanje netrivijalnih resenja.

Homogeni kvadratni sistem linearnih jednacina ima netrivijalna resenja ako je determi-
nanta sistema S, jednaka nuli (|A] =0).

Dokaz. Kako su svi slobodni koeficijenti jednaki nuli to je uvek zadovoljen potreban i
dovoljan uslov r(A) = r(A) Kroneker-Kapelijeve teoreme da je sistem mogué¢. Da bismo
izbegli da sistem ima samo trivijalno resenje, na osnovu Posledice 1, zakljucujemo da

matrica sistema mora biti singularna tj. |A| = 0. O

Uopstimo prethodnu teoremu i na pravougaone sisteme linearnih jednacina u skladu
sa Posledicom 2, Kroneker-Kapelijeve teoreme.

Pravougaoni homogeni sistem linearnih jednacina ima netrivijalna resenja ako je r(A) <
n.

Dakle, kod kvadratnih homogenih sistema dovoljno je izracunati da je determinanta
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sistema |A| = 0 da bismo utvrdili da je rang matrice homogenog sistema manji od broja
nepoznatih, a samim tim homogeni sistem ima bezbroj resenja.

7.2 Gausov metod eliminacije

Gausov metod eliminacije je opsti postupak ili za nalazenje resenja (ako ono postoji)
ili za utvrdivanje da je sistem linearnih jednacina kontradiktoran. Moze se primenjivati i
na pravougaone i na kvadratne sisteme linearnih jedna¢ina. Osnovna ideja postupka je da
se sistem elementarnim transformacijama svede na sto jednostavniji oblik iz kog se moze
ili lako izracunati reSenje ili zakljuciti da ga nema.

U odnosu na resavanje kvadratnih sistema Kramerovom teoremom, ili nalazenjem in-
verzne matrice (Posledica 1), Gausov metod eliminacije ima prednost u manjem potreb-
nom broju osnovnih matematickih operacija sabiranja i oduzimanja.

Elementarne transformacije matrice A,,«, su:

a) razmena i-te i j-te vrste (kolone) matrice;

b) mnozenje svih elemenata i-te vrste (kolone) brojem o # 0;

c) mnozZenje elemenata i-te vrste (kolone) brojem « i dodavanjem tih umnoZaka j-toj vrsti
(koloni).

Elementarne matrice su one matrice koje dobijamo nakon primene jedne elemen-
tarne transformacije na jediniénu matricu.

Tako su matrice

100 500 100
[(32): 001 y 11(5): 010 1 11(5)’2: 5].0
010 001 001

elementarne, pri cemu su od jedini¢ne matrice tréeg reda matrice I(32y, I1(s) i I1(5),2 redom
dobijene: zamenom druge i tre¢e vrste, mnozenjem prve vrste sa 5 i dodavanjem drugoj
vrsti prve vrste pomnozene sa 5.

Rang matrice je invarijantan (nepromenjiv) u odnosu na elementarne transformacije.
Preciznije:

Neka je matrica B dobijena primenom elementarnih transformacija na matricu A. Tada
je rang matrice B jednak rangu matrice A.

Dokaz. Na osnovu stava [ prethodnog poglavlja zaklju¢ujemo da su determinanta
matrice A i determinanta B ili obe razlicite od nule ili obe jednake nuli. Takode, do
istog zakljucka dolazimo ako posmatramo bilo koju determinantu podmatrice Ay reda
k matrice A i njoj odgovarajucu determinantu podmatrice By reda k matrice B. Kako
rang matrice zavisi iskljucivo od toga da li su determinante njenih kvadratnih podmatrica
jednake ili razlicite od nule, sledi da su rangovi matrica B i A jednaki. 0

Prethodno tvrdenje zajedno sa Kroneker-Kapelijevom teoremom omoguéava nam da
na proSirenu matricu sistema linearnih jednacina primenjujemo elementarne transforma-
cije (dovoljno je da ih primenjujemo samo na vrstama).

Algoritam Gausove metode eliminacije

Resavanje opsteg pravougaonog sistema linearnih jednacina Gausovim metodom elimi-
nacije vr§imo primenom elementarnih transformacija na vrste prosirene matrice sistema
Smn - A-X = B. U prvom koraku postizemo da prva kolona transformisane prosirene
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matrice sistema bude | . |. To postizemo tako sto nademo vrstu u kojoj je prvi element
0

(e) razlicit od nule i zamenimo tu vrstu sa prvom (ako veé nije prva). Zatim podelimo
prvu vrstu sa e da bismo na poziciji 1; dobili 1. Na preostalim pozicijama prve kolone
pravimo 0 (ako ve¢ nisu nule) primenom elementarnih transformacija tipa c). Na slican
nacin elementarnim transformacijama tipa a) i b), na poziciji 2o pravimo jedinicu, a za-
tim anuliramo elemente u drugoj koloni ispod pozicije o5 .... Nastavljajuéi ovaj postupak
na ostalim kolonama doéi éemo ili do matrice oblika C' ili do matrice oblika B iz sledece
teoreme.

Elementarnim transformacijama mozZemo prosirenu matricu sistema A svesti: ili na
matricu B ukoliko je sistem mogué ili na matricu C ukoliko je sistem nemoguc. Gde su

bll b12 ....... bln q1 i _Cll C12  ceeeiinnn Cin w1 i
0 b22 ........ bgn q2 0 (6} B Con Wwao

B = 0 0 brr brn dr C= 0 0 Crr Crn Wy )
0 0 .0. 0 0 0 0 ..0m. 0 wo

0 0 0. 0 0 0 0 0. 0 0 |

pri cemu je koeficijent w,y1 razli¢it od 04 by = ci; = 128, za i = 1...r.

U prvom sluc¢aju imamo dve bitno razli¢ita podslucaja:
a) r = n, tada je reSenje sistema jedinstveno,
b) r < n, tada ima viSe resenja, pri ¢emu je broj stepeni slobode n — r.
Nalazenje jedinstvenog reSenja u slu¢aju a)

Ako je od polazne prosirene matrice sistema metodom eliminacije dobijena matrica
B u slucaju a), to znaéi da je polaznom sistemu linearnih jednacina pridruzen sledeéi
ekvivalentan sistem:

r1 + biowo + bizxs + ... + b, =@
Ty +bosrs+ ... +byx, =@

Tp—1 + bn—lnxn = Gn—1
Tpn = dn

Resavanjem ovog sistema od poslednje jednacine prema prvoj dobijamo:
Tn=Gny  Tno1 = Gu1 — bnoinGn, - T1 =91 — Y bkl ,
k=2

pri cemu su u poslednjoj jednacini zamenjene fiksne vrednosti promenljivih z,,, x,,_1..., T2,
koje su izracunate iz predhodnih n — 1 jednacina.

28Ne mora se zahtevati da svi elementi by; i ¢;; na dijagonali budu 1, dovoljno je zahtevati da su razliéiti
od nule. Za onoliko za koliko se poveéava broj mnozenja da bismo dobili jedinice, se smanjuje broj
mnozenja potrebnih da dobijemo reSenje(a) iz matrice B. Jedino ako nas postupak dovede do slu¢aja C,
uzaludno smo trosili dodatno vreme za pravljenje jedinica na dijagonali.
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Na primer:
T1 4+ 2r9 — 33+ 414 =5 r1=5-2-(-2)+3-2—-4-2=7
$2—5$3+7$4:2 reSavamo $2:2+52—72:—2
.133—1‘4:0 ZL’3:0+2:2 ’
ZL‘4:2 l‘4:2

sledi da je jedinstveno resenje sistema (7, —2,2, 2).
Nalazenje opsteg resenja u slucaju b)
U sluc¢aju b) je matrici B pridruzen sistem:

T+ b12]§'2 + blg.’ll'g F + blnl'n =q1
To + b23l‘3 T + an.CUn = ({2

Mada slobodnih n—r promenljivih mozemo na proizvoljan nacin da biramo izmedu n pro-
menljivih, ipak je najjednostavnije da za slobodne promenljive izaberemo: x, 1, T, 19...Z,.
Slobodne promenljive “slobodno” uzimaju bilo koju realnu vrednost. Nakon prebacivanja
slobodnih promenljivih na levu stranu jednacina sledi:

r| + blngQ + blgl'g + ... + blrxr = 1 — b1r+1l’r+1 — ... blnl’n
Ty +burz+ .. +byr, = @@ —bop1Try1 — . — bopy
Ty = Gr — brr+1xr+1 — oo = bppzy,

Ovaj oblik sistema linearnih jednacina se razlikuje od slucaju a) jedino po tome $to na
desnoj strani jednacina nisu fiksirani realni brojevi, veé¢ su u pitanju realne funkcije koje
zavise od slobodnih promenljivih. Nalazenje resenja, koja ¢e biti u funkciji od slobodnih
promenljivih, redom za promenljive x,., z,_1... o, 1 dobijamo na slican nac¢in kao sto smo
nalazili z,,...z1 u slucaju a).

Na primer:

$1—|—2]}2—3$3+4JJ4:5 o 131+2$C2 :5+35L’3—4$4
$2—5ZE3+7$4:2 i) :2+5$3—7ZE4 ’

sledi da je 1 = 5 + 3z3 — 4xy — 2(2 + H5x3 — Twy) = 1 — Txg 4+ 10x4. Opste resenje ovog
sistema sa dva stepena slobode je:
(1 — Txg + 102y, 24 bz — Txy, T3, T4).

Napomena: Primetimo da nula vrste u matricama B i C nisu obavezno prisutne. Broj vrsta
u matricama B i C sa svim 0, predstavlja broj jedna¢ina u polaznom sistemu linearnih
jednacina koje su linearno zavisne od preostalih jednacina (svakoj vrsti odgovara jedna
jednacina). Odnosno te jednacine se mogu izbaciti iz sistema bez uticaja na resenje.
Ukoliko nema linearno zavisnih jednacina u sistemu matrice B i C neée imati nijednu
vrstu nula.

Primeri. Na sledeca tri primera ilustrova¢emo sve moguénosti koje mogu da nastanu pri
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reSavanju sistema linearnih jednacina Gausovom metodom eliminacije:

T+ a3 =2
1+ x3 =2 201+ 20+ 223 =15
534:{2$1+$2+2$35 Ss4 : 209+ 613+ x4 =9
200+ 623+ 14 =9 3x1+3x3+x4 =7

r1+ax3+x4=3

r1+x3=2
201+ 20+ 223 =5
209 + 6234+ 24 =9

6x3 + x4 =9

Sua :

Odgovarajuce prosirene matrice ovih sistema su:

10102

B 10102 B 21205 B ;?;8;

Ai=[21205 |, A={02619 |, Ay=| -, g

02619 30317 00619
10113

Kako su prve tri jednacine jednake u sva tri sistema, Gausov metod eliminacije ¢emo
paralelno primenjivatina na sve tri proSirene matrice sistema. Elementarne transformacije
koje primenjujemo su: prvu vrstu mnozimo sa —2 i dodajemo drugoj, prvu vrstu mnozimo
sa —3 1 dodajemo ¢etvrtoj i prvu vrstu mnozimo sa —1 i dodajemo petoj vrsti (samo kod
Ay). Rezultat ovih transformacija su matrice:

10102

~fiore2]  lotoor|  [1o102

A= 01001 |, A={02619 |, AZ=| o g

02619 00011 00610
00011

Na ovaj nacin su prve kolone svedene na zeljeni oblik. Nastavljamo sa primenom ele-
mentarnih transformacija da bismo druga kolona imala jedinicu na poziciji 92 i nule ispod
te pozicije, za Sta je u nasim primerima dovoljno drugu vrstu pomnoziti sa —2 i dodati
trecoj:

10102
~frore]  foroor|  [rono
A= 01001 |, A= 00617 |, A=| -

00617 00011 00619

00011

Zatim trecu vrstu delimo sa 6 1 u Al Getvrtu vrstu mnozimo sa -1 i dodajemo petoj, a
dodatno u Af trec¢u vrstu pomnozimo sa —1 i dodamo cetvrtoj:

10102
~iotoz] _ |oveor | [roro
Aff= 01001 ), Aff= 00155 |, A= 111

1 £ 6 6
0013 ¢ 00011 00063

00000
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Ovo su zavrsni oblici transformisanih polaznih prosirenih matrica sistema. Analizirajmo
ih.

A ima oblik matrice B iz teoreme 14, pri ¢emu je to slu¢aj b) kad je 7 < n. Preciznije,
broj nepoznatih je n = 4, a broj nezavisnih nejednacina je r = 3 (sve su bile nezavisne).
Znaci imamo jedan stepen slobode i mozemo jednu promenljivu ostaviti slobodnu. Neka
to bude z,. Matrica A}” nam kaze da se polazni sistem sveo na oblik

5(71+ZE3:2
152:1 .
1 _ 7
$3+6£L’4—6

Sledi da je opsSte reSenje sistema (% + %m, 1, g — %x4, xy4) pri cemu je x4 proizvoljan
realan broj.

Na osnovu AY vidimo da je peta jednacina bila linearno zavisna od preostale 4 linearne
jednacine. Oblik matrice AY je slucaj a) prethodnog stava kada je r = n = 4 i imamo
jedinstveno resenje. Osim iste tri jednacine koje imamo pridruzene i kod matrice A? ovde
dodatno imamo i jednacinu koja odgovara cetvrtoj vrsti x4 = 1. Tako u odnosu na opste
reSenje iz predhodnog sistema ovde imamo jedinstveno resenje (1,1,1,1) koje dobijamo
direktnom zamenom x4 = 1 u predhodno opste resenje.

Poslednja vrsta matrice A_g’ daje netacnu jednakost 0=2, pa je polazni sistem Sy
kontradiktoran. Matrica A_g' je oblika matrice C' prethodnog stava za n =4, r = 3.

7.3 Zadaci

7.1. Kramerovom metodom resiti sistem A- X = [ g } , gde je A matrica iz 2. zadatka

prethodne glave.
7.2. Date su matrice:

A= , B= iCc=]10 01
-1 00 1 -1 5 1 Lo 10
101 0 -2 21

Izracunajte vrednost determinante matrice A na osnovu razvoja po 1. vrsti i na osnovu
razvoja po 2. koloni. Ukoliko postoje inverzne matrice A=! i B! nadite ih. Odredite

rang matrice C.
1

7.3. Resite sistem S34 linearnih jednacina: C' - X = | 1 |, Gausovim metodom
1
eliminacije. Matrica C' je matrica iz prethodnog zadatka.
7.4. Resite matri¢nu jednacinu
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7.5. Diskutovati u zavisnosti od realnog parametra p, kada je slede¢i sistem linearnih
jednac¢ina konatradiktoran, odreden ili neodreden:

p 1 -1 1
0 —1 0O -X =10
0 1 p—-1 P

7.4 'Teorijska pitanja

’7 .6. Sistem linearnih jednacina je mogué¢ akko ima bar jedno resenje. ‘ T

_{

’7 .7. Ekvivalentni sistemi linearnih jednacina imaju isti skup resenja. ‘

7.8. Dve linearne jednacine su linearno zavisne ako jednu mozemo da dobijemo od
druge mnozenjem brojem.

7.9. Svaki linearni sistem sa 6 jednacina i 5 nepoznatih je ili odreden ili neodreden
ili protivurecan.

’7 .10. Sistem linearnih jednacina je kontradiktoran akko nema resenja.

’7.11. Postoji SLJ sa 3 jednac¢ine i 5 nepoznatih koji je odreden.

’7 .12. Sistem linearnih jednacina je saglasan akko ima vise reSenja. ‘

’7 .13. Svaki sistem linearnih jednacina sa 7 jednacina i 8 nepoznatih je odreden.

7.14. Svaki sistem linearnih jednacina sa 3 jednacine i 5 nepoznatih nije odreden.

7.15. Protivurecan, nesaglasan, kontradiktoran i nemogué¢ SLJ su ekvivalentni po-
jmovi koji oznacavaju SLJ bez resenja.

e e

7.16. Svaki sistem linearnih jednacina sa 4 jednacine i 7 nepoznatih je ili neodreden
ili kontradiktoran.

7.17. Svaki sistem sa manje jednacina od broja nepoznatih je ili neodreden ili
protivurecan.

_|

’7 .18. Sistem linearnih jednacina je neodreden akko nema resenja.

’7 .19. Sistem linearnih jednacina je mogué¢ akko ima jedno ili viSe reSenja.

’7 .20. Nemogu¢ sistem nema resenje.

’7 .21. Neodreden sistem nema resenje.

’7 .22. Sistem linearnih jednacina je saglasan akko ima ili jedno ili vise resenja.

Sistem linearnih 20+ 2y —4du —4v =2
jednacina —3z — 3y + 6u + 6v =3

e

7.23. je nemoguc.

T+ y—2u—2v=1
20 + 2y —4du —4v =2 je neodreden sistem linearnih
2042y —2u—2v =2 jednacina.

T4+ y—2u—2v=2

7.24. SLJ

r+2y—3u—4v=>5 je nemogu¢ sistem linearnih

7.25. SLJ e~ 2yt 3utdv =5 jednacina.




20 + 2y —4du —4v =0
20+ 2y —2u —2v =2 je kontradiktoran sistem lin-

7.26. SLJ r+ y—2u—2v=2 earnih jednacina.
dor + 4y — du — 4v = 2
7 97 Sistem linearnih 20+ 2y —4du —4dv =2 o Drotiviresan
""" jednacina -3z — 3y + 6u + 6v = —3 jep '
v o5 L + y—2u—2v=1 je kontradiktoran sistem lin-

20+ 2y —du—4dv =1 earnih jednacina.

7.29. Svaki nehomogen sistem sa 7 linearnih jednacina i 8 nepoznatih je uvek
neodreden.

7.30. Ako je matrica sistema A tipa m x n onda je prosirena matrica A tipa m x
(n+1)

7.31. Svaki kvadratni SLJ ima jedinstveno reSenje ako je determinanta matrice
sistema jednaka 0.

7.32. Ako je matrica sistema A tipa m x n onda je prosirena matrica A tipa
(m+1)xn

’7 .33. Matrica B sistema linearnih jednacina A-X = B sadrzi slobodne koeficijente. ‘

’7 .34. Prosirena matrica sistema sadrzi jednu vrstu viSe nego matrica sistema. ‘

7.35. Matrica A sistema linearnih jednac¢ina A- X = B sadrzi slobodne koeficijente.

7.36. Matrica sistema sadrzi jednu vrstu vise nego prosirena matrica sistema.

7.37. Sistem So; : {12321}-[uvbyz]T:{2} nema resenje.

24642 0
101 T 1
7.38. SLJ 010 -y | =12 je neodreden.
101 z 3

7 39 Slededi sistem linearnih [ 36963 } Juvey e }T - { 2 }

jednac¢ina Sas je protivurecan. 24642 3
7.40. Kvadratni sistem linearnih jednacina je odreden akko je determinanta sistema
razli¢ita od nule.

7.41. Kvadratni sistem linearnih jednacina je ili neodreden ili kontradiktoran akko
je determinanta sistema jednaka nuli.

7.42. SLJ {1 L2 3}){—[1}, gde je XT = [ w1 @ w3 24 | je kon-

—4 8 12 1 tradiktoran SLJ.

7.43. SLJ -1 2 }X_ { 1 } gde je XT = [ a1 5 23 24 | je sistem

-4 8 12 1 linearnih jednacina koji nema resenje.

K
7.44. SLJ { 3]-}(:{_2], gde je X7 = [uwvst] je
|

—3 -9 6 kontradiktoran.

1 -1 2 ]X_[i} gdejeXT:[xl Ty X3 m}jepro_

7.45. SLJ

4 —4 8 12 tivurecan sistem linearnih jednacina.
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= 46. Slede¢i sistem linearnih {36963}[u vy }T:|: 33]

jednacina je nemoguc. 24642

- 47, Slededi sistem linearnih [ 12321

2
Juveyz]"=|2
jednacina S5 je neodreden. 24642 y |0

7 48 Slede¢i sistem linearnih jednacina 12321 | [ . , }T |2
"7 So5 ima bezbroj resenja. 24642 y | 4
Slede¢i  sistem  linearnih 12321 2
7.49. jednacina S35 ima bezbroj 24642 |- [ uvxry 2 }T =14
reSenja. 24642 5
(1111 N 1
7.50. SLJ | 0200 @Z/ = | 1| jeodreden SLJ.
0050 1
- t
(111 T 1
7.51.SLJ | 020 [-| y | = | 1| jeodreden sistem linearnih jednacina.
050 z 1

’7 .52. Svaki homogen sistem sa 3 jednacine i 4 nepoznate je neodreden.

7.53. Postoji homogen sistem sa 3 jednacine i 5 nepoznatih koji ima samo trivijalno
resenje.

’7.54. Homogen sistem sa manje jednacina od broja nepoznatih je uvek neodreden.

’7 .55. Svaki homogen SLJ sa 3 jednacine 4 nepoznate ima i netrivijalna reSenja.

’7 .56. Homogen sistem sa 5 jednacina i 2 nepoznate je kontradiktoran.

’7 .57. Homogen sistem linearnih jednacina je uvek saglasan.

’7 .58. Homogen sistem linearnih jednacina je uvek moguc.

7.59. Svaki homogen sistem linearnih jednacina koji ima netrivijalno resenje je
neodreden.

7.60. Trivijalno resenje homogenog sistema sa n nepoznatih zi,xs...,x, je r; =
To=..=x,=0.

’7.61. Svaki homogen sistem sa 4 jednacine i 4 nepoznate je odreden.

’7 .62. Bilo koji homogen sistem linearnih jedna¢ina ne moze biti protivurecan.

7.63. r1 = v9 = ... = x, = 0 ne moze biti resenje ni jednog nehomenog sistema
linearnih jednacina sa n nepoznatih x, xs..., z,.

7.64. Kvadratni sistem linearnih jednacina A- X = O, ima samo trivijalno resenje,
ako je A regularna matrica sistema, a O nula kolona matrica.

7.65. SLJ {]2 3 4}.Xg:{0} gdeje X7 = [ & y 2 w ] je homogen

43 21 0 neodreden sistem.
167 x 0
7.66.SLJ [ 020 |-y | =10 je homogen neodreden.

005 z 0
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1 23 4 0 gde je XT = [zyzw] je
7.67. SL - X =
SL [ 4 3 2 1 } l 0 ] homogen odreden sistem.

7.68. Ako je matrica kvadratnog homogenog sistema regularna onda SLJ ima samo
trivijalno resenje.

7.69. Ako je matrica kvadratnog homogenog sistema regularna sistem nema netriv-
ijalno resenje.

7 70. SLJ 1 0 2 3 X = [0 ] gdeje XT = [ TYzw } je ?omogen sis-
4 6 05 | 0 | tem koji ima netrivijalna resenja.
1511137 [« 0
7.71. SLJ S33 303234 | - |y | =10 je homogen odreden sistem.
45 33 39 R 0
Slede¢i sistem linearnih jednacina je 1511 13 x 0
7.72. kvadratni homogen bez netrivijalnih 302226 | -y | =180
reSenja. 45 30 39 z 0
Slede¢i sistem linearnih jednacina je 1511 13 x 0
7.73. kvadratni homogen koji ima i netrivijala 302224 | -y | =10
reSenja. 45 30 39 z 0
15 16 17 18 v 0
7.74. SLJ S34 30323436 | - Z =10 je homogen odreden.
45 48 51 b4 ; 0

7.75. Ako sistem linearnih jednacina ima vise jedna¢ina nego nepoznatih mozemo
ga reSavati Gausovim metodom eliminacije.

7.76. Ako SLJ ima manje jednacina nego nepoznatih mozemo ga resavati Gausovim
metodom eliminacije.

7.77. Kvadratne SLJ ne mozemo resavati Gausovim metodom eliminacije.

7.78. Gausov metod eliminacije je opSti metod za reSavanje sistema linearnih
jednacina.

7.79. Elementarne transformacije nad jednacinama nekog SLJ ne menjaju skup
reSenja tog SLJ.

7.80. Ako bilo koju jednacinu bilo kog SLJ pomnozimo nulom skup resenja tog SLJ
se nece promeniti.

7.81. Ako linearno zavisnu jedna¢inu nekog SLJ pomnozimo nulom skup resenja
tog SLJ se nece promeniti.

7.82. Ako jednacinu SLJ podelimo brojem razli¢itim od 0 skup resenja tog SLJ se
nec¢e promeniti.

7.83. Gausov metod eliminacije opsti SLJ elementarnim transformacijama nad
jednac¢inama svodi na ”trougaoni” SLJ u kom se lakse izracunava(ju) resenje(a)
ukoliko postoji(e).
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7.84. Sistem linearnih jednacina je kontradiktoran ako se elementarnim transforma-
cijama nad jedna¢inama (Gausov metod) neka njegova jednac¢ina svodi na netacnu
jednakost 0 = k, pri ¢emu je k broj razlicit od 0.

7.85. Kvadratni SLJ je kontradiktoran ako se Gausovim metodom eliminacije neka
njegova jednacina svodi na ta¢nu jednakost 0 = 0.

7.86. Svaki kvadratni SLJ kom se Gausovim metodom eliminacije neka njegova
jednacina svede na tac¢nu jednakost 0 = 0 je neodreden.

7.87. Ako se Gausovim metodom eliminacije neka jednacina kvadratnog SLJ svede
na tac¢nu jednakost 0 = 0 tada svaki takav SLJ nije odreden.

7.88. Ako se Gausovim metodom eliminacije neka jednacina SLJ svede na taénu
jednakost 0 = 0 to znac¢i da je ta jednacina bila linearno zavisna od preostalih
jednacina SLJ.

7.89. Stepene slobode imaju samo odredeni sistemi linearnih jednacina.

7.90. Broj stepeni slobode neodredenog SLJ sa medusobno nezavisnim jednac¢inama
jednak je razlici broja nepoznatih i broja jednacina.

r+ y—u—v=1

7.91. SLJ e —ytutv=1 ima 2 stepena slobode.

7.92. SLJ Tt y—u—v=l ima 2 stepena slobode.
—r—y+ut+v=-—1

r+ y—u—v=1 .

7.93. SLJ e —ytutv=-—1 ima 3 stepena slobode.
T4+ y—2u—2v=1 .

7.94. SLJ 2y — du — dv = 1 ima 2 stepena slobode.
T+ y—2u—2v=>0

7.95. SLJ 2y —4du —4v =0 ima 3 stepena slobode.

4quy —4v =0

7.96. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije pojavi vrsta koja ima sve nule, sem
u poslednjoj koloni, to znaci da je polazni sistem odreden.

7.97. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije pojavi vrsta sa svim nulama sem u
poslednjoj koloni polazni sistem je kontradiktoran.

7.98. Ako je matrica sistema linearnih jednacina As.; sistem se moze resavati
Gausovim metodom eliminacije.

7.99. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije kvadratnog sistema pojavi vrsta
nula to znaci da polazni sistem nije odreden.

7.100. Ako se pri resavanju kvadratnog sistema Gausovim metodom eliminacije
pojavi vrsta nula to znaci da je sistem ili neodreden ili kontradiktoran.

7.101. Sistem linearnih jednacina je nemogué¢ ako se elementarnim transformaci-
jama nad vrstama (Gausov metod) neka njegova jednacina svodi na netacnu jed-
nakost 0 = k, pri ¢emu je k broj razlicit od 0.

7.102. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije pojavi vrsta koja ima sve nule,
sem u poslednjoj koloni, to znaci da je polazni sistem nemoguc.
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7.103. Ako se pri Gausovom metodu eliminacije pojavi vrsta koja ima sve nule,
sem u poslednjoj koloni, to znac¢i da je polazni sistem bez reSenja.

7.104. Sistem linearnih jednacina je neodreden ako se elementrnim transformaci-
jama nad vrstama (Gausov metod) neka njegova jednacina svodi na netacnu jed-
nakost 0 = £, pri ¢emu je k broj razlicit od 0.

1 0 2 31 0 gdejeXTZ[J:yzw}jesttem
=[5

7.105. SLJ {4 6 0 5 0 koji resavamo Gausovim metodom

eliminacije.
. 1 0 2 3|27 to znaci da je polazni sistem sa
Gausovim metodom e- . e
7.106. liminaciie dobili smo 0 2 2 0|3 | 3 jednacine i 4 nepoznate neo-
] 0 0 0 00 | dreden sa 3 stepena slobode.

7.107. Poslednja vrsta u prosirenoj matrici prethodnog zadatka implicira da je treca
jednac¢ina u polaznom sistemu bila “suvisna”, tj. posledica prve dve jednacine.

je mneodreden sistem lin-

7.108. SLJ L0110 [ T Y uv oz }T = earnih jednacina sa 3 ste-

02002 1

pena slobode.

101 T 1 .
7.109. SLJ | 010 y | =12 Ji ne?ldidelnbsg sa 1

111 ; 5 | stepenom slobode.

x
- 1 je neodreden sistem linearnih

7.110. SLJ 1 Z 1 } jednacina sa 2 stepena slobode.

)

lo] gde je XT = [ zy zw ] je sistem

10 3
7.111. SLJ [ 46 5 X = 0 koji resavamo Gausovim metodom
eliminacije.
x 7 sistem A-X = B, od metoda
|8 0 2 4 | 1|.+ | vy | koje smo radili, mozemo
7.112. A = { 1005 } B= [ 1 } X = z | resavati Gausovim metodom

w | eliminacije.

7.113. Ako je sistem linearnih jednacina kvadratan uvek ga mozemo reSavati
pomocu inverzne matrice sistema.

7.114. Ako sistem linearnih jednacina ima veéi broj jednacina od nepoznatih
mozemo ga resavati Kramerovom teoremom.

7.115. Ako sistem linearnih jednacina ima manji broj jednac¢ina od nepoznatih
mozemo ga reSavati pomocu inverzne matrice sistema.

2001z + 2002y = 2003

20022 + 2001y = 2004 mozemo reSiti Kramerovom teoremom.

7.116. Sistem:

4002z + 2002y = 2003

TALT Sistem: o015 1 1001y = 2004

mozemo resiti Kramerovom teoremom.

20 + 2y =2

7.118. SLJ Az + 4y = 4

mozemo reSiti pomocu inverzne matrice sistema.




130

7.119. Kvadratne sisteme linearnih jednacina sa regularnom matricom sistema

mozemo resiti Kramerovom teoremom. T
7.120. Kramerovu teoremu mozemo primeniti na resavanje kvadratnih sistema lin- N
earnih jednac¢ina u kojima je matrica sistema singularna.
7.121. Kramerovu teoremu ne mozemo primeniti na reSavanje sistema linearnih T
jednac¢ina u kojima je broj jednacina razlicit od broja nepoznatih.
7.122. Sistem x+2y =3, 4x+5y =6 mozemo resiti pomocu inverzne matrice T
sistema.
’7.123. Sistem 3z + 4y = 5, 92 + 12y = 15 mozemo resiti Kramerovom teoremom. ‘ L
’7.124. Sistem —x + 2y = 3, 4z — 5y = 6 mozemo resiti Kramerovom teoremom. ‘ T
7.125. Ako sistem linearnih jednac¢ina ima isti broj jednacina i nepoznatih uvek N
ga mozemo reSavati Kramerovom teoremom.
1 2 -3 4 1 1
7.126. SLJ 36 -9 12| x| _ |3 mozemo reSiti Kramerovom n
00 1 -1 3 0 | teoremom.
0 0 0 1 T4 2
7.127. Prethodni SLJ Sy 4, reSavamo pomocu inverzne matrice sistema. 1
13 2 4 gde je XT = [azyz],
7.128. SLJ 00 7-X=1]9 je sistem koji rasavamo 1
00 4 5 ] Kramerovom metodom.
122 x [0 je homogen sistem  koji
7.129. Sistem 020 y =10 mozemo resiti Kramerovom T
005 z | 0 teoremom.
7.130. Ako sistem linearnih jednac¢ina ima isti broj jednacina i nepoznatih uvek N
ga mozemo resSiti pomocu inverzne matrice sistema.
' : ] gde je XT = |zyzw
7.131. SLJ é g 3 z - X = 3 je sistem koji | raéavaml 1
- - s Kramerovom metodom.
i i o gde je XT = [xyzw}
7.132. SL]J 1023 CX — 0 je homogen sistem koji N
1 4 6 0 5 | | 0] reSavamo Kramerovom
metodom.
gde je XT = [zyzw ]
7 133. Sistem [ 1023 ] CX — [ 4 1 je SLJ koji se moze raSavati n
56 7 8 9 | pomoécu inverzne matrice sis-
tema.
7.134. Jednakost ranga matrice sistema i prosirene matrice sistema potvrduje pos- -
tojanje resenja SLJ.
7.135. Sistem linearnih jednacina je odreden akko je rang matrice sistema jednak -
rangu prosirene matrice sistema i jednak broju nepoznatih.
7.136. Kroneker-Kapelijeva teorema daje potreban i dovoljan uslov za postojanje -

reSenja sistema linearnih jednacina.
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7.137. Sistem linearnih jednacina je neodreden akko je rang matrice sistema jednak
rangu prosirene matrice sistema i jednak broju nepoznatih.

7.138. SLJ A,,x, - X = B je neodreden ako je r(A) =r(A) =n.

7.139. Sistem linearnih jednacina A,,x, - X = B ima viSe resenja ako je r(A) =

r(A) <n.

7.140. Sistem linearnih jednacina je kontradiktoran akko je rang matrice sistema
jednak rangu proSirene matrice sistema.

7.141. Sistem linearnih jednacina je kontradiktoran akko je rang matrice sistema
razli¢it od ranga prosSirene matrice sistema.

7.142. SLJ je mogu¢ akko je rang matrice sistema jednak rangu prosirene matrice
sistema.

7.143. Jednakost ranga matrice sistema i prosirene matrice sistema potvrduje pos-
tojanje resenja.

7.144. Sistem linearnih jednacina je saglasan akko je rang matrice sistema jednak
rangu prosirene matrice sistema.

7.145. Sistem linearnih jednacina A,,«, - X = B ima jedinstveno reSenje ako je

r(A) =r(A) =n.

7.146. Sistem linearnih jednacina ima jedinstveno resenje akko je rang matrice
sistema jednak rangu prosirene matrice sistema.
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Glava 8.

8 Linearno programiranje - LP
Posmatra¢emo problem linearnog programiranja L F,,,, u standardnom obliku, od
m linearnih jednacina sa n nepoznatih

( .
min(c1xy + coxy + 3y + ... + 1)

1121 + A19T2 + Q133 + .... + ATy = bl

LP 2171 + ATy + G373 + ... + G2,T, = by
mn )

Am1T1 + AmaZ2 + Ap3®s 4+ ...+ App®pn = bm

{ T1, T9..., Ty >0

gde su elementi a;; 1 b;, ¢ = 1..m, j = l..n, zadate vrednosti iz skupa realnih bro-
jeva R. Elemente a;; nazivamo koeficijentima sistema, a elementi b; su slobodni koefici-
jenti. Domen (koristi se i termin dopustivi skup) D, D C R", sadrzi one vektore
x = (1, T9...7,) koji zadovoljavaju jednacine podsistema S,,, (A -x’ = B) i takozvana
trivijalna ogranicenja x; > 0, j = l..n. Zahtev koji se postavlja pri resavanju
L,.» problema je da se nade ona vrednost x°" iz dopustivog skupa D tako da linearna

funkcija cilja z = ciz1 + w9 + .... ¢, ima u tacki x°P' minimalnu vrednost z,,;, nad
D:
. t t
min 2z = ;27" + " + . 1t = 2.

xeD

Napomena: Potreban uslov da domen D linearnog problema bude neprazan je da je
m < n, Sto ¢emo u nastavku podrazumevati.

Problem linearnog programiranja LFP,,, je u simetricnom obliku, ako umesto m
linearnih jednacina posmatramo m linearnih nejednacina istog tipa, recimo:

¢ .
min(cyxy + cos + 373 + oo + CTy)

iy + appry +a3r3 + .o+ apr, < b

LPmn 211 + G229 + 9373 T Aon Ly S b2

Am1T1 + Am2T2 + Am3T3 + ...+ AmnTn S bm
T1, To...Ty >0

\

Opsti problem linearnog programiranja ne mora biti ni u standardnom ni u simetri¢nom
obliku.

Kako svakoj linearnoj nejednacini iz skupa ogranic¢enja problema lineranog programi-
ranja odgovara jedna hiperravan (poluprava za n = 1, poluravan za n = 2, poluprostor
zan = 3... ), koja je konveksan skup tacaka, i kako je poznato da je presek konveksnih
skupova konveksan skup, vazi sledec¢a osobina.

Domen problema linearnog programiranja je konveksan skup tacaka.
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8.1 Geometrijska metoda

Geometrijsku metodu ima smisla primenjivati ukoliko je broj promenljivih mali, ne
veéi od tri. Iako je domen primene ove metode vrlo suzen, navodimo je zbog njene
pedagoske ociglednosti. Metod éemo ilustrovati na primeru sa dve promenljive (sa jednom
je trivijalan, a sa tri je teze metod graficki ilustrovati).

Posmatrajmo slede¢i problem

min(2x, + 215)
2.%'1 — X9 Z —6
(1) —21‘1 + 3£L‘2 Z 6
31‘1 + T2 S 6
) 2 0

U prvom koraku ove metode graficki nalazimo oblast, domen funkcije cilja, u kojoj su
zadovoljena sva ogranicenja razmatranog problema. Teorijski se zna da domen mora biti
konveksna oblast.

Nalazenje domena funkcije cilja

Svakom netrivijalnom ograni¢enju pridruzi¢emo po jednu pravu, koju dobijamo kada
umesto znaka nejednakosti stavimo jednakost. U naSem primeru treba nacrtati prave
P20 —x9 = —6, py: —2x1 + 315 =6 i p3:3x;+ x9 = 6. Dovoljno je da odredimo
po dve tacke sa svake prave:

p|0]-3 p|0|-3 ps|0]2

6] 0 2] 0 610

Ove tri prave smo nacrtali na sl. 8. Svaka od njih deli ravan na dve poluravni. Koja
od tih dve poluravni pridruzene odgovarajucoj pravi p;y,ps i ps odgovara netrivijalnim
ogranicenjima 2x, — xy > —6, —2x1 + 319 > 6 1 31 4+ x2 < 6 nalazimo tako Sto:
1. uvrstimo bilo koju konkretnu tacku iz ravni, koja nije na pravoj, u odgovarajucu ne-
jednacinu;
2. ako je dobijena nejednakost tacna, poluravan kojoj pripada izabrana tacka je trazena;
3. ako je dobijena nejednakost netacna, poluravan kojoj ne pripada izabrana tacka je
trazena.

D>

Xy

Slika 8. Domen i pravac optimizacije funkcije cilja

U razmatranom primeru nijedna od pravih p;,ps i ps ne prolazi kroz koordinatni
pocetak. Uzimamo zato tacku (0,0), i uvrstimo je u prve tri nejednacine. Dobijamo
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nejednakosti: 0 > —6, 0 >61 0 < 6. Prva i treca nejednakost su tacne, sledi da
prvom i tre¢em ogranicenju odgovaraju poluravni u odnosu na prave p; i p3 koje sadrze
koordinatni pocetak, dok drugom ogranicenju odgovara poluravan u odnosu na p, koja
ne sadrzi koordinatni pocetak. Na slici 1. su sa strelicama naznacene poluravni koje
odgovaraju ogranic¢enjima. Trivijalnom ogranicenju zo > 0, odgovara poluravan iznad ose
x1. Presek ove ¢etiri poluravni je domen D razmatranog problema (oblast trougla ABC
Srafirana na slici). Primetimo da trivijalno ogranic¢enje nije doprineo smanjenju domena.

Prelazimo na drugi korak - odredivanje minimalne vrednosti funkcije cilja f(zq,x2) =
2x1 4 2w, na domenu (z1,x2) € D. Pravac funkcije cilja nalazimo crtanjem prave
koja je pridruzena proizvoljnoj vrednosti ¢ funkcije cilja. Na slici 8. je nacrtana prava
p: 2x1+2x5 = 0 (za ¢ je izabrana 0). (Ova prava ima presek sa D Sto znaci da vrednost
0 funkcija cilja f dostize na D.) Smer opadanja (odnosno smer rasta) funkcije cilja
nalazimo:

1. izracunavanjem vrednosti funkcije cilja u bilo kojoj tacki T'(¢1, t5) ravni (van nacrtane
prave na kojoj znamo da je vrednost funkcije cilja c);

2. ukoliko je f(t1,t2) < ¢, pravac normalan na pravac funkcije cilja u smeru poluravni
kojoj pripada tacka T je smer opadanja funkcije cilja;

3. u suprotnom, za f(t1,t2) > ¢, radi se o smeru rasta funkcije cilja.

U razmatranom problemu za T, na primer, uzimamo tacku C'(0,6). Vrednost funkcije
cilja u tacki C' je f(0,6) =2-0+2-6 = 12 > 0, sledi da paralelnim pomeranjem prave p u
poluravni odredjenoj tackom C' funkcija cilja raste. Paralelnim pomeranjem u suprotnoj
poluravni funkcija cilja opada. S obzirom da se trazi minimum funkcije cilja, vrsimo
pomeranje prave p u pravcu opadanja, na slici 8. oznacenog strelicom, sve dok postoji
presek prave sa domenom D). Tako se minimalna vrednost funkcije cilja dostize u tacki

A(-3,0), ( mian(xl,a:Q) =f(A)=2-(-3)+2-0=—6.
T1,T2)€
Nakon nalazenja domena D (koji znamo da je konveksan), nekog problema linearnog

programiranja minimum (maksimum) linearne funkcije cilja mozemo naéi i na osnovu
sledece teoreme.

Linearna funkcija na ogranicenom konveksnom skupu tacaka ekstremne vrednosti
(minimum i maksimum) dostize u ekstremnim tackama konveksnog skupa.

Ekstremne tacke duzi su njene krajnje tacke. Temena su ekstremne tacke poligona u
ravni i poliedra u prostoru. Precizna algebarska definicija ekstremne tacke nekog skupa
tacaka je:

Tacka x je ekstremna tacka skupa S C R"™ ako je x € S i nije tacno da

(Fx1,%x2 € S)(IN € (0,1)) Ax; + (1 — N)x2 = x.

8.2 Simpleks metoda

Simpleks metoda je najrasSireniji nacin reSavanja problema linearnog programiranja.
Podesna je za programiranje. Mada joj je racunska slozenost u najgorem slucaju ekspo-
nencijalna, u praksi je ova metoda vrlo primenljiva i brza.

Pretpostavka je da nema medusobno zavisnih netrivijalnih ogranicenja, sto znaci da
je rang matrice koeficijenata u ograni¢enjima jednak broju ogranicenja m.

Osnovni koraci simpleks metode:
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1: Svede se pocetni LP problem na standardni oblik, u kome se dodatno zahteva da
svi slobodni koeficijenti budu nenegativni.

2: Uvedu se dopunske promenljive x,, 1, Ty i2...-Tnim Sa ciljem da se napravi m bazi¢nih
kolona, koje ¢ine svi razli¢iti jedini¢ni vektori kolona. Napravi se poc¢etna simpleks

tablica:
a1y a2 ... Q1n 1 0 ... 0 bl
921 a2 ... (0579 01 .. 0 bg
ami Gma . Gmn 0 0 ... 110,
¢ ¢ ... ¢ 00 ... 0] O

Ukoliko su nakon koraka 1. nekim promenljivima iz skupa {zi,zs...x,} vec bile
pridruzene bazi¢ne kolone ne uvodimo svih m dopunskih promenljivih, nego samo
onoliko dopunskih promenljivih koliko nam je potrebno da dopunimo svih m bazi¢nih
kolona (videti primer koji sledi). U tablici su koeficijenti uz promenljivu z; zapisani
u j-toj koloni. Poslednja kolona sadrzi slobodne koeficijente u netrivijalnim ogra-
nicenjima, dok poslednja vrsta sadrzi koeficijente u funkciji cilja z. Prvih m vrsta
tablice odgovara netrivijalnim ogranicenjima. Poslednji element u poslednjoj vrsti
ima vrednost —z(x%%%), gde je x*%* bazi¢no resenje pridruzeno tablici.

Bazi¢no resenje se odreduje direktno iz tablice:

— promenljivama kojima odgovaraju nebazic¢ne kolone dodeljujemo vrednost 0;

— promenljivama kojima odgovaraju bazi¢ne kolone dodeljujemo vrednost slo-
bodnog koeficijenta iz vrste u kojoj je bazi¢na jedinica.

Tako je bazi¢no resenje pocetne simpleks tablice z; = ... = z, = 0, x,41 = by,
Tpao = ba... Ty = by, odnosno

Xbaz = (00, bla bgbm)

3: 3.1. Ako su svi elementi u poslednjoj vrsti simpleks tablice nenegativni optimalno
x°* reSenje polaznog LP problema je aktuelno baziéno resenje x°?* = x*%* i min-
imalna vrednost funkcije cilja je 2z, = z(xb“'z), sto moze da se direktno procita

kao suprotna vrednost od vrednosti u poslednjoj vrsti i poslednjoj koloni aktuelne

simpleks tablice.

3.2. U suprotnom, postoji u poslednjoj vrsti simpleks tablice negativan element:

Neka je to element ¢, < 0. Tada u k-toj koloni biramo poziciju s tako da se postigne

minimum b

min{—,ay, > 0} = —. Zatim elementarnim transformacijama na vrstama sim-
a.

ik Qs
pleks tablice pravimo novu simpleks tablicu u kojoj ¢e k-ta kolona biti bazi¢na.

Jedinicu u k-toj koloni pravimo na porziciji preseka sa s-tom vrstom (pozicija sa
indeksom ). Postupak nastavljamo korakom 3.

Primer: Neka je dat LP problem koga ¢emo transformisati u standardni oblik sa nenega-



136

tivnim slobodnim koeficijentima:

max(—2x; + x2) —min(2z; — x2) —min(2z; — x2)

—3I1+l’2§1 —3$1+l’2+$3:1 — —3l’1+$2+l’3:1

201 — 19 > —3 201 — X9 — 14 = —3 —2r1+ 290+ 24=3
T1,T9 ZO ZL‘l,IQ,I'g,lL'4ZO $1,ZE2,JZ3,$4ZO

Transformisanje polaznog problema u standardni oblik zahteva da umesto nejednacina
imamo jednacine za netrivijalna ogranicenja. To smo postigli uvodenjem novih, tzv.
izravnavajuéih promenljivih, z3 i 24, koje su nenegativne. Sa leve strane prvog netrivi-
jalnog ogranicenja smo dodali z3 i oduzeli promenljivu x4 u drugom ogranicenju.

U opstem slucaju vazi da je max f = —min(—f). Sva trivijalna ograni¢enja su ve¢é
bila prisutna u polaznom problemu pa smo presli na standardni oblik.

Kako, veé¢ imamo 2 bazi¢ne kolone (trecu i ¢etvrtu) pridruzene izravnjavajuéim pro-
menljivima x3 i 4 ne moramo uvoditi dopunske promenljive. Pocetno bazi¢no resenje je
(0,0,1,3).

Polazna simpleks tablica i njene dve iteracije su:

-3 [1] 1 0|1 -3 1 1 0]1 01 -2 3|7
-2 1.0 1|3 1] o -1 12 10 -1 1|2
2 -1 0 0]0 -1 0 1 0]1 00 013

U prve dve simpleks tablice postoje negativni koeficijenti u poslednjoj vrsti, Sto znaci
da one nisu zavrsne tablice i da ih moramo transformisati. U prvoj iteraciji smo od
druge kolone napravili bazi¢nu. Poziciju jedinice (uokvireni element druge kolone) te nove

b
bazitne kolone smo odredili kao poziciju na kojoj imamo min{—, —} = min{1,3} = 1.

Q21 Q22
U drugoj iteraciji od prve kolone pravimo bazi¢nu. Bazi¢no reSenje pridruzeno drugoj

simpleks tablici je (0,1,0,2). Vrednost funkcije cilja u toj tacki je -1.

Treca simpleks tablica je i poslednja jer nema negativnih koeficijenata u poslednjoj
vrsti. Baziéno reSenje pridruzeno trecoj simpleks tablici je (2,7,0,0), Sto je ujedno i op-
timalno resenje. Vrednost funkcije cilja u toj tacki je -3. Kako nama treba maksimum
funkcije —2x; + x2, a ne minimum funkcije 2x; — x5, optimalna (maksimalna na domenu)
vrednost polaznog problema je 3 i postize se u tacki (x1,z2) = (2,7).

8.3 Zadaci

8.1. Nadite optimalno reSenje za problem linearnog programiranja:

max(z; — bxa)

3.731 — X9 S —1

2(131 + 9 Z 3
T1,T0 > 0

1. geometrijskom metodom:;

2. simpleks metodom.
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8.2. Resite: Tri osnovne komponente Ky, K5, K3 za smesu stotne hrane su prisutne
na trzistu. U tabeli je data cena komponenti i procentualna zastupljenost satojaka A, B
i C' u pojedinim komponentama.

komponente | K, K, Kj
cena | 100 110 150
Al10% 10% 20%

B [80% 70% 70%

C110% 20% 10%

Odredite koliko treba da bude zastupljena pojedina komponenta u smesi stoéne hrane
tako da dobijemo najjeftiniju smesu kod koje je zadovoljeno da sadrzi: 15% sastojka A,
70% sastojka B i 15% sastojka C.

8.3. Jedan traktor tipa A za jedan dan uzore 5 hektara kukuruzista ili 7 hektara
kupusista. Jedan traktor tipa B za isto vreme uzore 6 hektara kukuruzista i 10 hektara
kupusista. Preduzeée raspolaze sa 5 traktora tipa A i 3 traktora tipa tipa B. Da li je
moguce za tri dana uzorati 100 hektara kukuruzista i 150 hektara kupusista? Pretpostavka
je da traktori koji se prvog dana posalju na jedan tip parcela rade na istom tipu parcela
sva tri dana.

8.4. Resite zadatak u okviru drugog primera iz uvoda ove glave.

8.4 Transportni problem - TP

Problem transporta roba je jedan od prvih problema linearnog programiranja koji
je resavan analitickim metodama pedesetih godina proslog veka, kada metode linearnog
programiranja (LP) nisu bile razvijene. Kasnije je utvrdeno da je transportni problem
(TP) specijalan slucaj problema LP.

Naci optimalan plan transporta proizvoda iz mesta proizvodnje ili skladista do mesta
prodaje, sa ciljem da taj nacin transporta ima minimalan transportni trosak je zadatak
koji resava transportni problem. Ogranicenja koja su prisutna u transportnom prob-
lemu proisticu iz raspolozivih transportnih sredstava i raspolozive saobracajne mreze.

Sem ovakve, klasi¢ne formulacije transportnog problema, u iste okvire mogu da se
uvrste i zadaci optimalnog razmestaja masina, postrojenja, pomoc¢nih sluzbi, skladista,
servisa, energetskih objekata, itd., sa ciljem vece ekonomi¢nosti rada i vremena.

Uvodni primer TP
Neka izvozno preduzete ”Malina” ima tri sabirna centra malina A;, As i A3 i dve udaljene
hladnjaée B1 1 BQ.

Pocetna Skladista kapac.
TP tabela Ay \ Ao \ As \ hlad.
hladnjaca B, Y ! 16 7
hladnjaca B, 1 13 10 8
koli¢. robe 6 5 4 | 15|

Cene transporta malina iz svakog sabirnog centra do svake hladnjace su date u sledecoj
tabeli u gornjem desnom uglu odgovarajuceg polja. Kapaciteti hladnjaca su dati u posled-
njoj koloni, dok je koli¢ina malina u sabirno-otkupnim centrima data u poslednjoj vrsti
tabele. (jedinica cene je 1000 dinara, a jedinica robe je tona)
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Ukupni kapacitet hladnjaca je 15 tona (7+8) i ukupna koli¢ina malina u sabirnim
centrima je takode 15 tona (6+5+4), Sto znaci da je "ponuda i traznja” u ovom TP
ujednacena. Tako ¢e optimalan plan transporta, koji ima minimalne transportne troskove,
biti takav da se:

e sve maline iz otkupnih centara rasporede u neku hladnjacu;
e sve hladnjace su maksimalno snabdevene malinama.

Primer TP koji navodimo je toliko pojednostavljen da moze da se resi na elementaran
nacin. Ne moramo uvoditi 6 nepoznatih x11, Z12, 13, T21, T2, T23, gde x;; predstavlja onu
koli¢inu malina koju transportujemo u B; iz A;. U slozenijim slucajevima potrebno je
definisati svih m - n nepoznatih (m je broj proizvodaca, a n broj potrosaca).

Dovoljne su nam samo dve promenljive z i y.

opsti Skladista
plan Ay ‘ Ay ‘ As t
9 7 16
By x Y T—x—y| 7
11 13 10
By 6—x 55—y r+y—3| 8
t 6 5 4 |15]

Neka iz A; u B transportujemo x tona, a iz As u By y tona malina. Tada iz A3 u B,
moramo da transportujemo (7 —x —y) tona da bismo u hladnjac¢i B bilo 10 tona malina.
Maline koje su preostale u sabirnim centrima A;, As i A3 ¢emo transportovati u By. A
preostalo je redom: 6 —z, 5 —xzi4— (7—x —y) =z +y — 3 tona malina. Ovaj opsti
pocetni plan transporta je dat u sledecoj tabeli. Treba da odredimo x i y tako da on bude
optimalan plan sa minimalnom cenom transporta.

Slika 9. Elementarno resavanje TP

Transportna cena ovog plana trasporta malina je C'(z,y) = 92 + Ty + 16 - (T — x —
y)+11-(6—2)+13-(b—y)+10- (r+y —3) =213 — 4 - (22 + 3y). Tako se minimum
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troskova C(x,y) postize ako maksimizujemo (22 + 3y). Kako nijedna koli¢ina prevezene
robe ne moze biti negativna, ograni¢enja za promenljive x i y su:

x>0 6—22>0
y=>0 5—y>0.
T—r—y>0 r+y—32>0

Odnosno polazni TP problem sa 6 nepoznatih smo sveli na slede¢i problem LP:

max(2x + 3y)
0<z<6 0<y<5.
Thy<7 z+y>3

Resimo ga 2D-geometrijskom metodom. (Samostalno problem resite simpleks metodom!)

Domen je osenceni poligon na slici 9. Pravac funkcije cilja je nacrtan isprekidanom
linijom. Dvostruka strelica pokazuje smer rasta funkcije cilja. Maksimum se postize u
temenu M(2,5). Znaci, za x = 2 1 y = 5 postize se maksimum funkcije cilja 2z + 3y i on
iznosi 19, te su minimalni transportni troskovi C'(2,5) = 213 —4-19 = 137 hiljada dinara.
Minimum transportnih troskova se ostvaruje po slede¢em planu transporta:

OdAldOBl 2t OdAQdOBl 5t OdAngBl 0t
OdAldOBg 4t 0dA2dOB4 0t OdAngBQ 4t

Ovaj optimalan plan proizvodnje mozemo krace zapisati sa (2,5,0,4,0,4; 137).

Napomena. Uobicajeno je da se u tabelarnom prikazu TP proizvodaéi pisu levo, u prvoj koloni,
a potroSaci na vrhu tabele, u prvoj vrsti. Medutim, to pravilo nije strogo postovano, Sto ¢itaoca
ne treba da dovede u zabunu.

8.5 Klasi¢cna postavka TP

Neka imamo m skladista (mesta proizvodnje) i n mesta potrosnje. Skladista oznac¢imo
sa Ay, As...A,,, a kolicine robe koju ona imaju uskladistena oznac¢imo sa a,as...a,,.
Kolic¢ine robe koje su potrebne potrosacima By, Bs...B,, ozna¢imo sa by, bs...b,. Trans-
portni problem je zatvoren ukoliko je ukupna ponuda jednaka ukupnoj potraznji, odnosno

m n
i=1 i=1

Neka su, imajuéi u vidu raspoloziva transportna sredstva i raspolozivu saobrac¢ajnu mrezu,
odredene cene ¢;; transporta jedinice (kg, m, m?, t, 1... ) kolic¢ine robe z;; od mesta A;
do mesta B;.

Zadatak optimizacije je da se odredi koja kolicina robe ¢e biti transportovana od
skladista A; do potrosaca Bj;, za svako 7 i j, tako da cena transporta bude minimalna tj.
da se odrede one vrednosti z;; za koje ¢e troSak transporta

m n

Z Z(Cij * Ligs

i=1 j=1
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biti minimalan, pri cemu Ce sva skladista A; biti ispraznjena:

n
E Tij = Qq, 1= 1,2...m,
J=1

a svi potrosaci B; maksimalno snabdeveni:

Zl‘i]‘ = bj, j = 1,2n
=1

Trivijalna ogranic¢enja nenegativnosti za svih m - n promenljivih su takode prisutna
2; >0,  i=12.m, j=12.n

Ukupno imamo m +n netrivijalnih ogranicenja, medutim zbog zatvorenosti TP jednacine
ogranicenja nisu nezavisne, te je broj nezavisnih jednacina, odnosno rang matrice sistema
m-+n— 1.

Posle nalazenja pocetnog plana, dalji postupak u nalazenju optimalnog transporta,
posto je ovaj zapis TP u formi problema LP, moze da se odvija po simpleks metodi.

Bazi¢no resenje transportnog problema je nedegenerisano ako u planu transporta
ima tacno m +n — 1 vrednosti razli¢itih od 0 (baziénih vrednosti). U suprotnom bazi¢no
resenje je degenerisano.

8.5.1 Otvoreni model TP

Uslov da je ponuda jednaka potraznji ¢esto u praksi nije ispunjen ve¢ imamo slucaj
da je ponuda robe vec¢a od potraznje. Takav transportni problem nazivamo otvoren.
Otvoren TP mozemo svesti na zatvoren TP (klasican model) tako sto ¢emo uvesti dop-
unskog potrosaca B,;; koji ¢e fiktivno preuzeti visak ponude. Cena transporta po je-
dinici robe iz bilo kog skladista A; do fiksnog potrosaca B, jednaka je nuli. Optimalni
plan transporta za ovako izmenjen model se poklapa sa optimalnim planom transporta
zatvorenog modela. Onu robu koju po optimalnom planu transportujemo od skladista
A; do fiksnog potrosaca B, 1, zapravo ostavljamo u skladistima A;, kao visak robe koja
nema svog kupca.

Zadatak. Naslican nac¢in bismo resili i situaciju, koja se rede deSava na uredenim trzistima,

da je potraznja veca od ponude. Kako biste od takvog otvorenog TP napravili zatvoreni
TP?

8.6 Pocetni plan transporta

Obradi¢emo dva nacina za nalazenje pocetnog plana transporta:
e metoda severozapadnog ugla;

e Vogelova metoda.
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Metoda severozapadnog ugla je jednostavnija od Vogelove metode. Medutim, ne vodi
se racuna o transportnim cenama c;;, tako da pocetno resenje moze biti daleko od opti-
malnog. Sa druge strane, Vogelova metoda je racunski zahtevnija, ali u opstem slucaju
daje bolje pocetno resenje. Sta vise, u primeru na kojem ilustrujemo obe metode, pocetno
resenje dobijeno Vogelovom metodom je optimalno.

Obe metode objasni¢emo na primeru.

Neka je zatvoren (ponuda = potraznji = 17000 jedinica robe) TP zadat tabelom:

transportni potraznja
problem 3500 \ 6000 \ 7500
ponuda 3000 7 7 4
ponuda 3100 14 16 14
ponuda 2500 8 16 23
ponuda 4400 10 12 9
ponuda 3000 19 18 8

8.6.1 Metoda severozapadnog ugla

Plan transporta odredujemo pocevsi od polja (1,1) - severozapadni ugao tabele. Trans-
port na tom polju maksimizujemo u odnosu na uslove zadatka. U nasem primeru, mak-
simalan transport x1; = 3000, jer smo ograni¢eni ponudom od 3000. Ovim transportom
je zadovoljen prvi proizvoda¢, dok prvi potrosac zahteva jos 500 jedinica robe. Da bismo
i njega zadovoljili na polju (2,1) odredujemo transort xo; = 500. Stalno vodimo rac¢una o
zahtevima ponude i potraznje, i spustamo se u pravcu severozapada, popunjavajucci polja
sa maksimalnim dozvoljenim transportom. Dalji redosled popunjavanja je: 9o = 2600,
T39 = 2400, T33 = 100, Ty3 = 4400 i T53 = 3000.

8.6.2 Pocetni plan transporta dobijen metodom SZ-ugla

metoda potraznja
SZ-ugla || 3500 \ 6000 \ 7500
ponuda 7 7 4
3000 3000

ponuda 14 16 14
3100 500 | 2600

ponuda 8 16 23
2500 2400 | 100

ponuda 10 12 9
4400 4400

ponuda 19 18 8
3000 3000

8.6.3 Vogelova metoda

Drugi naziv za Vogelovu metodu je metoda najveé¢ih razlika izmedu najmanjih ko-
eficijenata cena. Vogelovom metodom prvo odredimo kazne za vrste i kolone. Kaznu
za vrstu (kolonu) ra¢unamo kao razliku izmedu dve najmanje cene transporta u vrsti
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(koloni). Izracunate vrednosti predstavljaju najmanje "kazne” koje placamo u ukupnoj

ceni transporta ako robu ne prevezemo po najnizoj ceni u vrsti ili koloni. Zatim, odredimo

najvecu kaznu. Ako ih ima vise biramo onu koja ima minimalnu cenu transporta.
Pocetni plan transporta dobijen Vogelovom metodom

| | 3500 | 6000 [ 7500 [ 1.k. |2k [3k [4k |5k]

7 7 4

3000 30005 | 3 3 3 - | =
14 16 14

3100 3100, 0 0 0 0 2
8 16 23

2500 || 25004 8 8 — - | =
10 12 9

4400 || 10005 | 19006 | 15004 1 1 1 1 2
19 18 8

3000 3000, | 10 | — — - | -

1. k. 1 5 4 K A Z N E

2. k 1 5 5 A

3. k. 3 D 5 Z

4. k. 4 4 5 N

5. k 4 4 — B

U koloni ili vrsti izabrane maksimalne kazne odredimo polje (7,j) sa minimalnom
cenom transporta, i u njemu odredimo maksimalan dozvoljen transport z;; = min{a;, b;}.
Time ¢e zahtevi ili i-tog proizvodaca ili j-tog potrosaca biti ispunjeni. U skladu sa tim,
izbaci¢emo ili i-tu vrstu ili j-tu kolonu. Ceo postupak ponovimo za promenjene uslove:
odredimo kazne, maksimalnu kaznu, odgovarajuci transport, vrstu ili kolonu koju izbacu-
jemo. Postupak ponavljamo dok ne zavrsimo plan transporta.

Sest koraka je bilo dovoljno da se odredi pocetni plan Vogelovom metodom. Mak-
simalne kazne su zatamnjene vrednosti u tabeli. Bazitne vrednosti transporta (takode
su zatamnjene) u tabeli su indeksirane brojevima od 1 do 7, i ti indeksi predstavljaju
redosled odredivanja plana transporta Vogelovom metodom.

U prvom koraku maksimalna kazna je 10 i odredena je za petu vrstu, u kojoj je
minimalna cena 8, na polju (5,3). Na polju (5,3) maksimalan transport je 3000, i to je
prva bazi¢na vrednost, posle ¢ijeg upisivanja 5-tu vrstu mozemo izbaciti. Maksimalna
kazna u drugom koraku je 8, i dodeljena je 3. vrsti. Polje sa minimalnom cenom u 3.
vrsti je (3,1) i maksimalan transport na tom polju je 2500. Zatim izbacujemo trecu vrstu.

U tre¢em koraku maksimalna kazna je dodeljena 3. koloni. U njoj je minimalna
cena na polju (1,3). Maksimalan transport na tom polju je 3000, nakon ¢ega mozemo da
izbacimo 1. vrstu. Na slican nacin postupak se nastavlja.

Posle 5. koraka ostaju samo dva polja u drugoj koloni: (2,2) i (4,2). Transport na tim
poljima odredujemo u skladu sa preostalom ponudom i potraznjom.

8.6.4 MODI metoda

Jednostavne transportne probleme sa dva-tri skladista i dva-tri potrosaca mozemo da
reSimo geometrijskom metodom, kao sto je i pokazano u uvodnom primeru. U opsStem
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slucaju, klasican transportni problem je LP problem, i moze da se resi simpleks metodom.
Medutim, simpleks metoda nije najjednostavniji nac¢in reSavanja transportnog problema
(dugo traje resavanje). Postoje bar dve metode specijalizovane za resavanje TP, koje su
brze od simpleks metode. To su metoda skakanja s kamena na kamen i MODI metoda.
Kako su ove metode prili¢no sliéne (imaju vise od pola jednakih koraka) izabrana je MODI
metoda u kojoj su pocetni koraci jednostavnije osmislljeni.

Algoritam MODI metode

MODI metoda je iterativha metoda. U prvom koraku se odredi pocetni plan trans-
porta, koji treba da bude dopustiv i nedegenerisan. Plan transporta je dopustiv ako
ispunjava sva ogranicenja (zahteve ponude i potraznje). U svakoj iteraciji se racuna novi
plan transporta koji je jeftiniji od prethodnog. Iteracije se vrse sve dok se ne dode do
plana koji ne moze da se popravi (pojeftini). To je optimalan plan transporta, tj. opti-
malno resenje TP. Ukoliko postoji vise optimalnih reSenja, sve njih racunamo iz poslednje
tabele MODI metode. Sledi algoritam metode.

Algoritam

Treba da resimo klasican zatvoren transportni problem. Neka su oznake iste kao u
poglavlju ”Klasi¢na postavka TP”.

Dodatni pojmovi su: Polje (i, ) nekog plana transporta je prazno ako nema trans-
porta od A; do Bj, tj. transport z;; = 0.
Zauzeta polja imaju transport razlicit od 0 u aktuelnom planu transporta. U tabelarnom
prikazu prazna polja sadrze samo cenu transporta (naknadno im se upisuje i ocena
izracunata MODI metodom) dok zauzeta polja imaju upisan i transport.

Prva dva koraka su pocetna, vrse se samo jednom. Niz od 3. do 10. koraka predstavlja
jednu iteraciju MODI metode.

1. Napravimo pocetnu tabelu sa svim podacima TP: potraznje potrosaca, ponude
proizvodaca i cene transporta.

2. Izaberemo, npr. metodom severozapadnog ugla, jedno nedegenerisano dopustivo resenje,
pocetni plan transporta.

3. Izracunamo ocene za vrste v; i ocene za kolone k;, tako da za sva zauzeta polja
vazi:
Cij = + k)j.
Vrednosti v; i k; odredujemo tako §to slobodno izaberemo jednu vrstu ili kolonu i
ocenimo je sa 0. Najbolje je da vrstu ili kolonu sa najvise zauzetih polja ocenimo
sa 0, jer se tada ostale ocene lakse racunaju. Ako ih ima viSe proizvoljnoj od njih
dodelimo ocenu 0. Zatim, naizmeni¢no ra¢unamo ocene kolona (k-ove) i vrsta (v-
ove), na jedinstven nacin, postujuéi prethodni uslov.

4. Odredimo ocene svih praznih polja u tabeli; prazno polje (i, j) dobija ocenu o;;:
Oij = Cij — V; — k?j.
Ocene upisujemo u levi donji ugao praznog polja.

5.a Ako nema negativnih ocena praznih polja, aktuelan plan transporta je optimalan i
racunanje je zavrseno.
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5.b Ako ima negativnih ocena praznih polja, aktuelan plan transporta moze da se
popravi. Popravku vrsimo koracima 6-10.

6. Pronademo polje koje je ocenjeno sa po apsolutnoj vrednosti najve¢im negativnim
brojem.

7. Za ovo polje pronalazimo u tabeli najmanji poligonalni put ¢ija su temena samo
neka zauzeta polja i izabrano prazno polje.

8. Na ovom putu, na neparnim zauzetim poljima, nademo polje sa najmanjim brojem
(transportom).

9. Taj broj prenesemo u prazno polje i u skladu sa uslovima TP popunimo sva polja
na putu. (popunjavanje je jednoznacno)

10. Tako dobijamo novi plan transporta koji treba da bude nedegenerisan i za njega
izracunamo cenu transporta i napravimo novu tabelu koju procesiramo pocevsi od
3. koraka algoritma.
Cenu transporta piSemo na pocetku tabele.

Drugi korak algoritma, nalazenje pocetnog plana transporta, mozemo odraditi metodom
severozapadnog ugla ili Vogelovom metodom.
[ustrujmo iteracije MODI metode na primeru na kom smo ilustrovali nalazenje pocetnog
plana transporta.
Primer. Prva iteracija MODI metode, sa izborom pocetnog plana transporta metodom
severozapadnog ugla je prikazana tabelom:
Cena transporta za pocetni plan transporta je
7-3000 + 14 - 500 + 2600 - 16 + 2400 - 16 + 100 - 23 4 4400 - 9 + 3000 - 8 = 173900.
Temena poligonalnog puta u poljima tabele su oznacena sa o.

| 173900 || 3500 | 6000 | 7500 [ v;

7 7 4116
3000 || 3000 | -2 -12
14 16 14 | 23
3100 500 | 2600 | -9
8 16 23 | 23
2500 | -6 2400 | 100

0 12| 99
4400 | 10 |10 | 4400
9 18] 8|8
3000 | 20 |17 | 3000
Lk 971 0] |

U polju (1,3) je najmanja ocena —12, stoga ¢e to polje biti novo baziéno polje. Poligonalni
put po kome ¢emo izvrsiti promenu plana ima redom temena u poljima: (1,3), (1,1), (2,1),
(2,2), (3,2), (3,3). Najmanji transport na neparnim poljima poligonalnog puta iznosi
100=min{100, 2600, 3000} jedinica robe i nalazi se na polju (3,3). U novom resenju je
x13 = 100. Zatim, transport po poligonalnom putu, uskladimo sa zahtevima ponude i
potraznje, slede¢im redom: z1; = 2900, x2; = 600, x99 = 2500, x30 = 2500, x33 = 0.
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| 172700 || 3500 | 6000 | 7500 | wv; |

7 7 4 4
3000 || 2900 | -2 100
o 14| o 16 14 || 11
3100 600 | 2500 | 3
o 8| o 16 23 | 11
2500 | -6 2500 | 12

0 12| 99
1400 |2 |2 | 4400
0] 18] 88
3000 |8 |5 | 3000
L& I3[ 5 ] 0] |

Cena transporta za novi plan transporta je
7-2900 + 14 - 600 4 2500 - 16 + 2500 - 16 + 100 - 4 4+ 4400 - 9 + 3000 - 8 = 172700. Drugi
plan transporta ima za 1200 novcanih jedinica nizu cenu od pocetnog plana.

Druga iteracija MODI metode prikazana je tabelom:

U polju (3,1) je najmanja ocena —6. To polje ¢e biti novo bazi¢no polje. Poligonalni
put je Cetvorougao sa temenima u poljima: (3,1), (2,1), (2,2), (3,2). Najmanji transport na,
neparnim poljima poligonalnog puta iznosi 600 = min{600, 2500} jedinica robe, i nalazi se
na polju (2,1). Dakle, u novom resenju je z3; = 600, a ostatak transporta po poligonalnom
putu je: o1 = 0, x99 = 3100, x30, = 1900.

Cena transporta za trec¢i plan transporta je
2900 - 74600 - 8 + 3100 - 16 4+ 1900 - 16 4 100 - 4 4 4400 - 9 + 3000 - 8 = 169100.

Tred¢i plan transporta ima za 3600 novcanih jedinica nizu cenu od drugog plana. Koliko
je smanjena cena transporta mozemo da odredimo i bez racunanja ukupne cene transporta.
Dovoljno je da izracunamo za koliko smo popravili transport: 600 j.r. smo transportovali
po ceni od 8 n.j. umesto po ceni od 14 n.j, znaci usteda je 600 - 6 = 3600. Sli¢no,
u prethodnom koraku je usteda bila 100 - 12 (100 j.r. smo transportovali po ceni od 4
umesto po ceni od 23 n.j.). Ovi alternativni nacini za racunanje koliko je popravljeno
reSenje koriste za proveru racuna cele iteracije.

Popravka je jednaka proizvodu minimalne ocene polja i minimalne vrednosti transporta
na neparnim poljima poligonalnog puta.

Treca iteracija MODI metode prikazana je tabelom:

[ 169100 [ 3500 [ 6000 [ 7500 [ v, |

o 7| of 41 4
3000 || 2900 | -8 100
14 16 14| 5
3100 || 6 3100 | 9

o 81| o 16 23| 5
2500 600 | 1900 | 18
o 10 121 o 919

4400 || -2 -8 4400
19 18 81 8
3000 | 8 -1 3000
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Imamo dve minimalne ocene —8, na poljima (1,2) i (4,2). Za baziéno biramo polje
(1,2), jer ima manju cenu transporta. Poligonalni put promene ima temena u poljima:
(1,2), (1,1), (3,1) i (3,2). Minimalni transport na neparnim poljima je 1900 (min{1900, 2900} )
na polju (3,2).

Novi transport je: x1o = 1900, x1; = 1000, z3; = 2500 i x3, = 0. Cena transporta
za Cetvrti plan transporta je smanjena za 1900 - (—8) = —16200. Nova cena transporta je
169100 — 16200 = 153900.

153900 || 3500 | 6000 | 7500 [ v; |
o 7 7] o 4]0
3000 | 1000 | 1900 | 100
4] 16 149
3100 | -2 3100 | 1
8] 16| 231

2500 | 2500 |8 |18
o 10| 12| 095
1400 |2 |0 | 4400
o 18| 8|4
3000 |8 |7 | 3000
L& 7 [ 7] 4] |

Minimalne ocene su —2 na poljima (2,1) i (4,1). Izabrano je polje (4,1) zbog manje
cene transporta. Poligonalni put je po poljima: (4,1), (1,1), (1,3) i (4,3). Minimum od
{1000,4400} je 1000 na polju (1,1). Novi transporti su x4, = 1000, x1; = 0, 213 = 1100
i x43 = 3400. Cena transporta za peti plan transporta je smanjena za 1000 - (—2) =
—2000. Nova cena transporta je 153900 — 2000=151900, a nova tabela MODI metode je
i optimalna:

[ 151900 [ 3500 [ 6000 [ 7500 [ v |

Tlox T| ox 41| 4
3000 2 1900 | 1100
o 14| o 16 14 | 13
3100 0 3100 |1
8 16 23 || 7
2500 2500 | 6 16
o 10| x 12|ox 91 9
4400 1000 | O 3400
19 18 81| 8
3000 10 7 3000
Lk [ 1 [ 3 [ o [ |

Nema negativnih ocena polja, sto implicira da se radi o optimalnom planu transporta,
¢ija je minimalna ukupna cena transporta jednaka 151900 n.j.

Kako su polja (2,1) i (4,2) ocenjena sa 0, postoje jos dva alternativna optimalna
reSenja.

Ako polje (2,1) izaberemo za bazitno poligonalni put ima temena u poljima: (2,1),
(4,1), (4,3), (1,3), (1,2), (2,2). Najmanji transport na neparnim poljima je
1000 =min{100, 1100, 3100} na polju (4,1) i novo optimalno resenje je
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| 151900 || 3500 | 6000 | 7500 |
7 7 4
3000 2900 | 100

4] 16| 14
3100 | 1000 | 2100
8| 16| 23

2500 | 2500
10 12 9
4400 4400
19 18 8
3000 3000

Ako polje (4,2) izaberemo za baziéno poligonalni put ima temena (oznacena su sa X )
u poljima: (4,2), (4,3), (1,3), (1,2). Najmanji transport na neparnim poljima je na polju
(1,2) i iznosi 1900 = min{3400, 1900}. Trece optimalno resenje je:

| 151900 || 3500 | 6000 | 7500 |

7 7 4
3000 3000

14 16 14
3100 3100

8 16 23
2500 | 2500

10 12 9
4400 | 1000 | 1900 | 1500

19 18 8
3000 3000

Ovo optimalno resenje se poklapa sa poc¢etnim planom transporta dobijenim Vogelovom
metodom. Znaci, da je za pocetni plan izabran plan dobijen Vogelovom metodom, samo
jedna iteracija MODI metode bismo dala optimalno resenje, dok je sa pocetnim planom
po severozapadnom uglu bilo potrebno 6 iteracija.

8.7 Teorijska pitanja

’8.5. Trivijalna ogranicenja za promenljive z1, x5...2, su: x; =0, i =1,2...n . ‘ 1
’8.6. Trivijalna ograni¢enja za promenljive xy, x5...x, su: z; >0, 1 =1...n . ‘ T
’8.7. Trivijalna ogranic¢enja za promenljive x1, xs...x,, sw: z; >0, 1 =1,2...n . ‘ i
’8.8. Trivijalna ogranic¢enja su zahtevi da sve promenljive budu pozitivne. ‘ L
8.9. Problem linearnog programiranja sa 4 nepoznate nema smisla resavati ge- -
ometrijskom metodom.

8.10. Domen problema linearnog programiranja ¢ine sve tacke koje zadovoljavaju -
sva ogranicenja.

8.11. Dopustivi skup (domen) problema linearnog programiranja ¢ine sva njegova -
resenja.




8.12. Postoji problem LP sa neogranicenim domenom i linearnom funkcijom cilja
koja dostize minimum u nekoj tacki i maksimum u nekoj drugoj tacki domena.

8.13. Vazi da je na nepraznom domenu D C R? nekog problema LP mDin(x — 2y +
3z) = mgx(—x + 2y — 3z2).

8.14. Vazi da je na svakom nepraznom i ograni¢enom domenu D C R? nekog
problema LP mr'}n(:c —2y+3z) = — mgx(—x + 2y — 32).

8.15. Za svaki domen D C R? problema LP vazi ako je mDin(—x +y) = =5, onda
je mgx(—x +y) =5.

8.16. Za svaki domen D C R? problema LP vazi ako je m[i)n(—Zx + 6y — 3z) = —5,
onda je mgx(2x — 6y +3z) =5.

8.17. Dopustivi skup svakog problema linearnog programiranja je konveksan skup
tacaka.

’8.18. U ravni mozemo konstruisati petougao koji nije konveksan skup tacaka.

’8.19. Postoji ¢etvorougao koji nije domen niti jednog problema LP.

8.20. Bilo koji trougao moze biti domen nekog problema LP.

8.21. Poligon sa temenima (0,2), (—1,2) i (2,0) moze biti domen nekog problema
LP

8.22. Poligon sa temenima (0,0), (—1,1), (—2,0), (0,—2), (2,0) i (1,1) moze biti
domen nekog problema linearnog programiranja. (proverite konveksnost)

8.23. Poligon sa temenima (0,0), (—1,1),(—2,0), (0,—2),(2,0) i (1,1) ne moze biti
domen nekog problema LP.

8.24. Poligon sa temenima (0,3), (1,1),(3,0), (1,—1), (0,—3), (—1,—1), (=3,0) i
(—1,1) ne moze biti domen nekog problema linearnog programiranja.

8.25. Poligon sa temenima (0,0), (—1,1), (—2,—2), (0,—2), (2,0) i (1,1) ne moze
biti domen nekog problema linearnog programiranja.

8.26. Poligon sa temenima (0,2), (—1,2),(—2,0), (0,—2) i (2,0) moze biti domen
nekog problema LP.

’8.27. U simetricnom obliku problema LP se zahteva maksimum funkcije cilja.

8.28. [ u standardnom i u simetricnom obliku problema linearnog programiranja
zahteva se maksimum funkcije cilja.

’ 8.29. U standarnom obliku problema LP sva netrivijalna ogranicenja su jednacine.

8.30. I u standardnom i u simetricnom obliku problema LP se zahteva trivijalno
ogranicenje za sve promenljive.

’8.31. Svaki neogranicen dopustivi skup problema LP je konveksan.

’8.32. Kruzni isecak moze i ne mora da bude konveksan skup tacaka.

8.33. Na neograni¢enom domenu svakog problema linearnog programiranja funkcija
cilja ne dostize maksimum.

’8.34. Ekstremne tacke poliedra su njegova temena.

’8.35. Ekstremne tacke kruga su tacke njegove kruzne linije.
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8.36. Ekstremne tacke duzi su krajnje tacke duzi.

8.37. I u standardnom i u simetricnom obliku problema LP se zahteva minimum
funkcije cilja.

8.38. Postoji problem LP sa neograni¢enim domenom D i linearnom funkcijom cilja
koja ima minimum, a nema maksimum na D.

8.39. Problem linearnog programiranja sa 2 ili 3 nepoznate nema smisla reSavati
geometrijskom metodom.

8.40. Na svakom neogranicenom domenu problema LP svaka linearna funkcija cilja
obavezno nema ni minimum ni maksimum.

8.41. Kada opsti problem linearnog programiranja sa m nezavisnih netrivijal-
nih ogranicenja reSavamo simpleks metodom, u svakoj simpleks tablici imamo m
bazi¢nih kolona.

’8.42. Bazi¢na kolona ima jednu 1 i ostalo 0.

’8.43. Bazi¢ne promenljive imaju pridruzene bazi¢ne kolone u simpleks tablici.

8.44. U svakoj simpleks tablici problema sa 2 netrivijalna ogranicenja ima 2 razlicite
bazicne kolone.

8.45. U svakoj simpleks tablici problema sa 3 netrivijalna ogranicenja i 7 nepoznatih
pridruzeno bazi¢no resenje ima bar 4 nule.

8.46. Broj izravnavajuc¢ih promenljivih jednak je broju nejednac¢ina u skupu netriv-
ijalnih ogranicenja.

8.47. U svakoj simpleks tablici problema sa 3 netrivijalna ogranicenja ima 3 bazi¢ne
kolone.

8.48. Vestacke promenljive uvodimo sa ciljem da dopunimo skup bazi¢nih kolona
u simpleks tabeli.

8.49. U svakoj simpleks tablici problema sa 10 netrivijalnih ogranic¢enja ima 10
razli¢itih bazi¢nih kolona.

8.50. Broj vestackih promenljivih problema linearnog programiranja moze biti veéi
od broja bazi¢nih kolona.

8.51. Bazicna kolona ima sve jedinice.

8.52. U svakoj simpleks tablici svi elementi u poslednjoj koloni sem poslednjeg su
obavezno nenegativni.

8.53. U svakoj simpleks tablici svi elementi u poslednjoj koloni sem poslednjeg su
obavezno vedi ili jednaki 0.

8.54. U svakoj simpleks tablici problema sa 3 netrivijalna ogranicenja i 7 nepoznatih
pridruzeno bazi¢no resenje ima ta¢no 4 nule.

8.55. U svakoj simpleks tablici problema sa 5 netrivijalnih ogranicenja ima 5
bazicnih kolona.

8.56. Broj izravnavaju¢ih promenljivih jednak je broju jednacina u skupu netrivi-
jalnih ogranicenja.

8.57. Bazi¢nim promenljivama iz simpleks tablice u bazi¢nom resenju dodeljujemo
0.

8.58. Bazi¢no resenje problema linearnog programiranja sa 3 netrivijalna ogranice-
nja i 6 nepoznatih ima bar 3 nule.
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8.59. Bazic¢no reSenje pridruzeno simpleks tablici sa m bazi¢nih kolona ima najvise

n —m nula (n je broj promenljivih). L
8.60. Nebazicnim promenljivama iz simpleks tablice u bazicnom resenju dodelju- N
jemo suprotnu vrednost iz poslednje kolone u vrsti u kojoj je bazic¢na 1.

8.61. Vrednost funkcije cilja u bazicnom resenju pridruzenom simpleks tablici jed- -

naka je suprotnoj vrednosti u donjem desnom uglu tablice.

8.62. Opsti problem linearnog programiranja treba svesti na simetrican oblik sa
nenegativnim slobodnim koeficijentima da bismo smo mogli da primenimo simpleks | L
metodu.

0 4 3 1 0] 10 Ova tablica je zavrsna simpleks tablica
8.63 132 0 0] 20 sa optimalnim resenjem (20,0,0,10,30) u 1
0230 1) 30 kojem je maksimum funkcije cilja jednak
0 1 20 0]-40 4
0 31 0010 Ova tablica je simpleks tablica sa opti-
0 20 3 1|2 . .. . .
8.64. . 00 2 0l4 malnim resenjem (4,0,0,0,2) u kojem je 1
0 3 0 —1 08 minimum funkcije cilja jednak —8.
Sledeé¢i problem linearnog pro-
gramiranja je u obliku za koji, min(5x; — 2x9)
8.65. bez dodatnih transformacija, 1 —x2+ x5 =0, 2w+ X2 + 24 > 9, 1
imamo  pridruzenu  simpleks —2z1 + 3xs + x3 =2, 1, %2, 23, 74,25 > 0
tablicu.

Slede¢i problem linearnog pro-
gramiranja je u obliku za koji, bez
dodatnih transformacija, imamo
pridruzenu simpleks tablicu.

min(7z3 — Txy)
$2+$3+2I4:1,$1—$3+2$4:0 T
2, >0, i=1,2,34

8.66.

8.67. Domenu problema LP iz predhodnog zadatka pripada tacka (1,0,1,0). ‘ T
Slede¢i problem linearnog programiranja max(—x1 — 3x3)
8.68. Je u obliku za koji, bez dodatnih trans- 71 + 222 + 323 = 0, n
"7 formacija, imamo pridruzenu simpleks —4x1 + 519 + 624 = 1
tablicu. T1,T2,23,74 2 0
Slede¢i problem linearnog pro- min(x; + 2z + 3z + 4z4)
8.69. gramiranja je u simetriénom ob- Tyt x4 > -2, —2r+x3 > 1, 1
liku. T1,T9,T3,T4 Z 0
Slede¢i  problem linearnog min(x; + 2y + 3x3 + 414)
8.70. programiranja je u standard- T+ T2+ 23+ x4 =2, 1L
nom obliku. -1 + 233'2 — T3+ 2513'4 =1
20 001 2
8.71. Ova tablica -2 2 21 0|-2 je simpleks tablica. 4
20 -2 0 0]-2
2 2 0 01 2
8.72. Ova tablica -2 0 210 0 je simpleks tablica. T
20 -2 0 0]-2
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8.73.

8.74.

2 2 0 0 -1 2
Ova tablica -2 2 21 0| 2 je simpleks tablica.
20 20 02
Slede¢a tablica je simpleks tablica _g (1) (2) (1) (1) _;
pridruzena optimalnom resenju. 53 5 00 ‘ -

0 4 3 1 0|-10 . . . . .
13200l 20 je zavrsna simpleks tablica sa optimal-
8.75. Tablica 023 0 1| 30 nim resenjem (20,0,0,—10,30) u kojem je
01 2 0 0l =10 minimum funkcije cilja jednak 40.
(1) ;1 g (1) 8 ;8 je zavrsna simpleks tablica sa optimal-
8.76. Tablica 0 2 3 0 1|30 nim resenjem (20,0,0,10,30) u kojem je
0 =1 2 0 0l40 minimum funkcije cilja jednak —40.
3 1 0 0 0|7
2 0 30 1|5 je simpleks tablica sa bazitnim reSenjem
8.77. Tablica 00 20 0|3 (0,7,0,1,5) u kojem je vrednost funkcije
2 0 -1 101 cilja jednaka —3.
-3 0 10 0]3
8 g (1) (3) 8 (1) ; je zavrSna simpleks tablica sa
8.78. Tablica 1 00 20 0l3 bazi¢nim resenjem (3,0,7,0,1,5) u
o 0 20 -1 1 0l 1 kojem je vrednost funkcije cilja jed-
0 -3 0 100|-3 nakas
0 0 3 1 0| 30 je zavr$na simpleks tablica sa op-
. 1 3 -2 0 0] 20 timalnim resenjem (20,0,0,30,10) u
8.79. Tablica 0 -2 3 0 1| 10 kojem je minimum funkcije cilja
0 3 5 0 0|—40 jednak —40.
(1) g _; (1) 8 28 je zavrsna simpleks tablica sa optimal-
8.80. Tablica 0 -2 3 0 110 nim resenjem (20,0,0,10,30) u kojem je
0 3 5 0 040 minimum funkcije cilja jednak —40.

8.81.

min(:c1 + 233'2 -+ 31’3 + 41’4)
I1+$2+I3+l’4:2, —$1+2JI2—I3+21‘4:1
>0, i=1,23,4

Slede¢i problem LP je u
standardnom obliku.

Sledec¢oj simpleks tablici je pridruzeno 22 00 1] 2
8.82. bazitno resenje (0,0,0,0,2) u kom je -2 2 21 0] 0

vrednost funkcije cilja jednaka 2. 2 0 -2 0 0]-2

Slede¢éem  domenu  problema lin- To+x3+ 214 <0
8.83. earnog programiranja pripada tacka r1—x3—2x4 <5

(1,1,1,—1). >0, i=1,2,3,4
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8.84.

Domenu sledeceg
problema LP pripada x9+ x5+ 224 =
tacka (1,0,—1,0).

min(?:vg — 71'4)

O, $1—$3+25L’4:2

2, >0, i=1,2,3,4

Dopustivom skupu sledeceg problema

min(7xs — Txy)

8.85. . . B To+22x4=0, 21 —23+214=2
LP pripada tacka (1,0,—1,0). 2 >0, i=1.9.4
8.86 Slede¢em  dopustivom  skupu xo+ 23 — 214 <0, x1— 23+ 214 > 2
77" nekog LP pripada tacka (1,0,1,1). r,>0,1=1,23,4
4 0 00 1] 0 je zavrsna simpleks tablica,
8.87. Ova tablica -4 3 -2 1 0] 4 u kojoj je minimum funkcije
46 20 0[10 cilja jednak —10.
Slede¢i problem linearnog pro- min(2z; + 3xg)
8.88 gramiranja je u obliku za koji, bez 201+ 22+ 23 =0
7" dodatnih  transformacija, imamo —r1+ 20 +xs =1
pridruzenu simpleks tablicu. T1,22 > 0
Slede¢i problem linearnog pro- min(x; + 2xs)

8.89.

gramiranja je u obliku za koji, bez
dodatnih transformacija, imamo
pridruzenu simpleks tablicu.

X1+ To + T3 = —2
—$1+2£L'2+.’L'4:1
L1, T2, T3, Ty Z 0

8.90.

Sledecoj simpleks tablici je pridruzeno ba

resenje (0,0,0,3,4) u kom je vrednost funkcije

cilja jednaka 1.

71CNno 2 2

2
0

8.91.

Optimalno resenje pridruzeno simpleks
tablici je (0,4,0,2,1), i pri tom je mini-
mum funkcije cilja jednak 5.

1
1

—2
2
0
2
2
2

O|l= O O

8.92.

Sledec¢oj simpleks tablici je pridruzen

bazi¢no optimalno resenje (0,0,0,0,2) u ko-

jem je vrednost funkcije cilja jednaka 2.

O

2
—2
2

oI N

8.93.

Slede¢i problem linearnog pro-
gramiranja je u obliku za koji, bez
dodatnih transformacija, imamo
pridruzenu simpleks tablicu.

T1+ x9 + 23 = 2,

max(x; + 25)
—33'1—|—25U2—|—$4 =1
T1,T2, X3, Ty Z 0

8.94.

Slede¢i problem linearnog programiranja je

u obliku za koji bez dodatnih transforma
imamo pridruzenu simpleks tablicu.

min(x; + 2x9)
1+ X9+ X3 = —2
—$1+2I2+£L’4 =1

cija

8.95.

Sledecoj simpleks tablici je pridruzeno
baziéno resenje (0,0,0,0,5) u kojem je
vrednost funkcije cilja jednaka —5.

22 00 1] 5
-2 2 210] 0
2 0 -2 0 0|5

8.96.

Transportni problem je specijalan slucaj problema linearnog programiranja.

8.97.

Nedegenerisani pocetni plan transporta sa m potrosaca i n proizvodaca ima

tacno m + n + 1 vrednost transporta razlicitu od 0.
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8.98. Nedegenerisani plan transporta za 3 potrosaca i 5 proizvodaca ima 7 trans-
porta vec¢ih od 0.

8.99. Transportni problem je zatvoren ako je ponuda jednaka potraznji.

8.100. Nedegenerisani plan transporta za 5 potrosaca i 5 proizvodaca ima 10 trans-
porta vec¢ih od 0.

8.101. Degenerisani plan transporta za 5 potrosaca i 5 proizvodaca nema 9 trans-
porta vecih od 0.

8.102. Ako su u nekom koraku Modi metode sve ocene praznih polja nenegativne,
aktuelni plan transporta je optimalan.

8.103. Transportni problem je otvoren ako je ponuda razlicita od potraznje.

8.104. Metoda SZ-ugla u transportnom problemu ne vodi racuna o cenama trans-
porta.

8.105. Nedegenerisani plan transporta za 3 potrosaca i 5 proizvodaca ima 8 trans-
porta jednakih 0.

8.106. Vogelova metoda u transportnom problemu tezi da pocetni plan bude blizu
optimalnog.

8.107. Nedegenerisani plan transporta za 4 potrosaca i 4 proizvodaca ima 9 trans-
porta jednakih 0.

8.108. U svakom koraku Modi metode cena transporta aktuelnog plana transporta
je manja nego u prethodnom planu transporta.

20
15

15
20

Tabelom je dat pocetni plan transporta 5 [ 30

dobijen metodom SZ-ugla.

8.109.

40
50

20 30

Tabelom je dat nedegenerisan plan trans- 15 [ 20 [ 25 [ 30

porta.

8.110.

10 20 30

15
15

20
20

Tabelom je dat pocetni plan transporta 35 | 30

dobijen metodom SZ-ugla.

8.111.

40
50

[ 2] [ 25 ]
[40 [ 15 ] [ 5]
(50 1] I I I
L MI5] [ 25 ]
[40 ]| 15 [ 10 | 5 |
(60 1] I I I
L1857 [ 25 ]
[40 [ 15 ] [ 5]
(50 [ 1 [ 20 ]

20 30

8.112. Prethodni transportni problem je otvoren.

15
15

20 30

Tabelom je dat degenerisan plan trans-
porta.

8.113.

40
50

20 30

25
25

20
15

Tabelom je dat pocetni plan transporta
dobijen metodom SZ-ugla.

30

8.114.

45

20
20

25

8.115.

35
50

15

transporta dobijen metodom SZ-ugla. 75

Tabelom je dat degenerisan plan trans- 30

porta dobijen metodom SZ-ugla.

8.116.

40
50

30

l [
l [
l |
l [
l [
l |
Tabelom je dat degenerisan pocetni plan C_ 115
l [
l |
l [
l [
l |
l [

Tabelom je dat optimalan plan trans- T 2] 3
8.117. 40 10 20 10
porta. T 3| 2
20 20
Transportni plan dat tabelom — ;2 | 22 | ?Z | 32 |
8.118. je pocetni plan dobijen Vo- At
gelovom metodom. AR R
35 5 30
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Transportni plan dat tabelom
8.119. je pocetni plan dobijen Vo-
gelovom metodom.

25

[ 30

20

15

35

14
20

35

17

Transportni plan dat tabe-
8.120. lom je nedegenerisan opti-
malan plan.

25

20

15

35

14
20

35

17
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Glava 9.

9 Neki modeli (celobrojnog) LP u privredi

Minimizacija transportnih troskova, problem koji je ve¢ izlozen, interesantan je za sve
grane privrede i agrobiznisa kao njenog sastavnog dela. Ukoliko se zahteva uslov celobro-
jnost nepoznatih to usloznjava nalazenje optimalnog resenja, ali je on ipak ¢esto neizbezan
uslov pri modeliranju. Na primer ako se optimizuje broj osnovnih i(ili) pomo¢nih masina,
broj pojedinih stocnih grla i(ili) zivine na farmi tesko je izbeéi celobrojnost. U radu [20]
u kome se optimizuje organizacija rada kombajna za vreme zZetve pSenice, uljane repice
i je¢ma na velikom gazdinstvu (oko 1500 ha) i iznajmljivanje istih kombajna na okolnim
malim imanjima je uspesno izbegnuta celobrojnost. Cilj ovog poglavlja je da se studenti
osposobe za modelovanje jednostavnijih agronomskih modela. U nastavku ¢e biti izlozeni

problemi koji su specifi¢ni u pojedinim granama poljoprivrede.

9.1 Primena u ratarstvu i voéarstvu

Optimalan plan podele obradive povrsine na kulture u cilju maksimizovanja zarade,
pri ogranicenom broju radnika, reSava se u prvom primeru.

Primer. Sta i koliko sejati?

Neka k kultura zelimo posejati na obradivu povrSinu koja ima p ha. Donju i gornju
granicu povrsine koju zelimo da posejemo i-tom kulturom (i = 1...k) oznac¢imo sa p; i p/.
U svrhu formulacije problema uvedimo dodatne oznake:

x; nepoznata povrsina koju treba zasejati i-tom kulturom,

b

; broj radnika® kojima raspolaze poljoprivredno dobro u j-tom periodu®, j = 1...m,

ri; broj radnika potreban u j-tom periodu za i-tu kulturu,

¢; ocekivana dobit od ¢-te kulture po jedinici povrsine.

k
max(z C; - iL‘Z>
=1

Ogranicene obradive povrsine zahtevaju:

k
> xi=np, P <ap <pl,i= 1ok
i=1

297bog koriéenja sezonske radne snage broj radnika po periodima moze da se razlikuje.
30Periodi pokrivaju jednu godinu i ne moraju biti jednaki. Na primer, zima moze biti jedan period, a
prole¢e moze da se podeli na tri perioda.
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Potrebe za radnom snagom i njihov ogranicen broj fomulisan je slede¢im nejednacinama:

k
in * Ty S bj, j =1..m.
i=1

Poljoprivredna tehnika kojom raspolaze gazdinstvo nije uzeta za ogranicavajuci faktor.

Problem se moze preformulisati tako da se razmatraju i radna snaga i mehanizacija.
Individualni poljoprivredni proizvodaci ponekad ne kupuju semensku robu nego koriste

umesto nje seme iz prethodne godine. Problem koji sledi analizira takvu situaciju.

Primer. Sejati ili prodati seme?

Napravimo optimalan plan setve iz tri uzastopne zetve. Pred prvu setvu imamo A kg
semena. Prodajna cena semena je pg. Koeficijenat prinosa za zetve je A. Ocekuje se da
¢e zarada po kg u I zetvi biti py, u Il Zetvi po, u Il p3 dinara. Pretpostavka je da se svake
godine seme ili prodaje ili seje, ne skladisti se.

Regenje. Neka je u prvoj godini posejano x; kilograma (z; < A). Znadi prodato je po
ceni py, A — x1 kg semena. Prinos prve zetve je Ax;. Neka je u drugoj godini posejano
xo kilograma (zo < Axy). Ostatak od Azy — x2 je prodat po ceni p;.

Prinos druge Zetve je Axy. Neka je u trecoj godini posejano x3 kilograma (z3 < Axg).
Ostatak od Axy — x3 je prodat po ceni py. Konacno, prinos od trece zetve Ax3 je prodat
po ceni p3. Ukupni prihod za tri godine je:

Po(A — x1) + pr( Az — 22) + p2(Axe — x3) + p3Azs,
i njega treba maksimzirati:

3 2
max(poA + A Zpiﬂﬁi - Zpixiﬂ)
i=1 i=0

uz ogranicenja:
0 S T S A
0 S ) S /\xl .
0 < a3 < Az

9.1.1 Izbor mehanizacije i transport

U okviru izbora mehanizacije imamo bar dva tipa optimizacionog problema:

A nadi optimalan plan nabavke nove mehanizacije (ili iznajmljivanja stare mehanizacije)
sa ciljem da se izvrse planirani poslovi u planiranom vremenu,

B nadi optimalan plan (sa maksimalnom zaradom) proizvodnje razli¢itih vrsta proizvoda
na postoje¢im tipovima masina pri vremenskom ograni¢enju rada.

Takode, razlicite situacije nastaju kada:
a sve operacije (svi proizvodi) mogu da se u celosti realizuju na svim tipovima masina,

b svaki proizvod (operacija) mora da prode obradu na svim tipovima masina redom.
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Na primer, operacije oranja, tanjiranja i sejanja mogu da se izvrse na svim tipovima
traktora sa odgovaraju¢im tipovima prikljucaka. S druge strane, hoblarica, glodalica,
slajferica i busilica su obavezne masine u proizvodnji raznih komada namestaja od punog
drveta. Slicno, zamrznuto povrée (grasak, boranija, Spanat... ) zahtevaju: branje, trans-
port, pranje, pasterizaciju, pakovanje, zamrzavanje i skladistenje.

Primer Aa. Na posedu treba obaviti dva posla P; i P,. Svaki posao moze obaviti ili masina
M ili M,. P treba obaviti za 10 dana, a zatim treba obaviti P, za 5 dana. Zna se da M;
obavi P; za 60 dana, P, za 50 dana, dok M, obavi P; za 90 dana, P, za 25 dana. Koliko

masina treba minimalno nabaviti, a da se poslovi obave na vreme?

Resenje. Ako sa x; oznac¢imo potreban broj masina M; i sa xy potreban broj masina M,
treba resiti slede¢i LP problem:

min<$1+$2)
I ) T )
e A 25
6 9" 105"
$1,$2€NU{0}.

Jednom masinom tipa M; se za 10 dana obavi Sestina posla P, a za 5 dana desetina posla
P,. Jednom masinom tipa M, se za 10 dana obavi devetina posla P;, a za 5 dana petina
posla P,. Poslovi u celosti treba da se obave u predvidenom roku. Problem moze da se
resi geometrijskom 2D—metodom. Resite! Optimalno resenje je z1 = 31 29 = 4.

Primer Bb. Postaviti matematicki model za optimalnu proizvodnju 4 artikla Ay, Ag, Az i
Ay u tri udruzena preduzeca Py, P i P3. Sva preduzeta imaju po dva tipa masina M; i
M,. Svi artikli zahtevaju obradu na oba tipa masina. U prvoj tabeli je dat broj masina
po preduzec¢ima, a u drugoj je dato vreme u satima potrebno za realizaciju jednog artikla
po preduzec¢ima.

Ml M2 Al AQ AS A4
Pl 26 P42 61332
Pl 2] 3 Pl (43) [ (41 ] 23) (22
Pyl 5 | 2 Py (5.2) [ (62) ] 3432

Iz tabele vidimo da preduzece P3 ima najlosiji u¢inak. U istom preduzecu realizuje se i prvi
i drugi deo obrade artikla. Masine rade po ceo dan (24h). Napravite model za meseéni op-
timalan plan proizvodnje ako su zarade po jedinici artikla i maksimalna mese¢na prodaja
dati u sledecoj tabeli.

A, | A, | A5 | A,
zarada 600 | 800 | 500 | 300
maks. plasman | 1000 | 800 | 1400 | 2000
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Resenje.
Neka je z;;, broj j-tih artikala u k-tom preduzeéu. Neme indekse i (1-2), j (1-4) i k
(1-3) ¢emo redom rezervisati za masine, artikle i preduzecéa. Treba maksimizovati zaradu

3 3 3 3
max (600 () wik) +800- (O wa) +500- () wa) +300- (O :174k)>
k=1 k=1 k=1 k=1

Netrivijalna ogranicenja koja su posledica gornje granice maksimalne mesecne prodaje su:

3 3
lek < 1000, Zx% < 1400,
k=1 k=1

3 3

ngk < 800, ka < 2000.
k=1 k=1

Maksimalno mese¢no vreme rada (jedinica mere je h) ako u mesecu ima 22 radna dana je
22 - 24 = 528. Oznacimo to vreme sa 7T'. Vremenska ogranicenja koja su posledica broja
masina po preduzec¢ima su:
4dr11 + 5291 + 3w31 + 220 < 27T, 2x11 + 221 + 3231 + 241 < 67,
4219 + 490 + 239 + 2149 < 2T,  3x12 + X9 + 3x32 + 22040 < 3T,
5x13 + 693 + 3x33 + 343 < BT, 2113 + 2293 + 433 + 2243 < 27T
U prvoj koloni su vremenska ogranicenja za prvi tip, a u drugoj koloni za drugi tip
masine. Po vrstama su vremenska ogranic¢enja za prvo, drugo i treée preduzece, redom.
Trivijalna ogranic¢enja su takode prisutna.

Zadatak. Neka su ispunjeni svi zadati uslovi iz prethodnog primera. Dodatno neka trziste
u toku meseca moze da apsorbuje 200 komada slozenog proizvoda. On se sastoji od: 2 Ay,
1 Ay i3 Ay Dodatno vreme za sklapanje slozenog proizvoda nije potrebno. Zarada po
jedinici slozenog proizvoda je 3500 novcanih jedinica, Sto je viSe nego kada se pojedinacno
prodaju artikli koji su u sastavu slozenog proizvoda. Preradite prethodni model tako da
se maksimizuje zarada uzimajuéi u obzir i slozeni proizvod.

Transport poljoprivrednih proizvoda Pretpostavimo da imamo m mesta (polja,
parcele, staklenici, voénjaci, vinogradi... ) proizvodnje i n mesta prerade ili potro-
Snje (susare, skladiSta, pijace, fabrike prerade voca i povréa, hladnjace... ) jednog3!
poljoprivrednog proizvoda. Oznac¢imo mesta proizvodnje sa A;, As...A,, 1 mesta potrosnje
sa By, Bs...B,. Tipovi transportnih sredstava jednog poljoprivrednog gazdinstva razlikuju
se po nosivosti, brzini kretanja, eksploatacionim karakteristikama i troskovima prevoza
po jedinici robe. Neka gazdinstvo raspolaze sa p, prevoznih sredstava k-tog tipa k = 1...s.
Ozna¢imo sa:

e a; koli¢ina proizvodnje u A;,
e b; kolicina potrosnje u Bj,
e d;, nosivost k-tog tipa prevoznog sredstva,

e ¢;;. trosak usled dolaska praznog prevoznog sredstva k-tog tipa iz garaze do mesta
utovara A;,

31Moze biti i vise poljoprivrednih proizvoda koji dospevaju u isto vreme.
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e ¢}, trosak usled dolaska praznog prevoznog sredstva k-tog tipa iz mesta istovar B;
do garaze,

° c;’]k, trosak usled prevoza poljoprivrednog proizvoda prevoznim sredstvom k-tog tipa

iz mesta utovara A; do mesta istovara B,

e x;;;, broj prevoznih sredstava k-tog tipa, kojima ¢e biti izvrsen prevoz poljoprivrednog
proizvoda od A; do B;,

pri cemu: t =1..m, j=1.n 1 k=1..s.

Dodatno ogranicenje je da svako prevozno sredstvo koje koristimo mozemo upotrebiti,
usled duzine puta, najviSe jednom i da pri tom prelazi celokupnu marsrutu: garaza -
mesto proizvodnje - mesto potrosnje - garaza.

Matematicki model koji odgovara ovom poljoprivrednom transportu ima za cilj da se
odrede promenljive z;j; tako da budu optimalno resenje sledec¢eg LP problema:

min(z Z Z(Cik + o+ i) - Tiji)

i=1 j=1 k=1
n s
E E dk * Lijk = Qg 1= lm,
j=1 k=1
m s
E E dk * Tijk S bj, ] = 1...n,
i=1 k=1
m n
E E Tijk < Pk, k= 1"'57
=1 j=1

Ty >0, zasve 4,71 k.

Prvih m jednacina zahteva da sve Sto se ubere mora i da se uskladisti, preradi ili proda.
Prvih m ograni¢enja mogu da budu nejednacine tipa <, ukoliko su na primer transportna
sredstva skromna pa ne moze sav rod da se preveze u jednoj turi nego se transport vrsi
u vise navrata. U tom sluc¢aju bismo poslednjih s netrivijalnih ogranic¢enja bile jednacine
(morali bismo koristiti sva raspoloziva prevozna sredstva).

Druga grupa od n nejednacina znaci da su mesta potrosnje B; ogranicenog kapaciteta
b; i da mogu da prime svu proizvedenu robu.

Napomena. Od tri grupe netrivijalnih ogranicenja moramo imati bar jednu grupu jednacina.
U suprotnom, ako bismo sva netrivijalna ogranicenja bila nejednacine tipa < optimalan
plan transporta bismo bio trivijalno resenje - svi z;;; su 0, odnosno nema transporta i
minimalni troskovi su jednaki 0. To naravno nema smisla.

Zadatak. Razmislite koji polazni problem transporta poljoprivrednih proizvoda, pri is-
tim oznakama, bismo imao matematicki zapis koji bismo se od prethodnog razlikovao po
tome da je prva grupa ogranic¢enja bila tipa <, a druga grupa su jednacine. Da li je u
tom slucaju proizvodnja vec¢a od ”potrosnje”?

Minimizacija vremena transporta
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Za vreme sezonske kampanje zetve pSenice, berbe kukuruza (voéa, povréa, cveda...),
bitna komponenta kvaliteta transporta je utroSeno vreme.

Oznacimo sa t;; vreme utroseno na transport robe od polja berbe (zetve, proizvodnje...
) A; do mesta skladistenja (prodaje... ) B;. U A; obrano je a; jedinica robe i = 1...m,
dok u skladistu B; moze da se uskladisti b; jedinica robe j = 1...n.

Treba odrediti onaj plan transporta robe z;;, i« = 1..m, j = 1..n, za koji ¢e vreme
najduzeg prevoza biti minimalno, odnosno

min ,,, max{t;;|i = 1..m, j = 1..n},

pri netrivijalnim ogranicenjima

n m
E T = Qy, 1= 1m, E Tij < bj, j =1.n.
j=1 i=1

Prvih m jednacina zahteva da sve $to se ubere mora i da se uskladisti (transportuje). Pre-
ostalih n nejednacina su posledica ogranic¢enih kapaciteta skladista. Trivijalna ogranicenja
nenegativnosti z;; > 0 se i u ovom transportnom problemu podrazumevaju.

Ovako formulisan zadatak zbog nelinearne funkcije cilja nije problem LP. Za resavanje
ovakvih zadataka koriste se poznate, ali slozenije metode koje ovde necemo izlagati.

9.2 Jedan model optimizacije profita u stocarstvu

U stocarstvo imamo za cilj da maksimizujemo proizvodnju mesa, mleka, jaja. Takode,
interesantno je minimizovati troskove ishrane, a da pri tom bude zadovoljavajuci kvalitet
stocne hrane.

Primer. Kokoske i jaja

Napravite linearan program za sledec¢i problem: Jedna kokoska ima za tri nedelje dve
moguc¢nosti: ili da polozi 12 jaja ili da izleze 4 pileta. Posmatra se proizvodni period od
12 nedelja (4 ciklusa od po 3 nedelje). Nakon toga se sva zivina prodaje: piliéi iz prvog
ciklusa i kokoske po ceni od K dinara, pili¢i iz drugog i trec¢eg ciklusa po ceni od P dinara
po komadu, a jaja po ceni od J dinara po komadu (K>P>J). Treba optimizovati zaradu.
U proizvodnju ulazimo sa 100 kokosaka i 100 jaja.

Resenje.

I ciklus IT ciklus IIT ciklus
nosilje | 100—k; 100—ko 100—k5
kvocke k1 ko ks

stara jaja 100 100—4k, 1300—52k; — 4k,
nova jaja — 12(100—4k;) 12(100—4k:)
uk. jaja | 100 | 1300—52k; | 2500—52(k1+ks)
IV ciklus
nosilje 100—k4
kvocke ky
stara jaja | 2500—52(k1+ke)—4k;
nova jaja 12(100—4ks3)
uk. jaja | 3700—52(k;+ko+ks)
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Znamo da se vise isplati (ako je K i P vise nego tri puta vece od J, §to obi¢no i jeste
ispunjeno) da kokoske legu pili¢e nego da nose jaja. Medutim, imamo ograni¢enu koli¢inu
jaja. U prvom ciklusu najvise 25 kokosaka moze da leze pilice. U narednim ciklusima
proizvodnje je slicno, broj kokoSaka-kvocki je ograni¢en brojem jaja. Oznacimo sa k; broj
kokosaka koje lezu pili¢e u i-tom ciklusu proizvodnje (i = 1,2,3,4). Kako gornja granica
za k; zavisi iskljucivo od broja jaja u ¢-tom ciklusu, u tabeli analiziramo koliko ukupno
ima jaja u ciklusima:

Na pocetku IV ciklusa imamo 3700 — 52(k; + ko + k3) jaja. U toku IV ciklusa ¢e se
potrositi 4k, jaja za nove pilice, i proizvesée se 12(100 —k4) novih jaja. Tako na kraju 12
nedelja imamo 4900 — 52(ky + ko + k3 + k4) jaja.

Zaradu koju dobijamo kada prodamo sve kokoske, pili¢e i preostala jaja na kraju IV
ciklusa je:

K (100 + 4ky) + 4P (ko + k3 + k4) + J(4900 — 52(ky + ko + ks + k4)). Konstantne sabirke
mozemo izbaciti a da se optimalan plan proizvodnje ne promeni, te je funkcija cilja:

max(4Kk1 + 4P(l€2 -+ k‘g -+ k4) — 52J(k1 + kg —+ kg -+ k4>>
Ogranicenja za broj kvocaka, redom po ciklusima su:

0 <4k, <100,
0 <4ky <1300 — 52k,
0 < 4k3 <2500 — 52(k;y + ko),
0 < 4ky <3700 — 52(ky + ko + k3).
Dodatan uslov celobrojnosti k;, © = 1,2, 3,4, se takode zahteva.

Optimizacija koli¢ine stoke, u zavisnosti od zaliha stocne hrane sa kojima raspolaze
farma, sa ciljem ostvarivanja maksimalne dobiti, je modelirana u slede¢em primeru.

Primer. Uprava farme je odlucila da gaji v vrsta stoke. Na zalihama ima h osnovnih
sastojaka sto¢ne hrane u kolicinama od k;, ¢ = 1...h. U svrhu matematickog modeliranja
problema uvedimo dodatne oznake:

x; nepoznati broj stoke j-te vrste j = 1...v,

m; minimalan broj stoke j-te vrste, j = 1...v, ispod koga se ne isplati gajiti stoku j-te
vrste,

b;; potrebna minimalna koli¢ina i-tog osnovnog sastojka stocne hrane po jedinici stoke
J-te vrste, 1 = 1...h, j = 1...v,

c¢; ocekivana cena po grlu stoke j-te vrste.

Resenje. Funkcija cilja je

maX(Z ¢j - ;).

Jj=1

Kvalitet stocne hrane zahteva ispunjenje slede¢ih nejednacina.

j=1
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Nepoznate x; su prirodni brojevi ¢ija je donja granica m;:

xT; > my, z; €N, 7 =1.wv.

9.3 Primeri primene LP van agrobiznisa

Primena linearnog programiranja je Siroko rasprostranjena u svim oblastima privrede,
saobracaja, trgovine, vojne industrije, energetike... U knjizi [17] profesora Jovana Petrica,
pionira operacionih istrazivanja na nasim prostorima, detaljno su izlozene veoma raznolike
primene LP u vrlo razli¢itim oblastima.

Navodima dva primera iz ugostiteljstva i jedan iz proizvodnje ambalaze:

Primer 1. Problem stolnjaka

U restoranu treba obezbediti ciste stolnjake u toku m uzastopnih dana. Za i-ti dan je
potrebno m; ¢arSava. Cena jednog stolnjaka je b dinara. Pranje u servisu I u roku od 1
dana kosta ¢ dinara, pranje u servisu II u roku od 3 dana staje d dinara (b > ¢ > d se
podrazumeva). Stolnjak isprljan u ponedeljak uvece ako ide na pranje u servis I moze da
se koristi u utorak, a ako se pere u servisu II tek u ¢etvrtak. Treba napisati model za
minimizaciju ukupnih troskova za stolnjake za m dana.

Resenje. Oznacimo nepoznate sa:
x broj kupljenih novih stolnjaka (sve sto planiramo da kupimo, kupimo odmah),
y; broj stolnjaka koji su poslani na pranje u servis I i-tog dana,
z; broj stolnjaka koji su poslani na pranje u servis II i-tog dana.

U tabeli je analizirano stanje stolnjaka u toku prvih 5 dana:

na raspolaganju iz iz Il | treba
x - - mq
T —my N - mo
T —my+ Y — My Yo o - ms
T—my+Y — Mo+ Yo — M3 Ys 21 My
T—mi+y1—Ma+Yo—M3+Ys+21—NMu  Ya 2 ms

Ogranicenje za prvi dan i ogranicenja celobrojnosti su:
r>my, Y,z e NU{0}, i=1l..m—1j=1.m-3.

Ogranicenja za 2. i 3. dan u kojima mogu da se koriste i stolnjaci (promenljive yi, y2)
oprani u servisu I su:

T+ Yy —my = ma, T+ Y1+ Y2 —mg — Mg > Mmg3.

Od 4. do m-tog dana u restoran dodatno stizu oprani stolnjaci iz servisa II (promenljive
z;) te su ogranicenja:

d—1 d—3 d
x+2yi +ZZ¢ > Zmi, d=4..m.
=1 =1 i=1
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Funkcija cilja je
m—1 m—3
min(bx + ¢ Z yi +d Z Zi)-
i=1 i=1
Primer 2. Kelneri

U jednom non-stop restoranu potrebe za kelnerima se menjaju u toku dana kao Sto je
dato u tabeli:

’ r. vreme ‘ kelneri

0- 4 3
4- 8 2
8-12 10
12 - 16 14
16 - 20 8
20 - 24 10

Odredite minimalan broj kelnera, ¢ije radno vreme je 8 uzastopnih casova, tako da potrebe
restorana u toku celog dana budu zadovoljene.

Resenje. Oznacimo sa ki, ko, k3, k4, k5 1 kg, broj kelnera koji pocinju da rade u 0, 4, 8,
12, 16 1 20 casova. Znaci treba resiti

min(ky + Kz + k3 + ka + ks + k)

by + kg > 3, ko + by > 2,
ks + ky > 10, ko + ks > 14,
ks +ky > 8, k¢ + ks > 10,

k17 k27 k37 k47 k5)k6 € NU {O}

Kako je u pitanju problem celobrojnog programiranja, zadatak ¢emo resiti direktnom
analizom.

Ako saberemo prvu kolonu nejednacina dobijemo izvedeno ogranicenje da je ukupan
broj kelnera veéi ili jednak 21, ako saberemo drugu kolonu nejednacina dobijamo da je
ukupan broj kelnera veéi ili jednak 26. Kada saberemo sve nejednacine imamo da je
dvostruki broj kelnera veéi ili jednak od 47, odnosno da je ukupan broj kelnera veci ili
jednak od 24. Znagci, najostrije ogranic¢enje je da kelnera mora biti bar 26. Pokusajmo da
sa 26 kelnera obezbedimo potrebe restorana. Najmanji broj kelnera treba od 4-8 h, stoga
u odgovarajuéem ogranicenju ky; + ke = 2, k; moze biti 0 ili 1 ili 2. Ako je k; = 0 onda
je ke = 2. 1z k3 + ke = 10 je k3 = 8, te je iz preostalih ogranicenja ks = 6, zatim ks = 2,
k¢ = 8. Ovo bismo zaista bilo optimalno resenje (0,2,8,6,2,8) jer ukupno mora biti bar
26 kelnera, a upravo sa 26 kelnera su sva ograni¢enja sem prvog (ima 5 kelnera vise od
potrebe) zadovoljena sa donjom granicom potreba.

Zadatak. Nadeno reSenje nije jedino optimalno resenje, odredite bar jos jedno optimalno
reSenje sa 26 kelnera.

Primer 3. Pakovanje

U kvadar ¢ije su dimenzije x duZina, y Sirina i z visina, treba smestiti 1 m? rastresite
materije. Treba napraviti kvadar tako da cena ambalaze bude minimalna. Za dno i bo¢ne
strane materijal je besplatan ali ga ima u ograni¢enim koli¢inama, 4 m2. Materijal za
prednju i zadnju stranu ima cenu C', a materijal za gornju stranu ima cenu Cs. Napisati
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model za minimizaciju troskova proizvodnje kvadra, tj. postaviti model za nalazenje
idealnih dimenzija ambalaze.

Resenje Napisati matematicki model za ovaj problem pakovanja nije tesko, ali ga je tesko
resSiti, jer se radi o nelinearnim ogranic¢enjima i nelinearnoj funkciji cilja:

min(2C xz + Cyzy)
ryz =1, xy + 2yz < 4,
x,y,z > 0.

9.3.1 Zadaci
32

9.1. Meso sadrzi 20% belancevina i 2% ugljenih hidrata, a krompir 1% belanc¢evina
i 20% ugljenih hidrata. Jedan kg mesa kosta 210 din, a krompir je 15 din. Koliko mesa
i krompira treba kupiti da bismo dobili najmanje 4,6 dkg belancevina i najmanje 40,26
dkg ugljenih hidrata a da pri tom potrosimo najmanje novca?

Resenje. (13 dkg,200 dkg; 62,5 dinara)

9.2. Kilogram hleba kosta 30 din i sadrzi 2000 kalorija i 50 g belancevina; a kilogram
sira je 125 din i sadrzi 4000 kalorija i 200 g belan¢evina. Koliko hleba i sira treba kupiti da
bismo u obe namirnice zajedno bilo najmanje 3000 kalorija i najmanje 100 g belancevina,
a da bismo potrosili najmanje novca?

Resenje. 1 kg hleba, 0,25 kg sira; 56,25 din

9.3. Prva namirnica sadrzi 3 jedinice prvog i 1 jedinicu drugog sastojka. Druga namir-
nica sadrzi 1 jedinicu prvog i 4 jedinice drugog sastojka. Cena prve namirnice je 2, a druge
1 novcanu jedinicu. Kupovinom namirnica zelimo dobiti najmanje 6 jedinica prvog i 13
jedinica drugog sastojka. Koliko od svake namirnice treba kupiti da zadovoljimo zahteve
i da utrosimo najmanje novca?

Resenje. (1,3;5)

9.4. Napisite slede¢i problem LP. Koliko jabuka, krusaka, kajsija, bresaka, malina i
banana treba uzeti za voénu salatu (za 4 osobe) a da bismo u vo¢noj salati imali bar 40mg
vitamina C, bar 2,4 mg Bz, bar 0,45 mg B; i bar 2,4 mg gvozda a da kalorijska vrednost
vo¢nog kupa bude minimalna. U tabeli su dati podaci o sadrzaju ovih vitamina, gvozda
i kalorija u 100gr voca.

’ (mg) H C ‘ B, ‘ Bs ‘ Fe H Kalorije‘
jabuka || 9 | 0,04 | 0,3 0,35 57
kruska | 5 [ 0,02 0,1| 04 62
kajsija | 8 | 0,04 | 0,7 1 50
breskva || 8 | 0,03 0,9 0,5 50

malina || 20 | 0,03 | 0,3 | 0,9 44
banana || 8 | 0,1 | 0,6 | 0,6 94

Problem postavite i odredite prvu tabelu simpleks metode.
9.5. Proizvodni pogon sa dva tipa masina, obraduje 2 tipa proizvoda. Komad prvog
proizvoda se obraduje na obe masine po 2 jedinice vremena; komad drugog proizvoda

32Zadaci delimi¢no preuzeti iz [25].
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obraduje se na prvoj masini 3, a na drugoj 1 jedinicu vremena. Pogon ima na raspolaganju
za prvu masinu 8, a za drugu 4 jedinice vremena. Vrednost prvog proizvoda je 4, a drugog
3 novcane jedinice. Kako da preduzeée programira obradu da bismo dobit od prodaje
proizvoda bila sto veca?

Resenje. (1, 2; 10)

9.6. Preduzece proizvodi dva tipa proizvoda za ¢iju proizvodnju su potrebna 4 tipa
sirovina. Za jedinicu prvog proizvoda redom je potrebno 5, 19, 31 i 21 jedinica sirovina,
dok je za drugi proizvod potrebno 16, 26, 22 i 5 jedinica sirovina. Preduzeée ima na
raspolaganju po 1296, 2454, 3942 i 1785 jedinica sirovina. Prvi proizvod se prodaje po 6,
a drugi po 2 n.j. Kako isplanirati proizvodnju tako da se dobije maksimalan prihod od
prodaje robe?

Resenje. (80, 21; 521)

9.7. Preduzece proizvodi dva tipa proizvoda za ¢iju proizvodnju su potrebne 3 sirovine.
Za jedinicu prvog proizvoda potrebna je po 1 jedinica svake sirovine. Za drugi proizvod
potrebno je 3 jedinice prve i 1 jedinica druge sirovine. Preduzece ima na raspolaganju po
15, 71 5 jedinica prve, druge i trece sirovine. Prvi proizvod se prodaje po 2, a drugi po 1
n.j. Kako isplanirati proizvodnju tako da se dobije maksimalan prihod od prodaje robe?
Resenje. (5, 2; 12)

9.8. Dva tipa vitamina A i B mozemo kupiti u dva tipa tableta P i Q. Tableta P sadrzi
4 jedinice vitamina A i 3 jedinice vitamina B; tableta ) sadrzi jednu jedinicu vitamina A
i 4 jedinice vitamina B. Tableta P kosta 17, a tableta ( 14 nov¢anih jedinica. Potrebno
nam je najmanje 7 jedinica vitamina A i 15 jedinica vitamina B. Koliko tableta svakog
tipa treba kupiti da bismo se zahtevi za vitaminima ispunili, a cena bila minimalna?
Regenje. (1,3;59)

9.9. Radnu grupu cine 200 poljoprivrednih radnika i 100 zidara. Za rad na polju
potrebno je 170, a za zidarske radove 130 radnika. Poljoprivredni radnik stvori na polju
100, a na gradilistu 70 jedinica dohotka; zidar na polju stvori 80, a na gradilistu 110
jedinica dohodka. Odredi razmestaj radnika za koji je ukupni dohodak grupe najvec¢i?
Regenje. ((170,30), (0,100); 30100)

9.10. Na sahovskom turniru na 10 tabli, domaca ekipa ima 3 velemajstora i 7 majstora.
Protivnicka ekipa ima 6 velemajstora i 4 majstora. Ako domaci velemajstor igra sa
velemajstorom ocekuje se u proseku 0,4 poena, a sa majstorom 0,9 poena; ako domaci
majstor igra sa velemajstorom ocekuje se 0,1, a sa majstorom 0,5 poena. Protivnik je
rasporedio velemajstore na prve, a majstore na poslednje table. Odredi najpovoljniju i
najnepovoljniju postavu domacina.

Resenje. ((0,3),(6,1); 3,8) 1 ((3,0),(3,4); 3,5).

9.11. U preduzecu sa tri organizacione celine, prva radi sa 30%, druga sa 10% a treca
sa 40% profita. Ukupna investiciona sredstva, koja iznose 40 novcanih jedinica, treba u
celosti podeliti tako da prva jedinica ne dobije manje od 8 novcanih jedinica, druga ne
manje od 10 i tre¢a ne vise od druge. Kako rasporediti investiciona sredstva tako da
preduzece ostvari najveci profit?

Resenje. (20, 10, 10; 11)
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9.12. Nadite optimalno resenje za problem linearnog programiranja:

max(z; — bxg)

31‘1 — X9 S —1

2z +x9 > 3
1,12 >0

1. geometrijskom metodom:;
2. simpleks metodom.

9.13. Resite: Tri osnovne komponente Ky, Ko, K3 za smesu stocne hrane su prisutne
na trzistu. U tabeli je data cena komponenti i procentualna zastupljenost satojaka A, B
i C' u pojedinim komponentama.

komponente | K; Ky K3
cena | 100 110 150
A|10% 10% 20%

B | 80% 70% 70%

C|10% 20% 10%

Odredite koliko treba da bude zastupljena pojedina komponenta u smesi stoéne hrane
tako da dobijemo najjeftiniju smesu kod koje je zadovoljeno da sadrzi: 15% sastojka A,
70% sastojka B i 15% sastojka C.

9.14. Jedan traktor tipa A za jedan dan uzore 5 hektara kukuruzista ili 7 hektara
kupusista. Jedan traktor tipa B za isto vreme uzore 6 hektara kukuruzista i 10 hektara
kupusista. Preduzeée raspolaze sa 5 traktora tipa A i 3 traktora tipa tipa B. Da li je
moguce za tri dana uzorati 100 hektara kukuruzista i 150 hektara kupusista? Pretpostavka
je da traktori koji se prvog dana posalju na jedan tip parcela rade na istom tipu parcela
sva tri dana.

9.15. Dva proizvodaca isporucuju robu za dva potrosaca. Prvi proizvodac¢ proizvodi
22, drugi 28 jedinica robe. Prvom potrosacu je potrebno 20, drugom 30 jedinica robe.
Troskovi prevoza su po jedinici robe: od prvog proizvodaca do prvog potrosaca 35, do
drugog potrosaca 30 novcanih jedinica; od drugog proizvodaca do prvog potrosaca 25, do
drugog potrosaca 22 novcane jedinice. Sastavi tabelu za taj transportni problem! Kako
da proizvodaci isporuce robu da bismo ukupni troskovi prevoza bili najmanji?

Regenje: (0,22,20,8;1336)
9.16. Resite problem transporta koji je dat tabelom.

Pocetna Klanice
TP tabela K, \ Ky 10 ¢
Farma 2 3
F1 8
Farma 4 7
F2 5
kapacitet / 10t 4 9 | 13]

Regenje: (0,8,4,1;47)
9.17. Odredite optimalno resenje TP problema zadatog tabelom:
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1 2
9
3 4
16
6 19 [ 25 ]

Resenje: (Svi mogudi transporti su optimalni;76)
9.18. Nadite plan transporta sa minimalnim troskom.

Pocetna Mlinovi
TP tabela M1 ‘ M2 10t
Silos 6 4
S1 15
Silos 5 8
S 20
kapacitet / 10t 25 10 | 35|

Regenje: (5,10,20,0;170)
9.19. Odredite optimalan transport ako su podaci dati tabelom.

Pocetna Sumska gazd. kapac.
TP tabela Al ‘ A2 ‘ Ag 10011’13
stovariste 3 D 4

B 9

stovariste ) 2 6

By 6
koli¢. ogreva 4 6 D ‘ 15 ‘

Resenje: (4,0,5,0,6,0;44)

9.20. Proizvodaci A i B sa ponudom od 7 i 6 jedinica robe snabdevaju tri trgovine P,
Q i R, ¢ije su potraznje redom 4, 6 i 3 jedinice robe. Troskovi prevoza po jedinici robe od
A do P iznose 5, do Q 3ido R 6, 0d Bdo P 4, do Q 3idoR 2 novcane jedinice. Odredi
optimalan transport
a) 2D-geometrijskom metodom;
b) simpleks metodom.
Regenje: (1,6,0,3,0,3;41)

9.21. Koliki su minimalni transportni troskovi za sledec¢i problem transporta Sec¢erne

repe?

Pocetna Potrosaci kapac.
TP tabela A | A | A4 100m?3
proizvodac 2 2 2

By 6
proizvodac 3 3 3
By 7
kapacitet 6 4 3 | 1B ]

Regenje: (svi transporti su optimalni;33)
9.22. Resite:
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Pocetna Rafinerije s. nafta
TP tabela Ay \ A, 1000 t
Busotina 10 8
B 2
Busotina 11 8
By 10
Busotina 9 12
B3 8
kapacitet / 1000t 7 13 [ 20 |

Resenje: (0,2,0,10,7,1;171)

9.23. Postavite problem i nadite optimalno resenje. Rolne selotejpa duge su 33 cm.
Treba nam 19 traka selotejpa od 7 cm i 8 traka duzine 3 cm. Koliko najmanje rolni treba
kupiti?

Resenje. Jedinstveno optimalno resenje je 5 rolni. Od 4 rolne se¢emo 4 trake po 7 cm i 1
traku po 3 cm. Petu rolnu secemo: 3 trake po 714 po 3 cm.

9.24. Preduzecte “Borovi”, za prevoz robe poseduje 3 kamiona nosivosti 10t u garazi
G, 5 kamiona nosivosti 5t u mestu A, i 10 kamiona nosivosti 2t u mestu B. Poznato je
da se cene transporta po km odnose u razmeri 3:2:1 (cena prevoza kamiona od 2t po
kilometru je 3 puta jevtinija od cene prevoza kamionom od 10t i 2 puta jevtinija od
prevoza kamionom od 5t). Potrebno je izvrsiti transport 50t robe iz mesta A u mesto B.
Rastojanje izmedu mesta A i B je 40 km, izmedu A i G je 30 km i rastojanje izmedu B i
garaze je 15 km. Nakon obavljenog transporta svi kamioni moraju da se vrate u garazu.
Cena prevoza praznih kamiona je duplo jevtinija od cene prevoza natovarenih kamiona.
Kako pod datim uslovima izvrsiti transport na najjevtiniji nac¢in?

Regenje. (z,y,2)=(3,4,0) funkcija cilja je (197,5z + 95y + 67,52)c, gde je ¢ cena
transporta kamionom od 2t

9.25. Napisati linearan program za problem: U garazi G imamo 10 kamiona nosivosti
2 t, 4 nosivosti 5 t, 1 2 nosivosti 10 t. Treba preneti 10 t iz mesta Bu A120t iz C u A.
U tabelama su data: rastojanja izmedu mesta i cene transporta po km.

km| A | B|C cene/km | 2t | 5t | 10t
G | 50|40 | 35 prazan | 60 | 100 | 180
A 60 | 20 pun 100 | 200 | 450

Neka je teret zrnast i moze da se usitni i neka je transport hitan pa se odvija na
relacijama G-B-A-G i G-C-A-G.
9.26. Resite MODI metodom sledeé¢i problem transporta.

| [15]10] 7 [13]
6 | 2] 9[15]18
15 3] 81417
50 5] 7[12715
o117 ] 7

Ponuda i potraznja su u prvoj koloni i prvoj vrsti, a cene transporta su u preostalim
poljima tabele.
Pocetni plan transporta odredite:
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e metodom SZ-ugla,
e Vogelovom metodom.

Regenje. (6, 0,0,0;9,6,0,0;0,0,5,0;0,4, 2, 13; 316) i (6,0, 0, 0; 9, 4, 2, 0; 0, 0, 5, 0;
0, 6, 0, 13; 316)

9.27. Iz tri centra u kojima ima 20, 12 i 50 jedinica robe, razvozimo robu u tri odredista
sa potraznjom od 23, 19 i 40. Transportne cene po jedinici robe od prvog centra ponude
su 54, 60 1 61, od drugog 56, 62 i 63 i od tre¢eg centra 60, 66 i 69 novcanih jedinica. Kako
organizovati prevoz a da bismo ukupni troskovi transporta bili minimalni?

Resenje. (0, 0, 20; 0, 0, 12; 23, 19, 8; 5162)

9.28. Iz tri fabrike u kojima ima 6, 10 i 9 jedinica proizvoda, razvozimo robu u cetiri
skladista sa kapacitetom od 4, 6, 7 i 8 jedinica. Transportne cene po jedinici od prve
fabrike do skladista su 20, 26, 46 i 36, od druge fabrike 22, 48, 32 i 38 i od trece fabrike
50, 28, 30 i 40 novcanih jedinica. Kako organizovati prevoz a da bismo ukupni troskovi
prevoza bili minimalni?

Resenje. (3,3,0,0; 0,3,7,0; 1,0,0,8; 758) i (0,3,0,3; 0,3,7,0; 4,0,0,5; 758).

9.29. Resite MODI metodom problem transporta zadat tabelom.

| /446 | 503 | 737 | 534 |
524 [ 62 ] 51[ 86| 84
203 ]| 23] 32[ 41] 54
75 31 3] 4] 72
322 64| 22] 52| 34
306 | 85| 63] 53] 61

Ponuda i potraznja su u prvoj koloni i prvoj vrsti, a cene transporta su u preostalim
poljima tabele.
Resenje. (21, 503, 0, 0; 293, 0, 0, 0; 132, 0, 643, 0; 0, 0, 0, 322; 0, 0, 94, 212; 94 940)
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Glava 10.

10 Realne funkcije jedne realne promenljive

10.1 Granicna vrednost funkcije

Da bismo definisali grani¢nu vrednost funkcije podsetimo se niza i njegove granic¢ne
vrednosti (poglavlje 1.6).

Brojni nizovi su funkcije koje preslikavaju skup prirodnih brojeva u skup realnih

brojeva.
Tako su nizovi funkcije a,b,c: N — R, definisane redom sa
1
a(n) = (=1, bn)=—=,  ¢n)=snn, *
n

za svaki prirodan broj n. U daljem tekstu ¢emo funkciju koja je niz oznacavati sa masnim
slovima kao a, b, c, ...

Uredenost i prebrojivost skupa prirodnih brojeva nam omoguéuje da redom slike niza
a 3 poredamo u niz

a(1), a(2), a(3), a(4), a(5),

realnih brojeva. Stoga je uobicajeno da se umesto redom a(1), a(2), a(3), ... pise ay, az, as, ...
Tako zapisujemo i op§ti ¢lan niza a sa a,, n € N. Nizovi se najcesée zadaju njihovim
opstim ¢lanom.

Tako, na primer, sledeéi niz brojeva (oznacimo ga sa a)

1

1 1 1 1
b 27 37 47 57 67

| —
oo | =
—_
e}

1 1 1
ima opsti ¢lan oblika —, n € N. Njegovi ¢lanovi su redom a; = 1, ay = 3 az = —, ...

Geometrijski i aritgletiéki niz se cesto pojavljuju u jednostavnijim problemima. Zato
su detaljnije obradeni u poglavlju 1.6.1. Formula za odredivanje zbira prvih n ¢lanova
geometrijskog niza je ve¢ koristena u uvodnom odeljku privrednog ra¢una (4.2.1), medutim
na zanimljivije pitanje da li postoji zbir svih clanova nekog niza, odgovor se moze naci na
primer u [9)].

Kod geometrijskog i aritmetickog niza, ¢lanove niza smo redom oznacili sa

Gy, ay, a2, as,

Znadi, prvi ¢lan niza je ag, drugi je aq, treci as,... Stoga su oni preslikavanje prosirenog
skupa prirodnih brojeva u skup realnih brojeva a: Ny — R, ane N — R. Razlozi su
tehnicke prirode i mogu se izbedi.

Neki nizovi su takvi da im je svaki sledec¢i clan veéi od prethodnog. Njih zovemo
rastudi nizovi. Sli¢no, opadajucéi nizovi su oni kod kojih je svaki sledeé¢i ¢lan manji od
prethodnog.

33sin ra¢unamo u radijanima

34Za niz a u literaturi se koriste i oznake (a)nen [9], {an} [10] ili (an) [16].
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Niz je konvergentan ukoliko ¢lanovi niza teze ( konvergiraju) ka fiksnom realnom
broju, kada indeks niza n tezi oo (neograniceno raste). Taj broj zovemo granica (limes)
niza.

11 1 1
'87277647 125
smanjuju, pa je jasno da kada n tezi co opsti ¢lan niza b tezi ka 0. Sa druge strane, ¢lanovi
niza a se isto ponasaju, bez obzira na vrednost indeksa n: 1, -1, 1, -1, ... i oc¢igledno ne
teze jednom fiksnom realnom broju. Za niz c, sa opstim ¢lanom ¢, = sinn, n € N, nije
jednostavno utvrditi da li ima granicu ili ne.

Niz a konvergira ka granici ¢, Sto oznacavamo sa

Clanovi niza b : 1 su svi pozitivni, manji od 1 i prilicno brzo se

lim a, =9, ilisa a, — gkad n — oo,
n—oo
ako za svaki pozitivan realan broj e, postoji indeks niza ng € N, tako da svi ¢lanovi niza
sa indeksom veéim od ng pripadaju intervalu (g — €, g + ¢€), tj. |g — a,| < €, Vn > ng.
Ukoliko je rastuci niz ograni¢en odozgo, Sto znac¢i da su svi ¢lanovi niza manji od
nekog broja, on je i konvergentan.
Jedan takav konvergentan (rastudi i ograni¢en odozgo) niz je niz e sa opStim ¢lanom

1 n
oblika: e, = (1 + —) , n € N. Posebna interesantnost ovog niza je Sto je potreba
n

za njegovim proucavanjem proistekla iz bankarstva. Lako je izracunati (proverite) da su
clanovi ovog niza, redom, sledeéi realni brojevi:

e1 =2, es = 2,25, e3 = 2,37, e, = 2,4414, e5 = 2,48832... e190 = 2,70481... e10000 =
2,71825...

Sto je veéi indeks niza e to je odgovarajuéi ¢lan niza blize iracionalnom broju
e=2,71828182846... koji je granica niza. Znaci, vazi da je

) \"
lim (1 + —) = e.
n—0o0 n

Problem odredivanja granice niza e je postavio poznati Svajcarski matematicar Jakov
Bernuli na osnovu sledeceg “zelenaskog” zadatka:
Ako kreditor da izvesnu sumu novca na zajam sa kamatom, pod uslovom da se u svakom
pojedinom trenutku proporcionalni deo godisnje kamate dodaje kapitalu, koliko ¢e mu se
dugovati na kraju godine?

Analizirajmo problem na pojednostavljenim parametrima. Neka pozajmljen kapital
iznosi 1 dinar i neka je godisnja kamata 100%. Tada bi uz meseéno ukamacivanje dug na

12
kraju godine bio <1 + E) , dok bi sa dnevnim ukamacivanjem dug na kraju godine

1 365
bio <1 + %> . Neprekidnim (kontinuiranim) ukamacdivanjem (svakog trenutka se dug

uvecava za kamatu), ukupan dug na kraju godine bi bio

1 n
lim <1—i——) = ¢ dinara.
n

n—oo

Napomena. Broj e je iracionalan. Drugi, veoma poznat iracionalan broj je 7. On je
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povezan sa merama (povrsina, obim kruga... ) geometrijskih objekata i otkriven je mnogo
ranije od iracionalnog broja e.

Granic¢na vrednost realne funkcije

Da bismo sa granice niza (specijalne realne funkcije), presli na granicu opste realne
funkcije, potrebno je da uvedemo pojam tacke nagomilavanja.

Realan broj xy je tacka nagomilavanja skupa D ako u svakom otvorenom intervalu oko
tacke xg postoji bar jedan element skupa D, razlicit od xy, odnosno, ako

(V6 > 0)(3x € D, x # xp) |x — x0] < 9.

Prethodna definicija ima za posledicu: ako je tacka x, tacka nagomilavanja skupa D
onda je u svakom otvorenom intervalu oko tacke xy bezbroj elemenata skupa D. Naime, ako
posmatramo proizvoljno ¢; > 0, po definiciji tacke nagomilavanja, postoji tacka x1 € D, tako da
jex1 € (xog—01,20+01). Zatim izaberemo 0 < dy < |xo—z1]| tako da tacka x1 & (x¢—d2, zo+02),
medutim, mora postojati nova tacka xzy iz skupa D tako da xe € (zg — d2, 20 + d2). Tacka zo
pripada i prvom intervalu jer je d2 < d1. Izborom novih, sve manjih §; > 0 i novih tacaka x;
koje bi pripadale i pocetnom intervalu, pocetni interval bi sadrzao bezbroj tacaka iz skupa D.

Primeri.
1. Tacke nagomilavanja otvorenog intervala (1,2) su sve tacke zatvorenog intervala [1, 2].

— 1)~ .
2. Tacke nagomilavanja skupa {()Tln, neN}su-11il.
n
3. Jedina tacka nagomilavanja skupa {—, n € N} je 0.
n
T f(x)
g+eq
g e
g-¢9
— —> & X
X0~8 X, X;t5

Slika 10. Funkcija f ima grani¢nu vrednost u tacki z

Neka je realna funkcija f definisana sa f: D — R, na domenu D C R. Neka je xqy tacka
nagomilavangja skupa D. Tada kaZemo da funkcija f ima graniénu vrednost g u tacki
xo ako za svaki pozitivan broj € postoji pozitivan broj o (6 zavisi od xo 1 od €, d(€, zg) ) tako
da vazi implikacija

VeeD)(0<|z—zo|<d = |f(z)—yg|<e).
Tada pisemo da je

lim f(x)=g.

T—T0o
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1 ¢itamo limes funkcije [ kad x teZi xo je broj g.
Na sl. 10 je data ilustracija lim f(z) = ¢g. Uo¢imo da je bitan detalj da za svaki
T—x0

interval (proizvoljno mali) oko tacke g, postoji interval oko tacke zq tako da su slike svih
tacaka iz tog intervala, unutar intervala oko g.

Neka je xg tacka nagomilavanja domena D realne funkcije f. Tada funkcija f ima desnu
granicnu vrednost d u tacki xq ako je zadovoljeno da za svaki pozitivan broj € postoji
pozitivan broj § tako da vazi implikacija (Ve € D)(0 <z —29<d = |f(z)—d| <e),
sto zapisujemo sa

lim f(x)=d.

=0+

Kod desne granicne vrednosti posmatramo sta se deSava kada se priblizavamo tacki
xo preko brojeva vecih od xy.

Leva grani¢na vrednost funkcije nastaje kada tezimo tacki xg preko brojeva koji su
manji od xg:

Neka je xq tacka nagomilavanja domena D realne funkcije f. Tada funkcija f ima levu
granicnu vrednost [ u tacki zy ako je zadovoljeno da za svaki pozitivan broj € postoji
pozitivan broj § tako da vazi implikacija

VreD)(0<zy—xz<d = |[f(x)—I<e),

Sto zapisujemo sa
lim f(x)=1.
T—xr0—
Neka domen D realne funkcije f sadrzi interval (—oo,a) (odn. (b,+00)), tada [ ima
grani¢nu vrednost g u —oo (odn. u +o00) ako je zadovoljeno da za svaki pozitivan broj
€ postoji pozitivan broj M tako da vazi implikacija

Ve e D)(xz<—M (odn. x > M)) = |f(z)—g|<e),

sto zapisujemo sa
lim f(z)=g¢ (odn. lim f(z)=g).

T——00 T——+00

Jedna od najdirektnijih primena grani¢ne vrednosti funkcije je odredivanje asimptota
grafika funkcija.

10.1.1 Asimptote grafika funkcije

Prava sa jednacinom y = kx +n, k,n € R, je asimptota grafika funkcije f ukoliko
se funkcija u beskona¢nosti“ponasa’” isto kao i prava, odnosno ako je
lir_{l (f(x)=(kx+n))=0 Vv lim (f(z)— (kx+n))=0.
Odnosno, prava y = kx +n je asimptota funkcije f ako se rastojanje izmedu odgo-
varajuéih tacaka (z, f(z)) i (z,kz +n) njihovih grafika neograni¢eno smanjuje (tezi 0)
kada argument x ovih funkcija neograniceno raste (tezi +oo) ili opada (tezi —o0).
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U odnosu na polozaj asimptote prema koordinatnim osama razlikujemo tri tipa prava
horizontalne za k = 0 i vertikalne i kose za k # 0.

Horizontalna asimtota y = a, nastaje kada postoji konacna grani¢na vrednost

funkcije u beskonacnosti:
1ir+n flz)=a V lim f(z)=a, a€R.

Kako f(z) moze da tezi a ili preko brojeva veéih od a, tj. da tezi a* ili preko brojeva
manjih od a, tj. da tezi a~ imamo dve ekskluzivno disjunktne situacije za ponasSanje
vrednosti funkcije. Dakle kada © — 400 ako f(x) — a' tada je grafik funkcije iznad
horizantalne asimptote y = a, a ispod asimptote ako f(x) — a~. Kao i kod vertikalne
asimptote i kod horizontalne imamo 8 razlicitih situacija za polozaj grafika funkcije u
odnosu na asimptotu. Skicirajte ih.

Kosa asimptota y = kz +n, k # 0, u +o0 ili —oo, nastaje kada postoji granicna
vrednost
) o
0#k= h? “*——=. Zatim odredujemo in, n = 1151_1 (f(x) — kx)
T—+00 I T——+00
Ukoliko je prvi limes jednak 0 onda funkcija f nema kosu asimptotu. Sli¢ni alternativni
zahtevi za egzistenciju kose asmptote treba da budu ispunjeni ili kad + — —oco ili kad

f(z)

xr — Z£o00. Dodatno, postoje dve isklju¢ive moguénosti za ponaSanje funkcije ——= u
x

prvom limesu - ili tezi ka k7 ili ka k~. U prvom slucaju grafik funkcije f(z) je iznad, a

u drugom ispod grafika asimptote y = kx + n u asimptotskom ponasanju funkcije. Dakle

naveli smo 6 sustinski razlicitih nacina za egzistenciju kose asimptote. Skicirajte ih.
Moguca su jos dva dodatna uslova za ekzistenciju kose asimptote:

04k = tm L8 i p+ = g L8

r——+oo r——00 I ’

~—

04k = tim 29§ k= pim 19

r——+oo I r——00

Pogledajte grafik prve funkcije f na slici 11. Ova funkcija ima kosu asimptotu za
koju je ispunjen drugi od upravo navedenih uslova, grafik je iznad kose asimptote kad
r — 400, a ispod kad x — —oo. Ukoliko je f(z) neprekidna na celom domenu u ova dva
slucaja grafik f mora da sece kosu asimptotu. U primeru na sl. 11 to nije slucaj jer je
funkcija sa prekidom u tacki 1.

Vertikalna asimtota r = x(, nastaje kada je:

(lim f(z)=+0c0 V lim f(z)=—o0) V( lim f(z)=40c0 V lim f(x)=—o0).

r—x0+ r—x0+ T—xo— T—xT0—

Tacka zy je najcesce tacka u kojoj funkcija f nije definisana, ali je tacka nagomilavanja
domena funkcije.
Ima 8 razlicitih situacija u kojima je ispunjena prethodna formula oblika

(pVaq) VvV (r¥s).
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Dovoljno je da jedan od ¢etiri limesa bude tac¢an (4 moguénosti: (v(p),v(q),v(r),v(s)) €
{(T, L, L, L), (L, T, L, L), (L, L, T, L), (L, L, L, T),}) ili po dva limesa, jedan sa jedne
a drugi sa druge strane “obicne” disjunkcije (4 mogucénosti:  (v(p),v(q),v(r),v(s)) €
{(T, L, T, L), (L, T,T,L), (T, L, L, T), (L, T,L,T),}). Naskicirajte 8 grafika funkcija
koje bi redom ispunjavale ovih 8 razlicitih situacija za vertikalnu asimptotu z = z4.%
Kod vertikalne asimptote leva i desna grani¢na vrednost mogu biti razli¢ite u tacki xg.
Primeri. Odredimo asimptote za sledece tri funkcije f(x), g(x) i h(x).*

1 1
1. fla)=2+ 1,x7£1 2. g(x)z; :E;«é() h(x) = ;7207&0
S g(w) = Jm hiw) =
+ _ 1%
L, 90 =0 xka?ooh@ -
lim @ =0 lim @ =0
T—00 x T—00 €T
y=g(x) y=h(x)
N
G, < |
— > sl L e
\él\ Gh R
X

Slika 11. Grafici funkcija f(z) =z + % g(x) = i i h(z)=ex
Funkcija f ima vertikalnu asimptotu z = 1 i kosu asimptotu y = x. Koordinatne
ose su horizontalna i vertikalna asimptota druge funkcije g(z). Treca funkcija, h, ima
vertikalno asimptotu z = 0 (Sto je y-osa) i horizontalnu asimptotu y = 1. Na slici 11 su
dati grafici ovih funkcija.
Uocimo da I1—1>I:E100g<x> = 0* znaci wl_{rfoo g(z) =0"1i xgmwg(x) = 0". U prvom slucaju

broju 0 se priblizavamo preko brojeva ve¢ih a u drugom preko brojeva manjih od 0. Videti
drugi grafik na sl. 11.

3°Disjunkcija - V i ekskluzivna disjunkcija - V su definisane u poglavlju 1.2.1.

360znaka x — 00, znaci da su oba limesa kad  — +o00 i kad 2 — —oo jednaka. Specijalno, kod granice
niza, n — oo, zna¢i da n — +o00. Kada pod limesom piSemo & — +oo, to znaci da smo oba limesa
zajedno posmatrali, ali da postoje neke razlike u ponasanju funkcije, koje Zelimo da naglasimo.
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10.1.2 Teoreme o grani¢nim vrednostima funkcija

Funkcija f ima graniénu vrednost u tacki xo, ako i samo ako ima i levu © desnu granicénu
vrednost u tackt xqy i one se poklapaju.

lim f(z) =g < lim f(x)=¢g= lim f(z).

T—T0 T—x0+ T—T0—

Neka su funkcije [ i g definisane na (c,d), f,g: (¢,d) — R, i neka je xo tacka nagomila-

vanja intervala (c,d). Ako postoje graniéne vrednosti lim f(z) =a i lim g(x) =b tada
T—2X0 T—x0

postoje i sledece granicne vrednosti u tacki xq:

o lim (f(2)%g(x)) = lim f(z)+ lim g(s) =a+;

T—T0

e lim(f(x) -g(z)) = lim f(z)- lim g(x) =a-0b;

T—T0 T—T0 T—T0

lim f(z)
. f(x) _ x—=a@o _a
* xli»ng[clo g(z)  lim g(z) b wa b#0.

T—To

Neka su funkcije f i g definisane na (¢,d), f,q: (¢,d) — R, i neka je x¢ tacka nagomila-
vanja domena (c,d). Ako postoje granicne vrednosti lim f(z) =a i lim g(x) =b i
T—T0

T—x0
ako je (Vx € (¢,d)) f(z) <g(z), tada je i a < b.

(Stav o ukljestenju) Neka su funkcije f, g i h definisane na (¢,d), f,g,h: (c,d) — R, i
neka je xo tacka nagomilavanja domena (c,d). Ako postoje graniéne vrednosti lim f(z) =

T—T0o

a= lim g(z) iakoje (Vz € (c,d)) f(x) < h(z) < g(z), tada postoji i granicna vrednost
T—T0
funkcije h, u tacki xo i lim h(x) = a.

T—T0
Neka je lim f(z) = a. Tada je
T—xQ
o lim (f(z))" = (lim f(z))"=d", neN ;
T—x0 T—x0
e lim /f n hm f(x)=<a, neZ
T—x0

(ako je n paran bm] potrebno je da je f(x) >0) ;
e lim log f(z)) = log(lim f(x)) =loga, za f(z)>0
T—T0 T—x0

lim f(x
o lim e/®) = ez—mo (@) = e%.
T—T0

Predhodne teoreme vaze i kad + — +oo ili kad v — —oo umesto kad z — zy pod
pretpostavkom da domen funkcije sadrzi interval (—oo,a) ili (b, +00) i da odgovarajuce
grani¢ne vrednosti u pretpostavkama teoreme postoje.

Neki poznati limesi

I 1
lim 20— lim (14— ) =e

x—0 I r—+00
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Da postoji grani¢na vrednost lim
z—0

zakljuciti jer i brojilac i imenilac funkcije teze 0, kad z tezi 0. Pokazacemo da su leva

i da je jednaka 1 nije jednostavno direktno

T 0 jednake 1, tada sledi da postoji grani¢na

i desna granicna vrednost funkcije

vrednost i da je i ona jednaka 1.
sinx

Pokazimo prvo da je lim =1
z—0+ X
A C
A
O H /B
Slika 12.

Posmatrajmo jediniénu kruznicu na slici 12, i ugao x u radijanima, tako da vazi
r € (0,%). Jasno je da je povrsina P; trougla OAB manja od povrsine P, kruznog
isecka nad lukom AB koja je manja od povrsine P3 trougla OBC'. Kako su duzi OAi OB
jedinicne sledi da su duzine visine AH trougla OAB i katete pravouglog trougla O BC'
redom jednake AH = sinx i BC' = tgx. PovrSina kruznog isecka jednaka je polovini
proizvoda, kvadrata poluprecnika i ugla. Sledi da je
P =3AH-OB =1isinz, P,=30A? z=1ux, Py=10B-BC = 3;tgz. Nejednakost
povrsina je ekvivalentna sa
P <P <P < sinx <z <tgr PoSto je sinz na intervalu (0,7/2) pozitivan,
deljenjem prethodne nejednakosti sa sinx dobijamo da je:
1< <

sinz — cosw

. Recipro¢ne vrednosti su tada u odnosu:

sinx
1>

> cosz, za svako x € (0,7/2).
T

Kako je 0 tacka nagomilavanja intervala (0,7/2) i kako postoje i jednake su sledece
sin x

grani¢ne vrednosti: lim cosz =1 = lim 1, postavu o ukljestenju sledi da je lim =
r—0+ rz—0+ z—0+ I
1.

sinx

Leva grani¢na vrednost je takode jednaka lim =1, jer je funkcija e

r—0—

, parna.

Kako su leva i desna grani¢na vrednost funkcije PNT L tacki z = 0 jednake 1 sledi da je

sinx
=1.

grani¢na vrednost jednaka 1, tj. lirr(l)
T— x

Pokazimo da je h{li_l (14+ —)® = e. Poznato je da je realan broj e granica niza
Tr—+00 €T

1
lim (14 =)"=e.
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Ako sa [z] oznacimo najveéi ceo deo 3" od x, moze se pokazati da je
1 1

1
1+ ol < (14 2)7 < (14 =)k
(14 ) < (L 7 < (1 1)
. .. 1 €] : 1 1 [2]+1 -
Kako su, redom, grani¢ne vrednosti lim (1 + Wi lim (1 + —) jednake
T—-+00 [x] +1 T——+00 [x]
1 1
grani¢nim vrednostima lim (1 + )" =ei lim (1+ =)""" = ¢, na osnovu stava o
m—>i—oo n -+ 1 z——+00 n
ukljestenju je i lirf (1+-)*=e.
T——+00 €T
Sa druge strane, nakon smene r = —y imamo
1 1 y—1
lim (14 =)= lim (1--)"Y= lim ((*—) )Y = lim v
(5=l (== (O = i )
= lim u)y = lim (1+ )Y. Poslednja grani¢na vrednost je nakon smene
y—Foo gy — 1 y—-+00 y—1

1 1
t =y — 1 jednaka tthm (1+ g)t - lim (14 Z) = e -1, sto je i trebalo pokazati da bismo

t—+o0
zakljucili da je xh_}r&(l + é)x =e.
U sledeca tri primera ¢emo pokazati kako se moze koristiti prethodna grani¢na vrednost
za nalazenje novih grani¢nih vrednosti.
Primer 1. li_r)%(t + 1)% =e

1
Dovoljna je smena z = — koja tezi oo kad t tezi 0.

1
lm(t+ 1)1 = lim (= + 1) =e.

t—0 r—o0 I
. .. . .oet—1
Primer 2. Pokazimo sad da je hH(l) =1
r— x
Uvedimo smenu ¢ = e — 1, kad x tezi 0 tada ¢ tezi takode 0, dok je x = In(t + 1).
Sledi
lim & =1 t L/ (limIn(t + 1)1) = 1/(n(lim(t + 1)1) = —— = 1
im =lim—— = im In t) = n(lim t)=—=1
x—0 €x t—0 ln(t —+ 1) t—0 t—0 ln e
: - 1 —z+3 : 1 —z 7 1 3 1
Primer 3. lim (— + 1) = lim(—+1)" lim(=—+1° = ——— -1 =
z—00 20 z—00 " 20 z—00 " 2 lim <i F1)°
z—00 21
1 B 1 B 1 1
1 o 1 o 1 e
lim (= +1)2)Y2  (lim (= + 1)*)Y2  (lim (= + Y2 Ve
T—00 QI‘ T—00 €T Yy—00 y
Koristili smo smenu y = 2z i lim — = 0.

T—00 20

10.1.3 Neprekidnost funkcije

Neprekidnost funkcija ¢e nam omoguciti da jednostavnije primenjujemo grani¢ne pro-
cese nad njima.

Neka je realna funkcija f definisana sa f : D — R. Neka tacka xq € D. Tada kaZemo da
je funkcija f neprekidna wu tacki zy ako za svaki pozitivan broj € postoji pozitivan broj

3TNa primer, [6,7]=6, [6,2]=6, [-2,36] =-3, ...
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d (6 zavisi od xy i od €, 6 = §(€,x0)) tako da vazi implikacija

VexeD)(|lx—zol <d = |f(x)— flxo)] <€).

fe)+et

f) 4

Slika 13. Funkcija f(x) je neprekidna u tacki

Funkcija f : [a,b] — R, je neprekidna u tacki xg € [a,b], ako i samo ako postoji granicna
vrednost u tacki xq i jednaka je f(xq), tj.

lim f(z) = f(zo).

T—x0

Neka je funkcija f : D — R.

Funkcija f je neprekidna na otvorenom intervalu (a,b) C D ako je neprekidna u
svakoj tack: intervala.
Funkcija f je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] C D ako je

e neprekidna u svakoj tacki otvorenog intervala (a,b);

e lim f(z)= f(a);

r—a+

o lim f() = F(b).

Funkcija f je prekidna u tacki xzy € D ako nije neprekidna u tacki xg.

Postoje tri vrste prekida funkcije u tacki, koje ¢emo ilustrovati na primerima tri
funkcije f,g 1 h ¢iji grafici su ilustrovani na sl. 14. Ove funkcije su definisane na
celom skupu realnih brojeva, a imaju razlic¢ite tipove prekide u tacki x = 1. Funkcija
f(z) ima otklonjiv ili prividni prekid, funkcija g(x) ima prekid prve vrste, a funkcija h(x)
ima prekid druge vrste. Grafici ovih funkcija Gy, Gy, 1 Gj su iz tri dela (dva dela su
neogranic¢ena a tredi je jedna tacka) na koje ukazuju strelice na sl. 14.
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Tipovi prekida funkcije f u tacki xqg € D

prividan prekid prekid prve vrste prekid druge vrste
lim f(z) =a# f(xo) lim+f(w) =a; #ay = lim f(x) inace
T—x0 T—T0 T—T0—
z, v <1
r, r#1 ’
ro={ 517 o) ={ 0 =1
2, x=1
r—2,x>1
lirr% flx)=1#2=f(1) lir{1+g(a:) =1
lir{1 g(x)=-1
A e

Slika 14. Redom su dati grafici funkcije f sa prividnim prekidom, funkcije g sa prekidom
prve i funkcije h sa prekidom druge vrste u tacki 1

1
Sa druge strane, funkcija hy(x) = —, x # 0, jeste neprekidna na celom domenu
x
definisanosti R \ {0}.

10.1.4 Teoreme o neprekidnosti funkcija
Ako su funkcije f i g neprekidne u tacki xq tada je:
o zbir (razlika) f(x) £ g(x) neprekidan u xq;

e proizvod f(x) - g(x) neprekidan u xo;

o kolicnik neprekidan u g, za g(xg) # 0.

9(x)
Sledec¢a teorema kaze da neprekidna funkcija na zatvorenom i ogranicenom intervalu
dostize svoju maksimalnu i minimalnu vrednost.

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a,b] C Dy tada postoje tacke ¢ i d koje
pripadaju [a,b] tako da je: Vx € [a,b] f(c) > f(z) i f(d) < f(x), Sto znaci da je
fmaz = f(C) 0 fmm = f(d)

Na sl. 15.a maksimalna vrednost funkcije f na [a,b] je f(¢) a minimalna vrednost je
f(d).

Ako je funkcija f linearna, primetimo da ona svoju maksimalnu i minimalnu vrednost
postize na krajevima zatvorenog intervala, mada znamo da linearna funkcija nema globalni
minimum i maksimum na R.



181

Slika 15. Osobine neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu

Ako je funkcija f mneprekidna na intervalu [a,b] C Dy i f(a) < f(b) tada za svaku
vrednost d, takvu da f(a) < d < f(b) postoji tacka ¢ koja pripada [a,b] tako da je:
fle) = d

Jedinstvenost tacke ¢ u prethodnoj teoremi se ne tvrdi, ve¢ samo egzistencija, tako,

na primer, na sl. 15.b imamo tri kandidata za tacku c.
Direktna posledica prethodne teoreme je:

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a,b] C Dy i f(a)- f(b) <0 tada postoji
tacka ¢ koja pripada (a,b) tako da je: fle) = 0.

Tacke u kojima funkcija ima vrednost nula se nazivaju nule funkcije. Potreban
uslov da funkcija ima nulu na intervalu daje prethodna teorema. Ukoliko neka funkcija
zadovoljava uslove teoreme mozemo primeniti metodu polovijenja za eksplicitno nalazenje
nule te funkcije.

Metoda polovljenja

Neka funkcija f zadovoljava uslove prethodne teoreme na intervalu [a, b]. Jedan jed-
nostavan algoritam za nalazenje tacke ¢ € (a,b), koja je nula funkcije f, sastoji se u
iterativnom nalazenju sve uzih i uzih intervala [a;, b;], i = 1,...,n oko tacke ¢. Novi inter-
val se dobija polovljenjem prethodnog intervala. Pocetni interval je interval [a, b] = [aq, b1].
Iterativni postupak polovljenja intervala se zaustavlja u n-tom koraku kada je na primer,

aktuelni interval dovoljno mali, tj. b, — a, < €1, ili je vrednost funkcije u sredisnjoj tacki
ay + bn an + bn Vred
. Vred-

) < €3. Tada uzimamo da je ¢ ~
nosti €; i €5 se zadaju kao ulazne veli¢ine, u zavisnosti od Zeljene preciznosti, to su na
primer, 10~7, 107°,... U algoritmu koji dajemo uzeli smo da je ¢; = €5 i kombinovali smo
oba uslova zaustavljanja iteracija.

intervala dovoljno bliska nuli f(

Algoritam metode polovljenja

e Ulaz: Funkcija f neprekidna na intervalu [a,b] i f(a)- f(b) <0,
a; = a, by =0b. Zadaje se vrednost greske ¢, odnosno preciznost.

e Izlaz: Tacka c za koju je f(c) =~ 0.

e Koraci: za svakot1=1,2,3, ...

CL,;—i—bZ‘

1. odredimo sredinu aktuelnog intervala i ako je
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a; +b; . . e I .
max{| f( )|, b; — a;} < € zaustavljamo iteracije i uzimamo priblizno da je
i+0i . .
~ 2 i , inacCe prelazimo na korak 2.
. a; + b; .. . .

2. ako je f( 5 ) - f(a;) < 0 tada za novi interval biramo [a;41, b;+1] pri ¢emu
je i1 = a; 1 by = i , zatim idemo na korak 1., u suprotnom idemo na
korak 3.

. a; + b; .. : .

3. ako je f( 5 ) - f(b;) < 0 tada za novi interval biramo [a;41, b;41] pri ¢emu
. . a; +b; o .
je b1 =0b;ia,41 = , zatim idemo na korak 1. u suprotnom, idemo na
korak 4.

4. ako je f( 5 ) = 0 iteracije zaustavljamo, i dobijamo ta¢nu vrednost ¢ =
a; + bz

2

Primetimo da se korak 4. u praksi retko dogada. On nastaje kada je za neko ¢ nula

funkcije bas u sredini

aktuelnog intervala.

10.1.5 Zadaci

38
10.1. Odrediti slede¢e grani¢ne vrednosti:
2 2
‘-9 Tt —4dx
lim ——; lim —————;
Rl R S L S T
3 2
. ) . x 1
) i1—>m2 x2 —4’ d) i:nll(x—l_x—l)'
Redenje. a) 6 b) 2 ¢) 3d) 2.
10.2. Nadi sledeée grani¢ne vrednosti:
-3 vV 6—3
o) lim V* , b) lim YT ,
z—9 x—9 r—3 xr—3
) T —2 . Vit ar+l-x-1
¢) lim ———; d) lim .
=2 \Jr+2—2 z—0 x
Redenje. a) 1 b) ¢ ¢) 4 d) —1.
10.3. Ako znamo da je lin% S 1 odrediti grani¢ne vrednosti:
xr—
t 2
a) lim ﬂ; b) lim — ° ;
z—0 X z—0 sinbx
1— 1-
¢) lim — 2% d) lim ——=
z—0 oy z—0 xsin2x
Regenje. a) 1 b) 2 ¢) £ d) 7.

38Zadaci u ovom odeljku su detaljno uradeni u zbirci resenih zadataka [23].
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1
10.4. Znajudi da je lim (1 + —)® = e odrediti grani¢ne vrednosti:

zI»oo €
. - . x+1,
a) lm(1+z) b) lim (——)%
2043 e’ —1

) Jim( S Dl

Redenje. a) e b) €2 c) ez d) 1. ( Koristite smenu t = e* — 1.)
10.5. Nadite sve asimptote slede¢ih funkcija:

W f) =50 B @)=

1
) f@)=a— i d) @)= @
) f@) = (1 - e f) fay=o— 2D

Resenje. Asimptote su prave: a) z =3, x = -3, y=0; b))z =0, y=x; ¢) x =1, z =
—lLy=z;d)z=0,y=x—-1;¢e)y=0; f)y=1

10.2 Diferencijabilnost funkcije

U ovom odeljku uvodimo pojam izvoda realne funkcije. Izvodi funkcije imaju visestruke
primene. Neke od njih ¢e biti date u pododeljcima ovog odeljka. Sem toga i u fizickom
svetu izvodi funkcija se sreéu kao egzaktne veli¢ine (brzina, ubrzanje, jednacine nekih
hemijskih procesa, kretanje nebeskih tela, ...).

Posmatrajmo dve “bliske” vrednosti argumenta funkcije f: = i x+Ax, koje se razlikuju
za Ax. Njihovu razliku Az nazivamo prirastaj argumenta. Ako u tim tackama, x i
x + Az, posmatramo razliku vrednosti funkcije f: Ay = f(x 4+ Azx) — f(x), govorimo o
prirastaju funkcije. Kod neprekidnih funkcija male promene argumenta uzrokuju male
promene vrednosti funkcije. Na primer, za f(z) = 22, je f(1,01) = 1,0201 i f(1,02) =
1,0404, znaci Az = 0,01, a Ay = 0,0203. Medutim male promene argumenta mogu

da dovedu do vec¢ih promena vrednosti funkcije. Na primer, za funkciju ﬁ mala
-

promena argumenta x za 0,01 sa vrednosti x = 1,01 na vrednost x = 1,02 dovodi do

promene funkcije za —7500. Zaista, razlika vrednosti funkcije u ove dve bliske tacke je
1 1 B 1 1 10"—4-10" 0.75 - 101 Ovak

(1—-1,02)2 (1—1,01)2 (2-102)2 (1022 1 T o vaRve
situacije nastaju kada se priblizavamo tacki u kojoj funkcija ima prekid ili vertikalnu
asimptotu. Za navedeni primer to je tacka z = 1.

U grani¢nom slucaju, kada Ax tezi 0, koli¢nik prirastaja funkcije i prirastaja argu-
menta, posmatramo u sledec¢oj definiciji.

U granicnom slucaju kada Az tezi 0, koliécnik prirastaja funkcije i prirastaja argu-
menta, posmatramo u sledecoj definiciji.

Neka f :(a,b) = R ineka zo € (a,b). Prvi izvod funkcije f u tacki z, se

definise kao
f’(l‘o) = Alirilo f(fEO + Azi - f(x())

)

ako ovaj limes postoji.
Izvod u tacki zy moze da se definise i na druge ekvivalentne nacine, kao na primer,
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o) — tim 102 = F0)

T—g T — o

Funkciju f nazivamo diferencijabilnom u tacki xo ukoliko postoji izvod f'(xg) wu toj
tacka.

Ako na intervalu (a,b) koji je domen funkcije f postoji prvi izvod funkcije [ u svakoj tacki
intervala (a,b) onda definiSemo funkciju f': (a,b) — R, koja svako x € (a,b) preslikava
u f'(x), i ovu funkciju nazivamo prvi izvod funkcije f na (a,b).

Ako u nekoj tacki funkcije postoji izvod tada je funkcija i neprekidna u toj tacki.
Medutim, obrnuto ne vazi.

>
Na primer, funkcija f(z) = |z| = _i’ i;g je neprekidna u tacki 0, jer je
1ir(1)1+ |z| = lir&x =0 i lir(l)q |z| = 111%1 —x = 0. Grafik ove funkcije je dat na slici 16.

Sa druge strane, kada potrazimo prvi izvod u 0 vidimo da on ne postoji jer se odgovarajuca
leva i desna granic¢na vrednost razlikuju:

i |0+ Az| — |0] ’ T _qi oy 0+ Az| — |0] . —Azx )
im —————= lim —=11i lim —mM—— = lim —— = —1.
Az—0+ Az Az—0+ AT Az—0— Azx Az—0— Ax
Y=Ix|
N X

Slika 16. Neprekidna funkcija koja nema prvi izvod u 0.

Jedan primer izvoda

Pokaza¢emo da brzina predstavlja prvi izvod funkcije predenog puta. Posmatrajmo
funkciju s(t), t > 0, koja predstavlja ukupnu duzinu puta koji je preden do vremena ¢
(od pocetnog trenutka ¢ = 0). Na primer, ako smo put od 75 km, Novi Sad - Beograd,
presli za sat vremena, prosecna brzina je bila 75 km/h. Znamo, da srednja brzina kretanja

u vremenskom intervalu (¢1, 1 + At) predstavlja koli¢nik:
s(ty + At) — s(ty)

duzina predenog puta kroz utroseno vreme, tj. jednaka je

Ukoliko nas interesuje trenutna brzina v(¢;), u trenutku ¢, jasno je da bi srednja
brzina na itervalu (t1,t; + At) kada duzina intervala At tezi 0, tezila trenutnoj brzini, u
S(tl + At) — S(tl)

At
vrednost postoji ona je jednaka (uporedite sa definicijom prvog izvoda funkcije f u tacki
xo) prvom izvodu funkcije duzine predenog puta u trenutku (tacki) ¢t1:  s'(t1) = v(t1).

trenutku 1, odnosno bila bi jednaka Ali‘/mo . Ukoliko poslednja grani¢na
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10.2.1 Diferencijal funkcije i geometrijski smisao izvoda funkcije u tacki

Prvi izvod funkcije f(x) u tacki xg smo definisali kao graniénu vrednost kolicnika

f(zo+ Az) — f(x0)
Az

uocavamo da je koli¢nik

kada prirastaj argumenta Ax, tezi nuli. Ako analiziramo sliku 17,
f(zo + Azx) — f(z0)

zapravo tangens ugla «, koji prava AB

(secica grafika funkcije) zaklapa sa ﬁ)ozitivnim delom z-ose. Medutim, kada prirasta]
nezavisne promenljive Az tezi 0, tacka B tezi tacki A preko grafika funkcije f, a secica
AB tezi tangenti ¢ u tacki A grafika. Stoga, u grani¢nom slu¢aju, nagib secice tezi nagibu
tangente u tacki A:

= f'(x0) -

A —

Geometrijski smisao prvog izvoda funkcije f u tacki xg, je da predstavlja tangens
ugla koji tangenta u tacki A = (zg, f(20)), grafika funkcije, zaklapa sa pozitivnim delom
T-0se.

)1
S, )}
Jx)

x, Xgax ~X

Slika 17. Prvi izvod funkcije u tacki xg

Diferencijal funkcije

Diferencijal nezavisne promenljive dx je jednak prirastaju nezavisne promenljive Az,
dok je diferencijal funkcije dy (ili df ) priblizno jednak prirastaju funkcije Ay = f(x +
Ax) — f(x). Preciznije,

o dxr=Ax
o dy=f(x)dx

Prirastaj funkcije Ay = f(z + Az) — f(z) na slici 17 jednak je duzini duzi BC,
dok je diferencijal funkcije dy jednak duzini duzi DC'. Diferencijal funkcije moze biti i
veéi i manji od prirastaja funkcije. Prirastaj funkcije je funkcija od prirastaja nezavisne
promenljive, i moze da se izrazi na sledec¢i nacin
Ay(Aa) = f(z+ Ax) — f(z) = [/(x)Ax + g(Ax) - A,
gde funkcija g(Ax) tezi 0 kada argument Az tezi 0. Na ovaj nacin, diferencijal funkcije
predstavlja linearan deo prirastaja funkcije u posmatranoj tacki .
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Na primer, diferencijali funkcija f(z) = €* +sinxz i g(t) = 3 su redom df =
(e*+cosz)dr i dg = 3t*dt (prve izvode pogledati u tabeli izvoda elementarnih funkcija).
Levi izvod funkcije f u tacki z, se definise kao

F(zy) = lim f(zo + Az) — f(x0)

Ax—0— Az ’

ako ovaj limes postoji. Dakle, Ax tezi nuli preko negativnih vrednosti.

Slicno, desni izvod funkcije [ u tacki xy se definise kao

fjr(fo) = lim f(xo + Az) — f ()

Az—0+ Az ’

ako ovaj limes postoyi.

Potreban i dovoljan uslov da funkcija f ima izvod u tacki = = x( je da postoje i levi
i desni izvod u tacki z i da su jednaki, tj. f%(zo) = f’(z0). Tako na primer funkcija
f(z) = |z|, data na sl. 16, nema prvi izvod u 0 jer su u 0 levi i desni izvod razliciti.

Diferencijabilnost na intervalu
U opstem slucaju funkciju f nazivamo diferencijabilnom na:
e otvorenom intervalu (a,b) akko ima izvod u svakoj tacki intervala;

e zatvorenom intervalu [a,b] akko

— funkcija ima izvod u svim unutrasnjim tackama intervala (a,b);
— postoje desni izvod f) (a) u tacki a;

— postoji levi izvod f’ (b) u tacki b.

Funkciju koja ima neprekidan izvod na intervalu nazivamo neprekidno diferencijabil-
nom ili glatkom na intervalu. Kada govorimo o prvom izvodu funkcije f(z), ravnopravno
¢emo koristiti oznake f’'(z) i f. ili samo f’ ako se zna po kojoj nezavisnoj promenljivoj
vrsimo diferenciranje.

10.2.2 Izvodi elementarnih funkcija

Izvode slozenijih funkcija koje predstavljaju zbir, razliku, proizvod, koli¢nik ili kom-
poziciju nekih jednostavnijih funkcija, mozemo dobiti na osnovu pravila datih u slede¢em
odeljku, uz dodatno poznavanje izvoda jednostavnijih funkcija. Stoga, izvode elemen-
tarnijih funkcija f(z), * € D dajemo u tabeli 3 nize. Medutim, svaki od izvoda datih u
tabeli mogli smo da izra¢unamo po definiciji izvoda funkcije. Slede neki primeri:

Na osnovu definicije prvog izvoda funkcije u tacki z € R nacdi¢emo (z")', n € N,
(sinz) i (e*)’.

39Ukoliko je domen D funkcije f neki pravi podskup skupa R to je u tabeli naznaceno, sem u drugoj
vrsti, gde domen zavisi od parametra «.
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Az)? — ™
(") = Alim0 (z+ Ax) Y Po binomnom obrascu to je ekvivalentno sa:
T— Zz
2"+ na" Az + o+ nx(Az) T+ (Ax)t — 2
lim =
Az—0 . Az
lim =T 4 fim (7 ) 2" %Az + .+ lim (Az)" ' = na"
Az—0 Ax Az—0 2 Az—0
L . .= a+p .
Kako je sina — sin f = 2sin b $cos — g imamo
, . sin(z 4+ Az) —sinx
I — 1 =
(sinx) AA;‘rLlo Ao N
2sin — - cos(x + 0.5Ax) sin Tx
A Aa = dmy T dimgeoslr 0540) =
- 2
S
lim 2" . lim cos(x + 0.5Az) = 1-cosx = cosz.
t—0 ¢ Ax—0
Koristili smo smenu ¢ = Ax/2.
r+Axr _ x Ax 1
(") = lim "% _ lim e lim © =e"

Axz—0 Ax‘ Az—0 Az—0 Aa}
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Tabela izvoda elementarnih funkcija
1. (K) = 0, K je realna konstanta
2. () = az*', a e R\ {0}

log, e

4. (log,x) = , a#l,a>0,2>0
x
5. (&%) = €7,
6. (a*) = a*lna, a>0, a#1
1
7. (arcsinz) = .zl <1
1—2a2
8. (arccosz) = L lz| < 1
V1—a?
1
9. (arctgz) = 2
1
10. tgx) =
(arcctg z) 22
11. (sinz) = cosz
12. (cosz) = —sinz
1 us
13. (tgz) = , T# —+2km, ke Z
cos? x 2
1
4. (ctge) = ————, v # 7 +2km, ke Z
sin®

10.2.3 Pravila diferenciranja
Ako su funkcije f, ¢ i h diferencijabilne, tada vaze sledeCa pravila:

1. (K- f(x))=K-f(x), gdejeK proizvoljna konstanta ;

2. (fla) £g(2)) = f'(x) + g'(2);
3. (f(x)-g(x)) = fi(x)-g(x)+ f(z) g'();
f@), _ f@) e - f@) g

[S1

. Akoje y= f(u) i u=g(z) tada je
flg(@))" = f'(g(x)) - g'(x), odnosno y, =y, - u,
Slicno, ako su y = f(u), uw=g(v), i v=nh(z) tada je

flg(h(2))) = f'(9)-g'(h)-h(x) odnosno y, =y, -u,- v, .
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Ovo dva pravila za kompoziciju dve i tri funkcije se nazivaju pravilima smene. Slicno
vazi i za kompoziciju vise od tri funkcije.

[lustrovacemo neka od pravila diferenciranja na primerima:

pravilo 2.: Prvi izvod funkcije y = f(z) = 5x — cosz + e + 9 je
y'(x) =5(x) — (cosx) + (%) + (9) =5 +sinz + €*.

pravilo 3.: Izvod proizvoda funkcija 322 i sinz je
(322 -sinz) = 3(2?) - sinz + 3z% - (sinx)’ = 6x - sinx + 322 - cos .

pravilo 4.: Izvod koli¢nika funkcija 322 i sinx je
( 32 3(z?) -sinx — 32* - (sinz)’  6x —32” - ctgw

) =

pravilo 5.: Ako je funkcija y(z) kompozicija funkcija y = f(u) = Inuiu = g(z) = 2° tada
1 S5zt 5

. / — o) Y — f! A — 4 = — = —

jey'(z) =y(uw) W(z) = fl(u) g(z) = ~52" = — =~

, r# km ke Z.

sin x sin? sinx

10.2.4 1Izvodi viseg reda

Neka je f'(z), x € (a,b), izvodna funkcija diferencijabilne funkcije f. Tada drugi izvod
funkcije f u tacki xo definisemo kao prvi izvod (ukoliko postoji) izvodne funkcije f u

tacki xq: / A /
() (ag) = Jim TSI T 00

Drugi izvod funkcije f u tacki zo oznacavamo sa f”(xy). Ukoliko je funkcija f’ difer-
encijabilna na nekom skupu A, sa f” oznacavamo izvodnu funkciju funkcije f’, koja svaki
element = € A preslikava u f”(z). Funkciju f” : A — R nazivamo drugi izvod funkcije f.

Opétije, na slican nacin, definige se i n-ti izvod f™, n > 1, funkcije f, ukoliko postoji
(n — 1)-vi izvod "~V (z) funkcije f i ako je on diferencijabilna funkcija:

£ (2) = (F* V) () = tim L@ AD = [0@)

Axz—0 A.T

Mnoge funkcije imaju n-ti izvod za svako n € N u svakoj tacki njihovog domena
definisanosti. Na primer, za n € N/, zadovoljeno je (e*)™ = e”, kao i

sinx, n =4k cosx, n =4k
sin™ 7 — cosr, n=4k+1 cos™  — —sinx, n=4k+1
) —sinz, n=4k+2 ) —cosx, n=4k+2 "’
—cosx, n=4k+3 sinz, n=4k+3
za k € Np.

U fizickim i hemijskim procesima se izvodi funkcija ¢esto pojavljuju. Ubrzanje je na
primer, drugi izvod funkcije predenog puta u zavisnosti od vremena.
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10.2.5 Lopitalovo pravilo

Ako postoje f'(x) i ¢'(x), tada je ¢esto jednostavnije naéi neke grani¢ne vrednosti oblika
lim m i lim M koriséenjem sledec¢ih teorema:

a—e g(x)  a—oo g(x)

Lopitalovo pravilo

1. Neka su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne na intervalu (a,b), pri cemu je ¢'(x) # 0,
z € (a,b). Neka c € [a,b] i neka su ispunjena sledeéa dva uslova

e kada x teZi c, obe funkcije f(x) i g(x) teze ili ka 0 ili ka oo,

® postoji granicna vrednost lim =———=.
Tr—cC g (x‘)

Tada je

Lopitalovo pravilo

2. Neka su funkcije f i g diferencijabilne na intervalu (a,+o00) (odnosno, (—oo,b)), pri
cemu je ¢'(z) # 0, za v € (v, +00) za neko o > a (odnosno, za x € (—o0, ) za neko
8 <b). Neka su ispunjena sledeca dva uslova

e kada x teZi +oo (odnosno —oo), obe funkcije f(x) i g(x) teze ili ka 0 ili ka oo,

! /
e postoji granicna vrednost lim f'(z) (odnosno lim f (x))
r——400 g/(x> 25— 0 g/<x>

Tada je

im 29 = L9 g e L8 L))

v—+oo g(x)  @—too g'(x) z——o0 g(x)  a—-c0 g'(1)

Neodredeni izrazi

ol O

00
U Lopitalovim pravilima se pojavljuju neodredeni izrazi koji su oblika “=" “—7".
00

)
b
)
Y

Osim, ovih neodredenih izraza, postoje i slede¢ih 6 neodredenih izraza: “0-00”, “oco— o0’

“007, ool “0%°” {1 “1°°” koji mogu manjim transformacijama da dobiju oblik pogodan
za primenu Lopitalovog pravila.

Primeri.

1. Neodredeni izraz oblika “0 - 0o” jednostavno svodimo na bilo koji od neodredenih

43 7

izraza “—7” ili “=”. Koji od njih ¢emo izabrati zavisi od jednostavnosti odgovarajucih
o0
prvih izvoda. Na primer,
) 9 . Inz . 1/x -
lim z°lnz = lim = lim = lim — = 0.
z—0+ r—0+ 1/1‘2 —0+ —2/1‘3 z—0+ 2

2. Neodredeni izraz oblika “co — c0” svodimo na oblik “0/0”, pogodan za primenu
Lopitalovog pravila:
1 1 z? —sin’x

) = lim

lim (
2—0 2¢in’

a—0'sin?x a2
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y o .. . sinx . : .
Sada mozemo koristiti poznatu grani¢nu vrednost hn[l) = 1, a zatim primenjujemo

xr— X

¢etiri puta prvu Lopitalovu teoremu dok se ne ehmmlse nula u imeniocu:

a2 —sin?z . 2?2 —sin? T x? 2?2 —sin’z T o,

lim ———— = lim 1 — :hm—4 lim —)* =

a—0 x?sin” x z—0 x sin“x  =—0 x z—0 sin

. 2x —2sinz-cosx . 2x —sin2zx . 2—2cos2x

lim =lim——=lim—— =

z—0 423 z—0 4a3 z—0 1222

4 sin 2x . 8cos2x 1

m = m = —
o0 2dr  am0 24 3
e

3. Kako je 2% = (e"®)® =

Iz mozemo neodredeni izraz lim z” oblika “0°” svesti

z—0+4

. 0.9} ,. ..
na oblik “—7” na sledeéi nacin:

00
R
lim zlnx hf(l)l 1z
lir&x = x>0+ — o0+ 1/ L pri éemu smo koristili Teoremu 5.
Tr—
Na eksponent sada mozemo direktno primeniti Lopitalovo pravilo
Inx 1/z _
lim — = lim —— = lim —z = 0.

z—0+ /x z—0+ —1/x2 z—0+

Kona¢no, imamo da je lim 2% =e® = 1.
r—0+

0»

[43

.. . . .. &) .
4. Neodredeni izraz oblika “co”” svodimo na neodredeni izraz “—7, tako Sto prvo
00

logaritmujemo izraz i svedemo ga na oblik “O o0”, a zatim postupimo kao u primeru
1. Recimo, grani¢nu vrednost lim (e** — 53[;) nalazimo tako Sto prvo nademo granicnu

T—00

vrednost logaritma podlimesne funkcije

1 . In(e*® — 5z) 3% —5 9e3” . 273
o e be) = o e = s g T e
Sledi da je lim (e** — 5z)7 = €°.

r—00

10.2.6 Teoreme o srednjoj vrednosti za izvode

Rolova teorema
Ako je funkcija [ neprekidna na intervalu [a,b], diferencijabilna na intervalu (a,b), i
ako je f(a) = f(b) =0 tada postoji tacka c koja pripada (a,b) tako daje:  f'(c) = 0

R %) t )

y b .
c N\ °

Slika 18. Ilustracija Rolove i Lagranzove teoreme

Kako geometrijski prvi izvod u tacki predstavlja nagib tangente kroz odgovarajucu tacku
grafika funkcije, to znac¢i da Rolova teorema tvrdi da postoji tacka (¢, f(¢)) na grafiku
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funkcije f kroz koju je tangenta na grafik paralelna sa z-osom (slika 18.a). Tacka ¢ ne
mora biti jedina tacka na intervalu (a, b) u kojoj je prvi izvod funkcije f jednak nuli.

Lagranzova teorema o srednjoj vrednosti
Ako je funkcija f neprekidna na |a,b] i diferencijabilna na intervalu (a,b) tada postoji
tacka c koja pripada (a,b) tako da je

f(0) — f(a)

I e

b) —
Kako kolicnik w (slika 18.b) predstavija nagib sec¢ice AB  (koordinate tacaka

su: A(a, f(a)), B(b, f(b))), sledi, po Lagranovoj teoremi, da postoji bar jedna tacka c
na intervalu (a,b), takva da je tangenta u tacki C(c, f(c)) paralelna sa secicom AB (sl.
18.b).

Rolova teorema je specijalan slucaj LagranZove teoreme o srednjoj vrednosti kada je
fla) = f(b).
Tejlorova teorema o srednjoj vrednosti
Ako funkcija f ima neprekidne sve izvode do n-tog reda na intervalu |a,b] i ima izvod
fOHY) na intervalu (a,b), zan € N, tada postoji tacka ¢ koja pripada (a,b) tako da
je za svako x € [a,b]:

+ —f”(a)(;' —a)° + ..+ f(")(a)ézlv — 9" + R,

f(z) = fa) + f'(a)(z — a)

gde je R, ostatak © moZe da se zapise u LagranZovom obliku:

_ () n+1
n — m . (ZE - CL) .

Primetimo da je Tejlorova teorema o srednjoj vrednosti uopstenje Lagranzove teoreme.
Lagranzova teorema nastaje u slucaju kada je n = 0 u Tejlorovoj teoremi i z = b. Tada
) ) f'(e)(b—a
e f(0) = fla) + By i By= 0=
Tejlorov razvoj funkcije f

Ako su tacke x 1 xo iz intervala (a,b), tada direktnom primenom Tejlorove teoreme
imamo Tejlorov razvoj funkcije f sa ostatkom:

J (o) (x — 20)?

f(@) = f(zo) + f'(wo) (2 — w0) + 2 + ..+
S (o) (2 — x)" . fOH () (x — x0)"H
nl (n+1)!

Ukoliko je zadovoljeno da je lim, ., R, = 0, tada se red koji dobijamo naziva Tejlorov
razvoj funkcije [ u tacki xg.

Primetimo da se u prethodnoj teoremi vrsi razvoj funkcije f u polinomnu funkciju u
tacki Zg.
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Ako je specijalno xy = 0, tada govorimo o Maklorenovom razvoju funkcije.
Na primer, Maklorenov razvoj funkcije e’ je

o0
e = e’ + ez + :L°~|——:E+ Zk"

2!
Maklorenov razvoj funkcije sin x je
—sin0 , —cos0 4
sinz = sin0 + cos0 x + o x° 4+ a0 0+ .=
3 5 7 s (—1)Fa2k+L

X i xT
x——+———+...:§ NGV

! [ l

31 51 7! — (2k +1)!

Maklorenov razvoj funkcije cosz je
—cos0 5, sin0 4

cosx =cos0 —sin0 =z + o o+ 3 0+ .=
2 4 6 s k .2k
x x T —1)*z
TSI o
204 6! pr (2k)!
Vrednosti trigonometrijskih funkcija sinx, cosx, ... na digitronima i ra¢unarima up-

ravo i dobijamo tako Sto u zavisnosti od potrebne preciznosti aproksimiramo funkcije sa
odgovarajué¢im brojem sabiraka u Maklorenovom polinomnom razvoju ovih funkcija (npr.
sinz ~x —23/6, cosr ~ 1 —x?/2+ 21/24) i zatim racunamo vrednosti tih polinoma.

10.3 Primena izvoda na ispitivanje osobina funkcija
Neke osobine funkcije f : A — B, kao sto su:
e [ jeparna ako je f(—z)= f(z), zasve x € A, A simetrican skup;
e fjeneparna ako je f(—x)= —f(x), zasve x € A, A simetrican®® skup;

e f je periodic¢na sa osnovnim periodom p, ako je p minimalan pozitivan realan broj
tako da je

(VYz,r+peD) flx+p) = f(z)

e [ raste (opada) na intervalu [a,b] ako je za svako z1,z9 € [a,b] zadovoljena
implikacija x; < z9 = f(21) < f(z2) (21 <29 = f(21) > f(22))

utvrdujemo direktnom proverom. Parne funkcije (na primer, parabole sa temenom na
y-osi, cosx), imaju grafik simetrican u odnosu na y-osu, dok su neparne funkcije (
3, %, sinz,...) centralno simetricne u odnosu na koordinatni pocetak. Trigonometrijske
funkcije su periodicne, i njih je dovoljno ispitivati samo na intervalu (0,p) *'. Rast i

opadanje funkcije je nesto teze ispitivati direktnom proverom.
Rast i opadanje funkcije i prvi izvod funkcije

Ako je funkcija diferencijabilna na intervalu (a, b) tada rast i opadanje funkcije mozemo
ispitati i na osnovu znaka prvog izvoda na intervalu. Preciznije, vazi sledece tvrdenje:

Neka je funkcija f diferencijabilna na (a,b). Tada vaZe sledeée implikacije:

1. Ako je f rastuéa na (a,b), sledi da je f'(x) > 0 za svako x € (a,b).

40Skup A je simetriéan ako vazi da ako x € A sledi —z € A.
4lgde je p njihov osnovni period.
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2. Ako je f opadajuéa na (a,b), sledi da je f'(x) <0 za svako x € (a,b).
3. Ako je f'(x) > 0 za svako x € (a,b), sledi da je f(x) rastuca na (a,b).

4. Ako je f'(x) <0 za svako x € (a,b), onda je f opadajuca na (a,b).

Dokazac¢emo samo implikacije 1. i 3., jer se implikacije 2. i 4. slicno dokazuju.
Dokaz 1. Neka su z,x + Ax € (a,b) i neka je Az > 0 tada je zbog rasta funkcije f,
f(z + Az) — f(z) > 0, sto implicira da je i koli¢nik
flz+ Azx) — f(x)

Ax

f(z) < 0, pa je opet

> 0. Slicno, ako je Ax < 0 tada je zbog rasta funkcije f, f(x + Az) —
flz+ Az) — f(x)

x
preko brojeva vecih i preko brojeva manjih od 0, vazi da je
_ flz+ Az) — f(z)
") = 1 >0. O
(@) Ai:rilo Az 20
Dokaz 3. Neka su x1,22 € (a,b) i neka je x; < 9. Kako su uslovi Lagranzove teoreme

zadovoljeni 1 na intervalu [z, xs] sledi da postoji tacka ¢ € (x1,29] C (a,b) tako da je
f(xe) — f(x1) = f'(c)(wg —21). Postosui f'(c) >0ixe—x; >0tojei f(za)— f(z1) >0,
sto je i trebalo dokazati. [J

> (. Zato u granicnom slué¢aju kada Az — 0 i

Ekstemne vrednosti i izvodi funkcije
Neka postoji (a,b) C D tako da tacka x¢ € (a,b), gde je D domen funkcije f. Tada je
f (o)

e lokalni minimum funkcije f ako je Vx € (a,b) f(x) > f(zo) ;
<

e lokalni maksimum funkcije f ako je Vx € (a,b) f(x) < f(xo),

odnosno kazemo da funkcija f ima ekstrem u tacki x.

Ekstremne vrednosti (ekstremi) funkcije f su svi lokalni minimumi i maksimumi
funkcije na celom domenu definisanosti. Globalni maksimum (minimum) funkcije f je
njena najveca (najmanja) vrednost na celom domenu (oblasti definisanosti).

YA a) b) "

max
\ ’
-] X

min

V=
1
~

Slika 19. Primeri funkcija sa i bez ekstrema

Jasno je da bi u nekoj tacki neprekidna funkcija imala ekstremnu vrednost (sl. 19.a)
mora iz rasta da prede u opadanje (maksimum) ili iz opadanja da prede u rast (minimum).
Kako rast funkcije prati pozitivan (a opadanje negativan) prvi izvod, za ocekivati je da
je potreban uslov za ekstrem u tacki zo da je f'(xg) = 0. Medutim, to nije i dovoljan
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uslov: recimo, u 0 funkcija 2% ima prvi izvod jednak 0, ali nema ekstemnu vrednost. Na

slici 19.b vidimo da funkcija y = 2® nema ekstremnih vrednosti jer na celom domenu
definisanosti R stalno raste.

Sledece dve teoreme daju potrebne i dovoljne uslove da funkcija u tacki =y € (a,b)
ima lokalni ekstrem:

Neka je funkcija f diferencijabilna na (a,b) tada je potreban uslov da u tacki xo € (a,b)
funkcija f ima ekstrem,

1. f’(ZL’()) = 0.
Ako je dodatno zadovoljeno i
2. f'(x) menja znak u okolini tacke xq,

to je dovoljno da u tacki xo funkcija f ima ekstrem.

Preciznije, ako je u nekom intervalu levo od xy, f'(x) < 0, a u nekom intervalu
desno od xo f'(x) > 0, tada je f(xo) lokalni minimum, u suprotnom radi se o lokalnom
maksimumau.

Ipak prethodnom teoremom nisu obuhvaéeni svi slu¢ajevi. Na primer, funkcija f(z) =
|z| jeste neprekidna na celom skupu realnih brojeva, i diferencijabilna u svim tackama sem
u 0. Uslov 2. prethodne teoreme u okolini tacke 0 jeste zadovoljen, uslov 1. nije, a f(0)
je minimum funkcije f. Ova situacija moze da se uopsti za neprekidne i diferencijabilne
funkcije na otvorenom intervalu u svim tackama sem u tacki u kojoj se postize ekstrem,
pri ¢emu je ispunjen uslov 2. prethodne teoreme.

Ako funkcija dodatno ima i drugi izvod mozemo da koristimo sledece tvrdenje.

Neka je funkcija f neprekidna i dva puta diferencijabilna na (a,b), i neka je u tacki
zg € (a,b)  f'(zo) =0 (uslov 1 prethodne teoreme). Tada je dovoljan uslov da funkcija
f ima ekstrem u tacki xy da je

[ (o) #0 .

Preciznige, ako je f"(x¢) > 0, tada u xo funkcija f ima lokalni minimum, dok, u suprot-
nom, ako je f"(xo) <0, tada funkcija u xo ima lokalni maksimum.

10.3.1 Konkavnost, konveksnost i prevojne tacke

Funkcija f je konkavna ili ispupc¢ena®® na intervalu (a,b) (sl. 20.b) ako je za svako

z € (a,b) grafik funkcije ispod bilo koje tangente na grafik u okviru razmatranog intervala.
Konveksnost ili udubljenost funkcije znaéci da je grafik funkcije iznad tangente (sl. 20.a).

Na primer, funkcija sinz je konkavna na intervalu (0,7), a konveksna na intervalu
(m,2m).

Tacka prevoja funkcije je tacka u kojoj funkcija prelazi iz konkavnosti u konveknost
ili obrnuto. Recimo, 7 je jedna od prevojnih tacaka za funkciju sinx.

Ove dve definicije konkavnosti i konveksnosti su geometrijski jasne, ali nisu jednostavne
za ispitivanje, Sto nije slucaj sa sledecom ekvivalentnom definicijom:

Diferencijabilna funkcija f je konkavna na intervalu (a,b) ako za svako z1,x5 € (a,b)

vazi
f(x1) + f(22)
2

131+ZE2

< f( )-

427J fizici je suprotno, ispupéena soéiva su konveksna.
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Diferencijabilna funkcija f je konveksna na intervalu (a,b) ako za svako x1,xs € (a,b)

o f(x1) + f(22)
2

T+ T2
2

> f( )-

Vo S b)

g > X

Slika 20. Konveksna i konkavna funkcija

U narednoj teoremi koristimo drugi izvod funkcije za utvrdivanje konveksnosti, konkavnosti
i prevojnih tacaka funkcije.
Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na (a,b).

o Ako je (Vx € (a,b)) f"(z) >0, tada je f konveksna (udubljena tj. oblika —) na
(a,b).

o Ako je (Vx € (a,b)) f"(z) <0, tada je f konkavna (ispupcena tj. oblika —~) na
(a,b).

o Ako je funkcija f konveksna na (a,c), a konkavna na (c,b), ili obrnuto, za neko
c € (a,b), tada je ¢ tacka prevoja funkcije f.

e Uslov f"(c) =0 je potreban a ne i dovoljan da tacka (c, f(c)) bude prevojna tacka
grafika funkcije f.

Na primer, funkcija f(x) = 2? ima drugi izvod f”(z) = 2, x € R i ona jeste udubljena
(= konveksna) na celom domenu, dok funkcija g(x) = —z? ima drugi izvod negativan, i
ona je konkavna. Funkcija h(z) = 2% ima drugi izvod 1" (z) = 6z. Za z < 0, h/'(z) < 0 i
funkcija je konkavna, a za z > 0, h”(z) > 0, i funkcija je konveksna (videti sliku 10.b u
prethodnom odeljku). Tacka (0,0) je prevojna tacka grafika.

Primetite da udubljenost (konveksnost) i ispupcenost (konkavnost) ne moraju da budu
jasno uocljive na grafiku kao sto je sluc¢aj na slici 20. Na primer na slici 19.b funkcija je
konveksna (—) za x € (0, 4+00) i konkavna (—~) za x € (—00,0), a udubljenost za > 1 i

ispupcenost za r < —1 jedva da je uocljiva na grafiku.

10.4 Teorijska pitanja

10.4.1 Definicije osobina funkcija

10.6. Preslikavanje podskupa skupa R u skup R je funkcija akko svakom originalu
odgovara tacno jedna slika.

10.7. Funkcija t na simetricnom domenu D je parna akko je t(z) = t(—z), za sve T
reD.




197

5)
10.8. Funkcija h(z) = ——3 je hiperbola. T
x JR—
10.9. Funkcija h(z) = 522 4+ 50z + 500 je hiperbola. 1
10.10. Funkcija h(z) = ax® + bx + ¢, gde su a,b,c € R i a # 0 je opsti oblik -
parabole.
10.11. Funkcija h(u), u € D, ima prevojnu tacku u a iz D akko postoje tacke ¢ i b -
tako da je h(u) konveksna na (c,a) C D, a konkavna na (a,b) C D, ili obrnuto.
10.12. Funkcija g(u), v € D, ima lokalni maksimum u tacki m € D akko postoji -
(a,b) C D, m € (a,b), tako da za svako u € (a,b) vazi g(u) < g(m).
10.13. Funkcija h(u), v € D, ima lokalni maksimum u tacki ¢ € D akko postoji 1
(a,b) C D, ¢ € (a,b), tako da za svako u € (a,b) vazi h(u) > h(c).
10.14. Funkcija h(u), u € D, opada na (a,b) C D akko za svako uy,us € (a,b) vazi N
uy < ug = h(uy) < h(usg).
10.15. Funkcija g(u), u € D, je konveksna na (a,b) C D akko za svako uy, us € (a,b)
T
vazi g(u1 ha u2) < glur) —;—g(ug)‘
10.16. Funkcija h(u), u € D, raste na (a,b) C D akko za svako uy, us € (a,b) vazi -
uy < ug = h(uy) < h(ug).
10.17. Funkcija g(u), u € D, je konkavna na (a,b) C D akko za svako uy, us € (a,b)
1
vazi glw) + g(uz) > g(—U1 42—u2)
10.18. Funkcija g(u), v € D, ima lokalni minimum u tacki m € D akko postoji -
(a,b) C Dim € (a,b), tako da za svako u € (a,b) vazi g(m) < g(u).
10.4.2 Parnost funkcije
10.19. Neparnu funkciju je dovoljno ispitati samo za nenegativne vrednosti iz dom- T
ena.
10.20. Funkcija f(z) = —2'%? je parna. L
10.21. Funkcija h(z) = z nije ni parna ni neparna. s
10.22. Funkcija #(z) = ﬁ je parna. T
22
10.23. Funkcija t(z) = P je parna. 1
2 42007
10.24. Funkcija g¢(z) = _r O je neparna. T
xd —Tx"
10.25. Funkcija t(z) = s1n4q; je neparna. T
x
10.26. Funkcija f(z) = —2?°°° + 22 je centralno simetricna u odnosu na O(0,0). 1
10.27. Parna je funkcija f(x) = cosz - sinx. 1
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10.28. Funkcija f(z) = —2?%! je parna. T
10.29. Neparna je funkcija h(t) =t7° . T
10.30. Funkcija y = M je neparna. 1
sin x
10.31. Osno simetri¢an u odnosu na t-osu je grafik funkcije y(t) = 209 4 ¢2. 1
10.32. Funkcija y(t) = t2°% + 2 je osno simetri¢na u odnosu na y-osu. T
10.33. Grafik funkcije y = z-cosx je centralno simetri¢an u odnosu na koordinatni T
pocetak.
10.34. Funkcija f(x) = 20062 — 2005z je centralno simetri¢na u odnosu na koor- T
dinatni pocetak.
10.35. Grafik funkcije y =sinx - cosx je osno simetrican u odnosu na y-osu. 1
10.36. Funkcija y(z) = cosz-sinz je centralno simetri¢na u odnosu na koordinatni T
pocetak.
10.37. Funkcija y(x) = z-(1+x) je centralno simetriéna u odnosu na koordinatni 1
pocetak.
10.38. Funkcija y(z) = 227 + x je osno simetriéna u odnosu na y-osu. 1
10.39. Grafik funkcije h(u) = u? je osno simetrican u odnosu na pravu u = 0. T
10.40. Funkcija f(x) = —z'%® je parna. T
10.41. Funkcija f(z) = —22°%¢ + 2?2 je parna. T
10.42. Funkcija f(z) = 2%°% + z je parna. 1
10.43. Funkcija y(z) = 2209 + £720% je osno simetri¢na u odnosu na y-osu. T
10.44. Grafik funkcije h(u) = u? je osno simetrican u odnosu na pravu h = 0. 1
10.45. Funkcija f(z) = (—2%°% +2?) - je centralno simetri¢na u odnosu na O(0,0). | T
10.46. f(r) = —2?°% je neparna funkcija. T
10.4.3 Definisanost, znak, nule i inverzna funkcija
10.47. Funkcija g(z) = €*3 je pozitivna na celom domenu. T
10.48. Funkcija g(x) = 277 je pozitivna na celom domenu. T
10.49. Na celom domenu funkcija g(z) = e *73 je pozitivna. T
10.50. Funkcija g(z) = €* — 3 je pozitivna na celom domenu. L
10.51. Funkcija g(z) = e 2967 je pozitivna na celom domenu. T
10.52. Funkcija g(z) = e™* je pozitivna na celom domenu. T
10.53. Na intervalu (0,2) funkcija f(z) = —2® + 2z je pozitivna. T
10.54. Na celom domenu funkcija g(x) = —27 je negativna. T
10.55. Funkcija f(x) = ﬁ nije definisana u tacki x=1. T
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10.56. Funkcija f(z) = Inx nije definisana u tacki z=1.

10.57. Funkcija f(x) = Inz nije definisana u tacki x=0.

10.58. Nula funkcije f(z) = Inx je u tacki x=1.

10.59. Funkcija f(x) = Inx nije definisana u tacki z = —1.

10.60. Funkcija f(x) = vz + 1 nije definisana u tacki z = —1.

e B

10.61. Funkcija f(z) =

nije definisana u tacki x = —1.

1
vr+1

10.62. Funkcija f(x) = /—x je definisana u tacki z = —4.

10.63. Funkcija f(z) = v/—= nije definisana za pozitivne realne brojeve.

10.64. Kvadratna funkcija uvek ima dve realne nule.

10.65. Ako su dve funkcije definisane na celom skupu R tada je funkcija njihovog
zbira, razlike, proizvoda i kompozicije takode definisana na R.

4 = A o

10.66. Dve medusobno inverzne funkcije imaju grafike osno simetri¢ne u odnosu
na pravu koja je simetrala I i III kvadranta.

_{

10.67. Funkcije y;(z) = Inz i ya(x) = €” imaju grafike osno simetriéne u odnosu
na pravu y = .

10.68. Funkcije y;(z) = 22 — 2 1 yo(x) = g + 1 imaju grafike osno simetri¢ne u

odnosu na pravu y = x.

10.69. Linearne funkcije f(z) = z—21 g(z) = +2 su medusobno inverzne funkcije.

10.70. Trigonometrijske funkcije f(z) = sinx i g(x) = cos z su medusobno inverzne
funkcije.

10.4.4 Rast i opadanje - monotonost

10.71. Funkcija f(z) = —2005z + 2004 na celom domenu raste.

10.72. Funkcija h(x) = x? + 2x + 1 raste na intervalu (—1, +00).

10.73. Na celom domenu funkcija f(x) = —25 + 25x raste.

10.74. Funkcija h(z) = 2% + 2007 opada na intervalu (0, +00).

10.75. Funkcija g(z) = 227 raste na celom domenu.

10.76. Na celom domenu funkcija h(z) = =3 opada.

10.77. Funkcija h(z) = —2273 na celom domenu opada.

10.78. Funkcija ¢(x) = (2005 + x)? opada na intervalu (—oo,—2005).

10.79. Na intervalu (—oo, —1) funkcija h(z) = 52 + 10z + 500 opada.

10.80. Funkcija h(x) = —52? 4+ 10z + 500 opada na intervalu (—oo,1).

10.81. Na intervalu (—o0,5) funkcija h(z) = —2 + 10x + 500 raste.

10.82. Funkcija h(x) = 5z? — 10z 4+ 500 raste na intervalu (—oo,1).

R e B T S B I S I I
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10.83.

Funkcija h(z) = —22° na celom domenu opada.

10.84.

10.85.

()
Funkcija h(x) = 22 + 2z + 1 raste na intervalu (—1, 4+00).
()

Funkcija h(z) = —x? — 22 — 2 raste na intervalu (—1, +00).

10.86.

Funkcija y = —sinz opada na intervalu (0,7/2).

10.87.

Funkcija ¢(x) = (2005 + x)? opada na intervalu (—oo,—2005).

+H 4 =

10.4.5

Ekstremi i prevoji

10.88.

U nuli funkcija a(x) = —|z| ima minimum.

10.89.

Tacka (0,0) je prevojna tacka za grafik funkcije f(z) = 2.

10.90.

Funkcija —2? u tacki z = 0 ima lokalni minimum.

10.91.

Funkcija h(z) = |z — 2| u tacki =2 ima lokalni maksimum.

10.92.

U tacki z =0 funkcija f(z) = 2® ima maksimum.

10.93.

Funkcija y = 2cos(2z) ima maksimum u tacki 7.

10.94.

Funkcija y = 2sin(2z) ima maksimum u 7/2.

10.95.

Svi minimumi funkcije cos x su u tackama sledeceg oblika —7m — 2kn, k € Z.

10.96.

Svi ekstremi funkcije sin x su oblika —g + 2km, ke Z.

10.97.

Sve prevojne tacke funkcije sinx su oblika k7w, k € Z.

10.98.

Kvadratna funkcija f(z) = —2? 4+ 2z + 3 ima minimum.

10.99.

Parabola f(r) = 25z — 2522 ima minimum.

10.100.

Funkcija f(x) = —2? + 2z + 3 ima prevojnu tacku.

10.101.

Tacka (0,0) je prevojna tacka za grafik funkcije f(z) = 2.

10.102.

U tacki 2 =0 funkcija f(z) =2? ima minimum.

10.103.

Parabola f(x) = 252? — 252 ima minimum.

10.104.

U tacki x =0 funkcija f(z) = —z%+ 200000 ima maksimum.

10.105.

Funkcija f(x) = —252% ima lokalni minimum.

10.106.

Parabola f(x) = 2006x* — 2005 na celom domenu opada i ima minimum.

10.107.

Funkcija f(z) = |z — 1| u tacki =1 ima lokalni minimum.

10.108.

U tacki x =1 funkcija f(z) = —z®+ 2r ima maksimum.

10.109.

Tacka (0,0) je prevojna tacka za grafik funkcije cosx.

10.110.

Funkcija —sinz u tacki « = 7/2 ima lokalni minimum.

10.111.

U tacki z = 100000 funkcija f(z)= —z*+ 200000 - z ima maksimum.

10.112.

Funkcija f(z) = —25 — 252 ima minimum.

10.113.

U tacki = 0 funkcija f(z) = 200623 — 20052 ima prevoj.

4k A4+ A4 FF A4 A4 A4 A4 FFFAF AF AFFFFF
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Konveksnost i konkavnost
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10.114.

Kvadratna funkcija f(z) = —2? + 2z + 3 je konveksna.

10.115.

Funkcija y = —cosz je konveksna na intervalu (0,7/2).

10.116.

Funkcija y = —sinz je konveksna na intervalu (0,7/2).

10.117.

Funkcija h(x) = —z* + 1 je konveksna na celom domenu.

10.118.

1
Hiperbola y = 5 na celom domenu raste i konveksna je.
x

o o+ A

10.119.

Hiperbola y = na celom domenu raste i konkavna je.

—r+

10.120.

Funkcija f(x) = 272 je konkavna na celom domenu.

10.121.

Funkcija h(z) = —2* + 22 je konveksna na celom domenu.

10.122.

Na intervalu (0, 7) funkcija sin 2 raste i konkavna je.

10.123.

Parabola g(z) = 2 + z je konveksna na celom domenu.

10.124.

Parabola f(z) = —2* + 2z + 3 je konveksna na celom domenu.

10.125.

Kvadratna funkcija f(z) = z* + 2z + 3 je konkavnana celom domenu.

10.126.

Funkcija h(z) = 2% je konveksna na celom domenu.

10.127.

Na celom domenu funkcija f(z) = 27 je konkavna na celom domenu.

10.128.

Funkcija h(x) = —2* + 1 je konveksna na celom domenu.

10.129.

_ 2006

Na celom domenu funkcija h(x) = je konveksna.

e e e e B e S

10.4.7

Izvodi funkcije

10.130.

Tre¢i izvod funkcije (z°)” = 6.

10.131.

Tredi izvod funkcije (2%)” = 2.

10.132.

U tacki x = 0 funkcija f(x) = 20062® — 2005z ima prevoj.

10.133.

Drugi izvod funkcije y(z) = €% je 3" (z) = €.

10.134.

Prvi izvod funkcije y(z) =22 — 2t je ¢/(v) = 2z — 423.

10.135.

Peti izvod funkcije (24)®) = 0.

10.136.

Deseti izvod funkcije y(x) = 2° je y19(z) = 0.

10.137.

Stopeti izvod funkcije 2'% je jednak 0.

10.138.

Peti izvod funkcije e” je jednak e”.

10.139.

Funkcija g(z) = e~® ima stoprvi izvod jednak e=*.

10.140.

Stoti izvod e® u tacki 1 je jednak e.

10.141.

U tacki x =0 funkcija f(z) =€~ ima hiljaditi izvod jednak —1.

10.142.

Treéi izvod funkcije (sin(z))” = —sin x.

A A A A4 A A4 A
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2 — 42?2
10.143. Prvi izvod funkcije y(z) = In(z? — z) je ¢/(x) = :z; : T
r—x
10.144. U tacki x =7 funkcija f(x) =sinz ima stoti izvod jednak 1. 1
10.145. U tacki = =0 funkcija f(z) = cosx ima stoti izvod jednak 1. T
10.146. Sledeca formula (h(z) - k(z)) = (h(z))" - (k(z))" vazi. 1
10.147. Za svaku diferencijabilnu funkciju h i k vazi (20-h(z)-k(z)) =20 k(x) - -
(h(z)) +20 - (k(x))" - h(x).
10.148. Vazi  (h(z) — k(z))" = (h(z))" + (k(z))" za sve diferencijabilne funkcije h | |
ik.
/ 1
10.149. Tacno je da postoje funkcije f i g za koje je (®> = f/(:c) T
g(x) g'(x)
10.150. Tacno je da je (—f(z) - g(x)) = f'(x) - g(z) — f(x) - ¢'(x) za svaku difer- 1
encijabilnu funkciju f i g.
h(z)\ W
10.151. Sledeca formula (ﬂ) /(35) vazi za svaku funkciju h i g. 1
g(x) g'(x)
10.152. Vazi (h(x) - k(z)) = (h(z)) - k(z) — h(x) - (k(z))" za svaku funkciju hi k. | L
10.153. Formula (h(z)-k(z) = f(z)-k(2)) = (M(z) = f(2))"- k(z) + (h(z) = f(2)) - | 4
(k(z))" je taéna za svaku funkciju h, f i k koja ima prvi izvod na zajednickom D.
I / . —_— .
10.154. Vazi (—M> = ) g(m)g /(z) - 9() za svaku funkeiju f i g koja | |
g(x) g°(x)
ima prvi izvod na zajednickom domenu.
10.155. Ako je tangenta na grafik funkcije g(t) u tacki (3,9(3)) paralelna sa t-osom, -
to znaci da je ¢'(3) = 0.
10.156. Ako je Hh'(6) = 0, to znaci da je tangenta u tacki 7'(6,h(6)) na grafik -
funkcije h(z) paralelna sa z-osom.
.. .. . , 1, >0
10.157. Prvi izvod funkcije apsolutne vrednosti je |z| = 1l r<0" T
.. .. .. , 1, <0
10.158. Prvi izvod funkcije apsolutne vrednosti je |z|" = 1 x>0 1
10.4.8 Primena izvoda
10.159. Ako je f'(x) < 0 na intervalu (a,b) C D, sledi opadanje f(x) na (a,b). T
10.160. Ako je s”(t) > 0 na (ty,t2), onda funkcija s raste na (1, ts). 1
10.161. Ako funkcija f(z) ima prvi izvod u tacki p jednak 0 i prvi izvod u okolini 1
tacke p menja znak, tada u tacki p funkcija f ima prevojnu tacku.
10.162. Potreban uslov da funkcija f(x), z € D, diferencijabilna na D u tacki -
x =11 € D ima lokalni ekstrem je f'(11) = 0.
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10.163. Ako je ¢'(z) > 0 za svako x iz (a, b) tada je g(z) rastuca na intervalu (a,b).
(Proverite za g(z) =9.)

10.164. Uslov ¢'(a) = 0 za tacku a € D je dovoljan uslov za lokalni ekstrem u tacki
a funkcije g(x).

10.165. Potreban uslov da u tacki 1 € D diferencijabilna funkcija f ima ekstremnu
vrednost je f'(1) = 0.

10.166. Ako je ¢'(z) > 0 za svako x iz (a,b) C D, tada je g(z) rastuca na intervalu
(a,0).

10.167. Iz uslova ¢”(11) < 01 ¢'(11) = 0 sledi da funkcija g(x) ima u tacki 11 € D
lokalni maksimum.

10.168. Dovoljan uslov da u tacki z = 11 funkcija f(z) ima prevoj je f”(11) = 0.

10.169. Ako funkcija f ima drugi izvod u tacki b € D razlic¢it, a prvi izvod jednak
0, tada u tacki b funkcija f ima ekstremnu tacku.

10.170. Uslov ¢”(0) = 0 za dva puta diferencijabilnu funkciju g je potreban da u
tacki 0 € D funkcija g ima prevojnu tacku.

10.171. Potreban uslov da u tacki 1 € D dva puta diferencijabilna funkcija f ima
prevoj je f"(1) = 0.

10.172. Dovoljan uslov da u tacki 11 funkcija f ima lokalnu ekstremnu vrednost je

F1(11) = 0.

10.173. Ako je ¢'(z) < 0 za svako = iz (a,b), tada je g(z) opadajuca na (a,b).
(Proverite za g(z)=5.)

10.174. Ako prvi izvod funkcije menja znak u okolini tacke pip € D, onda funkcija
u tacki p ima ekstrem.

10.175. Ako funkcija f(z) ima prvi izvod u tacki p jednak 0 i prvi izvod u okolini
tacke p menja znak, tada u tacki p funkcija f ima prevojnu tacku.

10.176. Ako drugi izvod dva puta diferencijabilne funkcije menja znak u okolini
tacke p, onda funkcija u tacki p € D ima prevoj.

10.177. Ako prvi izvod menja znak u okolini tacke e € D, onda funkcija u tacki
e ima lokalni ekstrem.

10.178. Funkcija h(u), u € D, ima prevojnu tacku u tacki a iz D akko postoje
tacke ¢ 1 b tako da je h"(u) < Ona (¢,a) C Dih”(u) > 0na (a,b) C D, ili obrnuto.

10.179. Ako je f neparna funkcija i neka je f'(x) < 01 f(x) > 0zax € (—10,0) C
D, to znaci da je f(z) na intervalu (0,10) C D negativna i opada.

10.180. Ako je f parna funkcija i f'(z) < 0 za x € (=5,0) C D, to znaci da f(z)
na intervalu (0,5) C D raste.

10.181. Ako je f neparna funkcijai f'(z) > 0za z € (—15,—5) C D, to znadi
da f(x) na intervalu (5,15) C D opada.

10.182. Akoje f parna funkcija iima lokalni minimum u tacki —10 € (—15,—5) C
D, to zna¢i da f(x) ima lokalni minimum i u tacki 10 € (5,15) C D.
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10.183. Ako je f parna funkcija i f”(z) < 0 za z € (=5,0) C D, to znaci da je
f(z) na intervalu (0,5) C D konveksna.

10.184. Ako je f parna funkcija i f”(z) > 0 za z € (—=5,0) C D, to znaci da je
f(z) na intervalu (0,5) C D konkavna.

10.4.9 Neprekidnost, prekidi i diferencijabilnost

1
10.185. Funkcija f(z) = — > je neprekidna u tacki r=1.
xXr

20 — 4
10.186. U tacki x = 2 funkcija —l ¢ | nema prvi izvod i ima minimum.
10.187. U tacki x = —1 funkcija a(x) = —|z + 1| ima maksimum i nema prvi
izvod.
.. z, <0 . . .y
10.188. Funkcija h(x) = 0. x>0 © neprekidna u tacki z = 0.

10.189. Funkcija h(z) iz prethodnog zadatka ima prvi izvod u tacki = = 0.

}_

10.190. Funkcija f(z) = |z — 1| ima izvod u tacki z=1.

l_

10.191. Funkcija f(x) = |z — 1| je neprekidna u tacki z=1.

r—1, x>-2

10.192. Funkcija f(x) = { 0. 1< _9 je neprekidna na [—3, 0].

10.193. Funkcija f(z) iz prethodnog zadatka je neprekidna na [—3, —2].

lx —1], > -2

10.194. Funkcija h(x) = { 3 < 9

je neprekidna na R.

10.195. Prethodna funkcija h(x) je diferencijabilna na (—3,3).

20+2, x#0

10.196. Prividan prekid u tacki = 0 ima funkcija g(z) = { 0 10"

10.197. Otklonjiv (prividan) prekid u tacki x = 0 ima funkcija

204+ 2, <0
g(z) = 2 x>0"

10.198. Funkcija je neprekidna u nekoj tacki, ako i samo ako ima prvi izvod u toj
tacki.

r, x<l1

10.199. Funkcija h(x) = { Y 2> je neprekidna na intervalu (0,1).

10.200. Ako je funkcija neprekidna u nekoj tacki, onda ima i prvi izvod u toj tacki.

10.201. Otklonjiv (prividan) prekid u tacki z = 1 ima funkcija

r+2, v#1
g(x):{ 0 xil'
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10.202. Otklonjiv (prividan) prekid u tacki x = 0 ima funkcija
22, v #0 T
g(x)—{ 1, z=0"
. . . .. 22, v #0
10.203. Prekid prve vrste u tacki x = 0 ima funkcija g(z) = 1’ 0 s
L 0
10.204. g(z) = { 2 T 7 ima otklonjiv (prividan) prekid u tacki x = 0. 1
1, ==
10.205. Ako je funkcija diferencijabilna u nekoj tacki, onda je u toj tacki i -
neprekidna.
—1 1
10.206. Funkcija h(x) =¢ = —1’ TF ima u 1 prekid druge vrste. T
0, z=1
.. z, vr<1 . . .
10.207. Funkcija h(z) = R neprekidna na intervalu [0,1]. T
L 1
10.208. Funkcija h(z) =¢ 1 — 2’ v ima u tacki 1 prekid prve vrste. 1
0, z=1
. e o . ) 2242, <2
10.209. Prekid prve vrste u tacki x = 2 ima funkcija g(z) = { -9 1>2 T
L 2
10.210. Funkcija h(z) = ¢ 2 — 2’ TF ima u 2 prekid prve vrste. s
0, x=2
<
10.211. Funkcija f(z) = { 0, z<0 je neprekidna u tacki z = 0. T
x, x>0
10.212. Prethodna funkcija f(x) ima prvi izvod u tacki z = 0. 1
10.213. Funkcija f(x) = z-1, z>-2 je neprekidna na [—2,0]. 1
0, <=2
r—1 5
10.214. Funkcija f(x) =< 2+ 2’ TF - nije neprekidna u tacki r = —2. T
0 z=-2
10.215. Funkcija h(z) = { T (1)’ i 7_é 8 ima prividan prekid u tacki z = 0. T
10.216. Funkcija h(x) iz prethodnog zadatka ima prvi izvod u tacki = 0. 1
10.217. Da bi neprekidna funkcija na intervalu imala nulu dovoljno je da na kra- -
jevima intervala menja znak. (metod polovljenja)
10.218. Funkcija f(z) = z* + 22 + 8z na intervalu (—1,1) ima nulu. T
10.219. Funkcija f(z) = z* 4 223 + 8z + 8 na intervalu (—1,0) ima bar jednu nulu. | T
10.220. Funkcija f(z) = ® — 8z + 6 na intervalu (0,2) ima nulu. T
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10.221. Funkcija f(z) = 2* — 82 + 6 na intervalu (0,1) nema nulu. 1
10.222. Funkcija f(z) = 2* + 22° 4+ 82 + 2 na intervalu (—1,1) ima nulu. T
10.223. Funkcija g(x) = (z — 2)(z — 1)e” na intervalu (1,2) ima tacku u kojoj je -
njen prvi izvod jednak 0. (Pogledajte Rolovu teoremu)
10.224. Funkcija f(z) = (x —1)(x + 2)e” na intervalu (—2,1) ima tacku u kojoj je -
njen prvi izvod jednak 0. (Pogledati Rolovu teoremu)
10.225. Za funkciju p(z) = 2% — 22* + 323 — 42 + 3 postoji ¢, ¢ € (0,1), tako da T
je p(c) = /5. ( Teorema o neprekidnoj funkciji na zatvorenom intervalu)
10.226. Funkcija g(x) = z° — 22 na intervalu (0,10) ima tacku u kojoj je prvi izvod T
jednak 90. (Lagranzova teorema)
10.227. Za funkciju f(z) = 2° — 22 + 32® — 42 + 3 postoji ¢, ¢ € (0,1), tako da T
je f(c) = e. (Teorema o neprekidnoj funkciji na zatvorenom intervalu)
10.228. Za funkciju f(z) = 2° + 2z postoji tacka a € (0,1) tako da je f(a) =+/5. | T
10.229. Za funkciju f(z) = 2° + 2z postoji tacka a € (0,1) tako da je f(a) =+/3. | T
10.230. Za funkciju f(x) = 23 + 2z — 2 postoji tacka a € (0,1) tako da je f(a) = T
—/3.
10.231. Funkcija g(z) = 2® — 322 na intervalu (0,10) ima tacku u kojoj je prvi -
izvod jednak 70. (Lagranzova teorema)
10.4.10 Asimptote
1
10.232. Funkcija h(x) = — ima vertikalnu asimptotu x = 0. T
x
1
10.233. Funkcija y(x) = — ima horizontalnu asimptotu y = 0. T
T
—1
10.234. Funkcija f(x) = ‘ ) ima horizontalnu asimptotu f = 0. 1
x
10.235. Funkcija f(z) = ] ima vertikalnu asimptotu x = —1 i horizontalnu T
x
f=0.
10.236. Ako vazi da je lirf g(x) = —o0, onda g(z) ima horizontalnu asimptotu. n
10.237. Ako vazi da je hH(l) g(x) = 00, onda g(z) ima vertikalnu asimptotu. T
10.238. Ako vazi da je liI_iI_l g(x) = 0, onda g(x) ima z-osu za horizontalnu asimp- -
totu.
10.239. Ako vazi daje lim y(x) = 3", onda y(x) ima pravu y = 3 za horizontalnu T
asimptotu.
10.240. Funkcija f(z) = cosz ima horizontalne asimptote y =1 i y = —1. 1
10.241. Ako je g(x) > 0, x € D i lim g(x) = 14, tada je lim Ing(x) = In 14. T
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10.242. Funkcija h ima vertikalnu asimptotu # = 5 akko vazi da je (ili lim h(z) =
T—5
+oo ili lim h(z) = —oc0) ili (ili lim h(z) = +oo ili lim h(z) = —o0). T
T—5 T—5~ T—5—
10.243. Postoji 8 razlicitih na¢ina da prava y = 3 bude horizontalna asimptota T
neke funkcije po definiciji.
10.244. Da bi funkcija f(z) imala kosu asimptotu dovoljno je da postoji graniéna
vrednost lim f(x). -
10.245. Ako vazi da je lim g(x) = 400, onda g(x) ima horizontalnu asimptotu N
rz—1
x = 1.
10.246. Ako vazi da je lim+ g(x) = 400, onda g(z) ima vertikalnu asimptotu z =1. | T
rz—1

1
10.247. Funkcija f(z) = ima vertikalnu asimptotu = —1 1 horizontalnu | |
T-08U. B
10.248. Ako je lim g(z) =17, tada je lim g(x)'" = 17" T
10.4.11 Neodredeni izrazi
10.249. U neodredene izraze se ubraja i izraz “—oo - (—00)”. 1
’10.250. Izraz ”17°°” je neodreden. ‘ 1
’10.251. U neodredene izraze se ubraja i izraz “oo - co”. ‘ 1
10.252. 70! je neodreden izraz. 4
10.253. 70°” je neodreden izraz. T
’10.254. 70°°” je neodreden izraz. ‘ T

7
10.255. Izraz 7 —” je neodreden. 1
00

10.256. Neodreden izraz nije izraz “—oco — o0”. T
10.257. 71°” je neodreden izraz. 1
10.258. U neodredene izraze se ubraja i izraz “—oo - (+00)”. 1
10.259. 7 —oo + 00 7 je neodreden izraz. T
10.260. Lopitalovim pravilom resavamo neku grani¢nu vrednost koli¢nika funkcija -
koji tezi neodredenom izrazu oblika “oco/oc0” ili “0/0”.
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Glava 10.

11 Funkcije poslovne matematike

Oznac¢imo sa z (najcesce nezavisnu) promenljivu koja predstavlja ukupnu koli¢inu
jedinica robe (skraceno j.r.). Sa p oznac¢imo cenu u novcanim jedinicama (skrac¢eno
n.j.) po jedinici robe.

Potraznja robe z, od strane kupaca, zavisi od cene, sledi da je funkcija z(p) funkcija
traznje (tj. potraznje). U zavisnosti od aktuelne cene p robe na trzistu zavisi i ukupna
koli¢ina proizvoda y koji se prodaju. Ovu funkciju y(p) zovemo funkcijom ponude.
Trziste je u ravnotezi kada je ponuda jednaka potraznji, odnosno kada su funkcije po-
traznje i ponude robe jednake, tj. z(p) = y(p). Cena za koju su ponuda i traznja iste je
dobro nivelisana.

Funkcija ukupnih prihoda P je direktno proporcionalna ukupnoj koli¢ini robe x i
ceni p po jedinici robe:

P =p- -z

Prihode mozemo izraziti i samo preko cene ukoliko ih prikazemo kao proizvod cene i
koli¢ine robe z:

P(p) = p-xz(p),
ili samo preko ukupne koli¢ine robe ako cenu izrazimo preko potraznje
P(z) = p(z) =

Funkcija ukupnih troskova se oznacava sa C(z), dok funkciju ukupne dobiti
oznacavamo sa D(x). Dobit je jednaka razlici izmedu ukupnih prihoda i ukupnih troskova
te je funkcija ukupne dobiti:

D(z) = P(z) — C(z), = > 0.

_ Funkcije proseénih troskova, prihoda i dobiti, redom oznacavamo sa C(x), P(r) i
D(x), su definisane kao koli¢nici funkcija ukupnih troskova, prihodai dobiti sa ukupnom
koli¢cinom robe x:
_ — P D
Oy = S Py = 2 @

T i

D(z) =

, x> 0.

Stoga je C'(z) trsak po jedinici robe, P(x) prihod po jedinici robe a D(z) dobit po jedinici
robe.

Primeri.

1. Funkcija ukupnih prihoda je P(z) = —522 + 100z. Nadi funkcije traznje i P(p).
Kako je p(z) = PSE) = —bz + 100, sledi da je x(p) kao inverzna funkcija z(p) =

—0.2p + 20. Tako je P(p) = p- x(p) = —0.2p* + 20p.

400

50 i prosecnih trogkova C(z) = 2x — 5 + 100/z, nadi

2. Ako je funkcija traznje x =
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prosecnu dobit.

Funkcija ukupnih trogkova je C(z) = x - C(z) = 22* — 52 + 100. Iz p = 400z~! — 50
imamo P(z) = x - p(x) = 400 — 50x. Funkcija ukupne dobiti je

D(z) = P(z) — C(z) = 400 — 50z — 22 + 5z — 100 = 300 — 45z — 222,

Jasno je da je vrlo bitno da se zna do koje granice smemo da smanjujemo ili pove¢avamo
proizvodnju, a da preduzece jos uvek ostvaruje dobit. Sve one vrednosti koli¢ine proizve-
dene robe x za koju preduzece ima pozitivnu dobit ¢ine interval rentabilnosti.

Kada su poznate poslovne funkcije koje prate odredenu proizvodnju ili trgovinu, vazno
je da znamo da izracunamo parametre proizvodnje koji ¢e nam omogudititi efikasniju
proizvodnju, odnosno trgovinu.

Neki od tih parametara su: minimalni proseéni troskovi C,,;,, maksimalni pri-
hod P,,,; u zavisnosti od cene p,y ili u zavisnosti od kolic¢ine robe z,,, maksimalna
dobit D,,.,, interval rentabilnosti robe (z1,z5). Ekstremne vrednosti (minimume ili
maksimume) poslovnih funkecija mozemo da izra¢unamo na nacin opisan u poglavlju 10.3.
Nadimo nule prvog izvoda i proverimo promene znaka prvog izvoda.

[lustrujmo rac¢unanje ovih vaznih parametara proizvodnje na primerima:

Primeri:

1. Neka je funkcija traznje x = /19200 — 4p. Naéi cenu i koli¢inu robe tako da ukupan

prihod bude maksimalan i na¢i taj prihod.

ReSenje. Ako kvadriramo obe strane funkcije traznje a zatim izrazimo p, dobija se p =

4800 — 1/4 - z%. Funkcija ukupnog prihoda je

P=p-z=4800x — 1/4 - 23

P'(z) = 4800—3/4-2% 1z P’ = 0 sledi 4800—3/4-2% = 0, $to je ekvivalentno sa z? = 6400.
Resenja ove kvadratne jednacine su x; = —80 i x5 = 80. Negativna koli¢ina proizve-

dene robe nema smisla pa dalje posmatramo samo resenje x = 80. Proverimo po teoremi

17 da li se za koli¢inu robe od x = 80 jedinica robe dobija maksimalan prihod.

P"(x) = —=3/2-z, paje P"(80) = —120 < 0, §to znaci da se maksimalan prihod P, ost-

varuje za o, = 80 jediniuca robe, i on iznosi Ppa, = P(80) = 4800-80—1/4-80% = 256000.
TraZena cena za maksimalan prihod je p = 4800 — 1/4 - 80% = 3200 novéanih jedinica

po jedinici proizvoda.

2. Neka su ukupni troskovi dati funkcijom C(z) = 1/100 - 22 + 20z + 900. Odrediti
minimalne prosecne troskove kao i proizvodnju z tako da se oni postizu.
Resenje. Funkcija prosecnih troskova je
C(x) = C(x)/x =1/100 - z + 20 + 900 - x7L.
C'(z) = 1/100 — 900 - z2. Sledi
6’(3:) = 0 je ekvivalentno sa jednacinom z? = 90000, ¢ija su resenja z; = 300 i x5 = —300
(neinteresantno resenje).

Kako je 5”(3:) = 1800 - 273, sledi da je 5”(300) > 0, $to po teoremi 17 znaci da se
7a Top = 300 postizu minimalni proseéni troskovi koji su jednaki C,.;, = C(300) = 26
novcanih jedinica.
3. Data je funkcija ukupnih troskova za neki proizvod C = 222 + 2000000, i funkcija
traznje tog proizvoda z = 10000 — p/2, gde je z koli¢ina robe, a p cena u dinarima.

Odrediti:
a) cenu p pri kojoj ¢e se ostvariti maksimalna dobit i odrediti je;
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b) ukupan prihod u uslovima maksimalne dobiti;
¢) interval rentabilnosti (proizvodnju za koju je dobit pozitivna).
Re¥enje. Date su nam funkcija trogkova i traznje: C = 222 + 2000000, x = 10000 — p/2.
Kako je D(x) = P(z) — C(x), 1 P(x) = x - p(x) treba nam jos funkcija cene u zavisnosti
o traznje p(x) = 20000 — 2z.
P(z) =z - p(x) = x - (20000 — 2x) = 20000z — 22°.
a) Odredimo prvo maksimalnu dobit D,,.., u zavisnosti od koli¢ine proizvodnje.
D(z) = P — C = 20000z — 222 — 22% — 2000000 = —4x? + 20000z — 2000000.
D'(x) = —8x + 20000 sledi D'(z) = 0 za x = 2500. Kako je D"(z) = —8 sledi da je
D"(2500) = —8 < 0, pa po Teoremi 17 u tacki x = 250 dobit ima maksimalnu vrednost,
tJ,
Diaz = D(xop) = D(2500) = —4 - 2500? 4 20000 - 2500 — 2000000 = 23000000.

Cena koju imamo za proizvodnju od z = 2500 je p(2500) = 20000 — 2 - 2500 = 15000.
Znaci, maksimalna dobit D,,.,= 23 000 000 se postize pri ceni od pe, = 15000.
b) Ukupan prihod u uslovima maksimalne dobiti
D o= 23 000 000 =D(2500), se postize za optimalnu proizvodnju od z,,; = 2500 i jednak
je
P(2500) = 20000 - 2500 — 2 - 2500 = 37500000.
c¢) Nadimo grani¢ne koli¢ine proizvodnje x; i 25 za koju je dobit nula, D = 0, tj. za koju
su prihodi jednaki troskovima P = ("
D(z) = —4x* 4+ 20000z — 2000000 = 0. Kada podelimo sa -4 dobijamo kvadratanu
jednacinu:

z? — 50002 + 500000 = 0 ,
5000 = /25000000 — 2000000 500 £ /23000000 5000 = 4800

Cija su reSenja 12 = )

2 2
x1 = 100 i x5 = 4900, pa je interval rentabilne proizvodnje x € (100,4900).

Jedan od vaznih pojmova koji doprinose objektivnom uporedivanju i analizi razlicitih
poslovnih preduzeca je elasticnost odgovarajuéih poslovnih funkcija.

11.1 Elasti¢nost funkcije

Prirastaj argumenta i funkcije su definisani u poglavlju 10.2. Relativni prirastaji

Ax
i —, pri cemu su Af i Ax
o f@)
prirastaj funkcije i prirastaj argumenta.

Na primer, neka je funkcija f(z) = 52?2 — 10 i neka je z = 2 i Az = 1, tada je
prirastaj funkcije Af = f(3) — f(2)=35-10=25, relativni prirastaj funkcije u tacki z = 2
25
1(2)
Kada posmatramo relativni prirastaj funkcije i relativni prirastaj argumenta onda
se gube jedinice mere u kojima su izrazene nezavisna i zavisna promenljiva. Na taj
nacin, posmatrajuci samo relativne odnose mozemo da uporedujemo funkcije izrazene u
razli¢itim jedinicama mere. Na primer, jedna funkcija ukupnih troskova C(z) za jedinicu
mere nezavisne promenljive x moze da ima 100 t, dok jedinica mere zavisne promenljive
moze biti u 1000 dinara, dok druga funkcija troskova Cy(z) za odgovarajuce jedinice mere

funkcije f i argumenta u tacki x su redom koli¢nici

x
= 2,5, dok je relativni prirastaj argumenta — = 0, 5.
x
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nezavisne i zavisne promenljive moze imati metre i dolare. Jasno je da bi ovakve dve
proizvodnje bilo tesko uporedjivati bez prelaska na relativne odnose promenljivih.

Granicna vrednost kolicnika relativnog prirastaja funkcije f i relativnog prirastaja neza-
visne promenljive x, kad prirasta) nezavisne promenljive tezi 0, naziva se elasticnost
funkcije y = f(x) i oznacava sa E, ,.

Povezacemo elasticnost funkcije sa prvim izvodom funkcije, ukoliko on postoji. Po
definiciji elasti¢nosti imamo:

— lim — = — lim =—
Y Az—0 Ax Yy Az—0 Az Yy y
Zmaci, elasticnost funkcije y ¢emo nadalje racunati kao funkciju
E, .= ﬁy’ )

Odgovarajuce formule za elasticnost funkcija: ukupnih prihoda u zavisnosti od cene,
ukupnih prihoda u zavisnosti od koli¢ine robe, ukupnih troskova, ukupne dobiti, prosec¢nih
prihoda, troskova i dobiti, kao i elasticnost traznje i cene slede:

Ery = 57 P' ) Bra = 557 P/ (0)
Ec, = Cﬂ(tl') (x), Ep. = Dfx) (),
Bre= 57 @ Foa=z500@),  Bp.=g55D@),
o= 57 ) By = —o57/@)

Kada tumacimo elasti¢nost funkcije y(x), = € D, u tacki x, ona predstavlja priblizno
procenat relativnog prirastaja funkcije pri jednoprocentnom relativnom prirastaju neza-
visne promenljive. Odnosno, ako se za 1% poveca x onda se ili za E, ,% poveca y (kada
je By, >0) ili za E,,% smanji y (kada je E,, < 0).

Posto se radi o relativnom odnosu zavisne i nezavisne promenljive, elasti¢nost je
pogodna za komparativnu analizu. Sledi primer.

Primer. Date su dve funkcije ukupnih prihoda:
Pi(p) = =5p* +100p, P»(p) = —10p* + 1000p.

Gde nezavisna promenljiva p u P, predstavlja cenu po kg pSenice, dok promenljiva p
u P, predstavlja cenu po kubnom metru grade. Za cenu od p=15 novcanih jedinica po
jedinici robe uporediti odgovarajuce vrednosti elasticnosti Ep, , i Ep, p.
Resenje. Odredimo prvo funkcije elasticnosti:

P , P —2p+ 20
p / p —2p +
FE = ——P = - (=20 1000) = ——.
P = By 2PV = gz 1000, (2P 1000 = — g
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Tako su za p = 15 n.j. po jr, Ep 15 = =21 Ep,15 = 0,82353, sto znaci: ako cenu
poveéamo za 1% pri trenutnoj ceni od 15 n.j., ukupni prihodi P;, za prvo preduzece ¢e
opasti za 2%, dok ¢e ukupni prihodi P, za drugo preduzeée da se poveéaju za priblizno
0,8%.

U sledecoj teoremi su date veze izmedu elasti¢nosti poslovnih funkcija.

Elasticnosti poslovnih funkcija su u slede¢im meduzavisnostima:

a) Ep7p =1 —+ E{E,p; b) EC@ =1 —+ E57$,'
c) C'(z) =C(z)(1 + Eg,); d) P'(p)==z(1-Eyp) ;
e) Ecx = g(&?)’
T Ce)
Dokaz.
L P o p , _ 2'(p)-p+a(p)
a) Plp)==x , sledidaje Ep, = =P = T = =
) P(p) ==x(p)-p je Epp = 5 ) p( (p) - p)p ()
Do v1=6E,,+1;
x
X — x , 2 O -x-C x _,
b) 1+E€’$_1+EC 1+C—/x<0/$) 1—|—E' 2 —1—|——C—1—E0,x,
P A ¢z, 1

c) C@)(1+ Eg,) = C2)Eca = — - 50 (2) = C'(2);
d) a(l-Epp) =a(l—22'(p)) =z —p-2'(p) = (2(p) - p)' = P'(p);

e) — = = 20'(z) = Ec, O

[lustrujmo na jos dva primera ekonomska tumacenja elasticnosti poslovnih funkcija:

Primeri: 400
1. Data je funkcija traznje z(p) = P Odrediti:

a) funkciju elasti¢nosti traznje;
b) koeficijent elasti¢nosti za cenu p od 200 n.j.;
¢) dati ekonomsko tumacenje dobijenog rezultata.
Resenje:
a) Po definiciji elasti¢nosti, elasti¢nost funkcije traznje je :
/
()"
Prvi izvod 2’ trazimo po nezavisnoj promenljivoj p:

2/ (p) = (400(p + 50)~)" = —400(p + 50)~2. Sledi

E,,=—"—(—400 50)72) ==

200
b) Evow = =35550 = ~0&

¢) Rezultati pod b) ukazuju da pri ceni od 200 n.j., porast cene od 1% dovodi do smanjenja,

x7p

Cp+50°
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traznje od priblizno 0, 8%.

2. Data je funkcija prihoda P(x) = —5x2 4+ 100z. Odrediti funkciju elasti¢nosti ukupnih
prihoda u zavisnosti od koli¢ine proizvodnje z, kao i tumacenje za Eps i za Eps.
Resenje: Po formuli je

T T —2x + 20
Ep, = Plr)= — 2 (102 +100) = =272V Qledi
re = piyt W = oo, (7100 H100) = oo Sledi
—104+20 2 —944+920 1
Fps— —— 122 2 _ 066 dok je Eprp— —— 20 — = _ _05.
P5= Ty o0 3 o GORIC ERR T TR T o0 T T ’

To znaci pri koli¢ini proizvedene robe od 5 j.r. pri povecanju proizvodnje od 1%
priblizno se povecava ukupni prihod za 0,66%, dok se pri proizvodnji od 12 j.r. pri
povecanju proizvodnje robe za 1% smanjuje prihod za 0,5%. Zakljucak bi bio da je
maksimalan prihod sa proizvodnjom negde izmedu 5 i 12 jedinica robe.

Slede¢a teorema povezuje optimalnu proizvodnju sa elasticnoséu prosecnih troskova.
Optimalna proizvodnja xoy je ona za koju su proseéni troskovi minimalns.

Formulom, ukoliko sa ., ozna¢imo optimalnu koli¢inu proizvodnje, to moze da se
izrazi:
Topt je optimalna proizvodnja < min C(x) = C(zo).
xr

Optimalna proizvodnja je ona za koju je elasticnost ukupnih troskova jednaka 1.

Preciznije, prethodna teorema tvrdi da za optimalnu proizvodnju x, vazi:
Topt je optimalna proizvodnja <  FEcgg,, = 1.

U slede¢im primerima ilustrujemo kako elasticnost i prethodne dve teoreme koristimo
u zadacima:

Primeri:

1. Neka je funkcija ukupnih troskova oblika C' = 100e%2*~*. Odredite koli¢inu proizvoda
x tako da koeficijent elasti¢nosti ukupnih troskova bude jednak 1. Zatim pokazite da za
tu izracunatu vrednost  imamo optimalnu proizvodnju.

Regenje: Prvi izvod troskova je ' = 20e%?*~%, pa je elasti¢nost
T
Epy= — 90024 = L
G T 1000201 5

Ec, =1 znaci da je v = 1, odnosno da je z = 5.

Da bi za 5 jedinica proizvoda proizvodnja bila optimalna potrebno je proveriti da su
prosecni troskovi minimalni. To ¢e biti tacno ako je:
—/ —!!
C'(5)=0,1 C (5)> 0 po teoremi 19.
— 1000224
Cr) = ——

T
0,22—4 _
UI(SC) _ 20e (.’E 5)7

12
— 2060’230_4(1‘ — 5)
0wy = (RO
(20 - 0,2e%2* 4 (z — 5) 4 20e*2* )2 — 2z - 20e%* 4 (x — 5)
!
xe®?* 4 (4x? — 20z + 20z — 40z + 200) %2 4(42? — 402 + 200)

, sledi da izvodi prosecnih troskova

4 3
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Zaista,
— — 6174(4 252 -40-5 + 200) 4
2. Neka je funkcija ukupnih troskova C' = 422 — 60x + 10000. Odrediti optimalnu
proizvodnju i pokazati da je za tu proizvodnju koeficijent elasticnosti ukupnih troskova
jednak 1. B
Resenje: Po teoremi 20, treba da odredimo minimalne pros_e(;:ne troskove //C , & po teoremi
19 nam za to treba ona koli¢ina proizvodnje xy za koju je C'(xo) =01 C" (zg) > 0:
— C
C(z) = — = 42 — 60 + 100002,

x

!/

C'(z) =4—10000272 =0 < 2%2=2500 < x12 = £50.
Kako nas jedino pozitivna resenja jednacine 6/(35) = 0 interesuju, ostaje jos da prove-
rimo da li je C’ (50) > 0:

C//( ) = 2000023, sto implicira c’ '(50) > 0.
Sada je potrebno nad¢i koeficijent elasti¢nosti ukupnih troskova za x = 50 j.r.:

x T 212 — 15x
Ec,==C'(x) = 8z — 60) =
cr = 59" = 1 60r 210000 ~ 90 = 15 12500
2.502 — 15 - 50

502 — 15 -50 4+ 2500

Ecso =

11.1.1 Zadaci

11.1. Nadi prve izvode sledec¢ih funkcija koristeci tablice i osnovna pravila za prvi izvod
(a je konstanta, dok su x,t,y, s, u nezavisne promenljive):

a) f(z)=a® —4a® + 22 —3; b) g(t) = V12—Vt + 5V ;

c) fly) =2Y —4de¥ + 2aY, ; d) h(z) = (sinx +5x) - lnz+3 -3 - tgx ;
s5 — 453 4+ 25 — 3 Inu-u® — 2V
€) f(s) = Cos s P ) slw) = sinu+cosu
Resenje

a) f’(x):5 12x +2;
) g(t) =~ + o + 3V
)

c) ['(y) =2v- ln2—4ey+21na a’, a € R ;
5 3.3
d) h'(z) = (cosz +5) - ln:c—l—w—l—BlnB 3 tgr+ ———;
cos? x

) f(s) = (5s* — 12¢? +2)coss—|—(s —4s% + 25 — 3)sinx
e s .

cos? s ’
) s'(u) (u*(1 +51nu) — 3u??)(sinu + cosu) — (cosu — sinu)(u® Inu — 2u®/?)

s'(u) =

(sinu + cosu)?

11.2. Naci prve izvode slozenih funkcija:

= sin (( ) -sinz) ; b) g(t) = Va2 + a3 +5Vad e
c) f(x) Qr—det d) h(z) = In(sin® z + 5z) + tg*(2z — 5) .
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Resenje.
a) f'(z) = cos((5b —42?) - sinx) - (—122%sinz + (5 — 4a3) - cos ) ;
b) (1) = —2/33/ T ) 0r T 3a0) — 52l m et
g ——
¢) f'(x) =1In2- 2574 . (1 — 4e%), ;
2 —
d) 1 (x) 5sint - cos:v—|—5+4tg( r —b5) '

sin® r + 5z cos? x

11.3. ¥ Odrediti sledeée graniéne vrednosti koristeé¢i Lopitalovo pravilo:

cosx +3r—1 et e =2
a) lim —  ; b) lim ———— ;
z—0 22 25 ) z—0 1 — cos2x
e+ 2x — e’
lim ————:  d) 1 :
o fm —n Ty @) i
In(1 —
e) lim nl(nx) ; f) lin%(l—i—Zx)x :
T—00 ng T—
2 2
g) lim(2z + 1)°'&* ; h) lim v 7 ;
z—0 z—oo L — 1 1L'+1
) i 1 1 )1 1
7) lim — — : im S—
a—0r sing J z—0e*—1 =z

Resenje.

W) 2 0) 308 d) L e) 0 )2 g) ek B 2% )0 ) —

11.4. Ako su ukupni dnevni prihodi i ukupni dnevni troskovi redom jednaki P =
122 — 322, C = 223, odrediti najveéu dnevnu dobit.

Regenje. Funkcija dobiti je D(z) = 122 —3z*—2x>, a njen maksimum je za proizvodnju
od z =1 jedinica robe i iznosi D(1) = 7 novcanih jedinica.

11.5. Neka su redom date funkcije ukupnog prihoda i ukupnih proizvodnih troskova:
P = —2%+ 3000z i C = 22% — 9000z + 2000000. Odrediti cenu p za koju ¢e dobit biti
najveca.

Resenje. p = 1000 za x = 2000 j.r.

11.6. Data je funkcija ukupnih troskova C' = 2® — 22?2 + 3z. Pokazati da su minimalni
prosecni troskovi jednaki grani¢nim troskovima.

Regenje. Minimum prosecnih troskova C se postize za x = 1 i iznosi C(1) = 2. a
granicni trogkovi C' = 32? — 4x + 3 za ¢ = 1 su takode 2.

100000
, 1 funkcija

11.7. Data je funkcija proseénih troskova za neki proizvod C = 20+

traznje tog proizvoda x = 80000 — 1000p, gde je = koli¢ina robe u komadima, a p cena u
dinarima. Odrediti:
a) cenu p pri kojoj ¢e se ostvariti maksimalna dobit i odrediti je;
b) ukupan prihod u uslovima maksimalne dobiti;
¢) interval rentabilnosti (proizvodnju za koju je dobit pozitivna).
Resenje.
a) p = 50 dinara, maksimalna dobit je D(30000)=800000;
b) P(30000)= 1500000; c¢) x € (1716,58284).

430vi zadaci su detaljno uradeni u zbirci resenih zadataka [23].
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11.2 Parcijalni izvodi

Do sada smo uglavnom razmatrali realne funkcije jedne realne promenljive. Medutim,
vrlo cesto neke veli¢ine zavise od vise nezavisnih promenljivih. Na primer: energetska
vrednost vestackog dubriva zavisi od azota, fosfora i kalijuma; dobit u nekoj proizvod-
noj firmi zavisi od troskova i prihoda; plate radnika bi trebalo da zavise od strucne
spreme, duzine radnog staza i radnog ucinka. Kako nam je cilj da obradimo minimum
matematickog aparata koji nam je potreban da mozemo da nademo ekstremne vrednosti
(minimum i maksimum) funkcije vise promenljivih obradi¢emo samo pocetne elemente
diferencijalnog racuna funkcija vise promenljivih.

Parcijalne izvode definisemo kod funkcija sa bar dve realne promenljive. Na primer,
funkcije f(x,y) : R* — R i g(u,v,w) : R® — R, definisane sa f(z,y) = 1 — 2% i
g(u,v,w) = sinw + 5u — v3, su realne funkcije sa dve odnosno tri realne promenljive.
Grafike funkcija dve realne promenljive jos uvek mozemo da nacrtamo. U prostoru to su
odgovarajuce povrsi. Tako je na primer, grafik f(z,y) = /1 — 22 — y2, gornja (iznad xy
ravni) kalota jedini¢ne lopte (videti sliku 13). Ako funkcija ima vise od dve promenljive,
njen grafik ne mozemo nacrtati.

Prvi parcijalni izvod po promenljivoj x funkcije f(x,y) u tacki (zo,yo) oznacavamo

0
sa —f(azo, Yo) 1 definisemo kao sledeéi limes (ako postoji):

ox

of o fwo+ Az,yo) — flo, yo)
g (0 %0) = Jim, Ar -

Prvi parcijalni izvod po promenljivoj y funkcije f(z,y) u tacki (xq, yo) oznacavamo
sa —— i definisemo kao
o (20, yo) 1 definisem
of . f(wo, o + Ay) — f(20, Y0)

a_y(x()?yO) = Alzl!lllo Ay

Kada trazimo prvi parcijalni izvod po promenljivoj x funkcije f(x,y), tada promenljivu
y tretiramo kao konstantu i trazimo prvi izvod po z. Sli¢no, ako trazimo prvi parcijalni
izvod po y, nezavisnu promenljivu x tretiramo kao konstantu.

Sem oznake a—(xo,yg), za prvi parcijalni izvod po promenljivoj z u tacki (o, yo)
T

koristimo ravnopravno i oznaku f,(zo,%o), odnosno f,(xo,%o), za prvi parcijalni izvod
po promenljivoj y.

Sva pravila (izvod zbira, razlike, proizvoda funkcija, koli¢nika i slozene funkcije) koja
vaze za prvi izvod funkcije jedne promenljive vaze u odgovarajucem obliku i za prve
parcijalne izvode funkcija vise realnih promenljivih.

Primeri. Odredite sve prve parcijalne izvode funkcija f(z,y) : R* — R i g(u,v,w) : R® —
R, definisanih sa f(z,y) =1 — 2*y* i g(u,v,w) = u - sinw + 5u — v3.

tania 9f _— 2 Of _ 2 99 __ 99 _ 2 99 _
ReSenja. 32 = —2xy~, —y——2:z: Y, 5, =sinw+5, Z=-30°, L =ucosw.

0 ou 1%} 1%}

Geometrijska interpretacija prvog parcijalnog izvoda funkcije z = f(z,y)

Podsetimo se da je prvi izvod funkcije f(x) u tacki xy ako postoji, bio jednak tangensu
ugla [ koji tangenta na grafik funkcije f, kroz tacku (zo, f(x¢)), zaklapa sa pozitivnim
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krakom z-ose. Odnosno, f'(z¢) = tg [ (sl. 21). Sasvim sli¢nu situaciju imamo i sa prvim
parcijalnim izvodima funkcije dve promenljive.

Posmatrajmo funkciju f(z,y) i njen prvi parcijalni izvod po promenljivoj z u tacki
(z0,90) (sl. 21). Prvi parcijalni izvod po z u tacki (zo, o), %(azo,yo), kada suzimo
posmatranje na ravan y = 1o, ima isto geometrijsko tumacenje kao i prvi izvod funkcije
jedne realne promenljive u tacki xg.

Sa A i B smo redom oznagcili tacke na povrsi f(z,y) sa koordinatama (xo, yo, f (20, o))
i (zo + Az, o, f(zo + Az, 1)). Ove dve tacke su na grafiku krive g(x) koju dobijamo u
preseku ravni y = yq i povrsi f(x,y).

Za /f

ry Y=o

Slika 21. Geometrijsko tumacenje prvog parcijalnog izvoda %(1’0, Yo) =tga

Ako sva posmatranja suzimo na ravan y = 1, uoci¢emo da je koli¢nik prirastaja
funkcije z = f(z,y) 1 prirastaja argumenta x
f(zo + Az, y0) — f(z0,Y0)

A
-2 jednak tangesu ugla koji sec¢ica AB krive g zaklapa sa
Ax Ax

pozitivnim krakom z ose**. U grani¢énom slucaju kada prirastaj promenljive z tezi 0,
(Az — 0), secica AB tezi tangenti ¢ u tacki A na povrs. Tako je prvi parcijalni izvod
po x, fo(Zo,yo) jednak tangensu ugla a koji tangenta t (u ravni y = yo) na povrs u tacki
A zaklapa sa pozitivnim krakom z ose.

Geometrijska intearjpretacija prvog parcijalnog izvoda po promenljivoj y bi na analogan

nacin znacila da je 6—y(x0, yo) = tg~y, gde je v ugao koji nova tangenta na povrs u tacki

A, ovog puta u ravni x = x( zaklapa sa pozitivnim krakom y ose.

11.2.1 Ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive

Primetimo (zamislite loptu i ravan koja je dodiruje), da u opstem slu¢aju povrs u
tacki povrsi tangira ¢itava ravan a ne samo jedna prava (sl. 21). Tu ravan nazivamo
tangencijalna ravan (sl. 22).

442_0sa i secica AB u opstem sluc¢aju nisu u istoj ravni. Medutim, ugao koji AB zaklapa sa pravom

y = yo (iz xy-ravni) je jednak uglu koji AB zaklapa sa pozitivnim krakom x-ose, jer je prava y = yo istog
pravca kao i x osa.
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Slika 22. Tangencijalna ravan 7 u tacki maksimuma gornje kalote

Geometrijski je o¢igledno, da je potreban uslov da neka tacka na povrsi bude ekstremna
(lokalni minimum ili maksimum) da je tangencijalna ravan u toj tacki na povrs paralelna
sa xy-ravni (sl. 22). Ovaj uslov je ispunjen ako su dve tangente iz tangencijalne ravni
paralelne sa zy-ravni.

Ukoliko je tangenta t (sl 21), paralelna sa xy ravni ugao « ¢e biti jednak 0 pa ¢ée i
tga = 0, odnosno prvi parcijalni izvod po x u (zg,yo) ¢e takode biti 0. Sli¢no, kada
je tangenta koja odgovara g—i(xo,yo) = tg paralelna sa y osom, onda je ugao v = 0,
odnosno g—i(xo,yo) = 0.

Znagi, potreban uslov da tangencijalna ravan u tacki A(xg, yo, f (o, ¥o)) bude paralelna
sa xy ravni je da su

0 o0
%(%JJO)ZO, 1 a_g(x[):yO):O'

To je potreban uslov da u tacki (xg,yo) funkcija f(x,y) ima ekstrem i takvu tacku nazi-
vamo stacionarnom.

Da bismo dali i dovoljan uslov za postojanje ekstremne vrednosti na povrsi moramo
definistai parcijalne izvode viseg reda.

Parcijalni izvodi viSeg reda

Parcijalni izvodi prvih parcijalnih izvoda gf 8 nazivaju se parcijalni izvodi drugog
x
reda funkcije f i oznacavaju se na neki od Slede(nh nacina:
00f a2f_f 0 of a2f_f
Ox Ox  Ox? Ty dy v
oof o, oof_ o
ox Oy  Oxdy "V oydx  Oydxr V"

Slicno se definisu i oznacavaju parcijalni izvodi treceg, ¢etvrtog, ... reda.

Ako su mesoviti parcijalni izvodi drugog reda neprekidne funkcije onda su oni jednaki
fzy = fye. UopSteno vazi: ako su parcijalni izvodi koje treba izracunati neprekidne funkcije
tada rezultat visestrukog diferenciranja ne zavisi od redosleda diferenciranja. Tako na
primer, za funkciju f(z,y) = 52y — 2%y® vazi da su jednaki parcijalni izvodi treéeg reda

fxxy = fxy:z; = fyx:r:' ZaiSta

9.0 0 (522 4 23y3) = L 2 (10xy + 32%y%) = 2(10y + 6xy?) = 10 4 18xy>

dy 0z Bz Oy Oz Oy

%Q{%@x Y+ 23y3) = %%(mxy—k?)x 3) = 5%(10m—|—6x2y2) =10 + 18zy?
%8%%(5ny + 2%y%) = 2.2 (527 + 32%y?) = 2 (10z + 922y?) = 10 + 18zy>

Vec¢ smo utvrdili da je sli¢no, kao i kod funkcije jedne promenljive, potreban uslov da
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je tacka kandidat za ekstremnu vrednost, da su prvi parcijalni izvodi u toj tacki jednaki
nuli, odnosno da je tacka stacionarna. Sledec¢a teorema daje dovoljan uslov.

Potreban uslov za ekstrem f(z,y), ako postoje prvi parcijalni izvodi, u (zo,v0) je da
(x0,%0) bude stacionarna tacka funkcije, odnosno da je

0 0
a_i(l'o’yo)zo t a—i(xoyyo)zo-

Ako je dodatno ispunjeno da su drugi parcijalni izvodi neprekidne funkcije i da vazi

B 0% f 0% f 0*f 0% f
D = @(%;yo) : a_y2<$07y0> — 895—81;(%"%) : m(%?yo) >0,

tada je to zajedno sa uslovom 1. ili uslovom 2. dovoljno da funkcija f ima ekstremnu
vrednost u (xg,yo) @ to:

1. lokalni minimum ako je —=
x
. : - Of
2. lokalni maksimum ako je W(l'o’?/o) < 0.
x
Ako je D = 0 ne moze se nista torditi, a za D < 0 u (xo,yo) funkcija f nema ekstremnu
vrednost.

Primer: Neka je funkcija f(z,y) = /1 — 2% —y%. Nadimo njene stacionarne tacke i
proverimo da li u njima f(z,y) ima ekstrem.
Resenje.

x
T— a2 — 42

_ Yy
o =1/21 gy () =
V1= a2 — 2

fr=0za =0 1f,=0za y =0, pa je jedina stacionarna tacka (0,0). Nadimo i
druge parcijalne izvode.

—1-\/1—=22—y?2—(—x)-

fo=1/201 2% — )12 (—20) = -

-
fo = 1—3(;2—3/2_
e (V1 — 22 —42)?

(1—a2—y2)/1— 22—y N VI =22 —2)3
zbog simetri¢nosti nezavisnih promenljivih jasno je da

2—1
Joy = (1 — 22— 42)3
o _2 _ﬁ_ _ 2_ 2—1/2 o
fccy—fym—ayfx—ay( x(l x ?/) )—
1/2 2 (1— 22 — )32 (—2y) = it .
/2. (1 =2 —y?) 2 (=2y) T )

Sledi, da su drugi parcijalni izvodi u stacionarnoj tacki (0,0):
foc:c(ovo) = fyy(070) =-11 fxy(oao) = fy:(:(oao) = 0.

Tako je uslov da je broj D = —1-(—1) =00 =1 veéi od 0 iz teoreme 21 zadovoljen
pa je (0,0) tacka u kojoj funkcija dostize ekstrem, a kako je uslov 2. teoreme takode
zadovoljen (f,,(0,0) = —1 < 0), taj ekstrem je maksimum (sl. 13) funkcije.
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11.2.2 Parcijalna elasticnost poslovnih funkcija

Parcijalna elasti¢nost je mera promene (u procentima) zavisne promenljive y = f(x1, xo...2,,)
kada se jedna od nezavisnih promenljivih promeni za 1%. Ako je y zavisna promenljiva,
onda parcijalna elasticnost promenljive y po nezavisnoj promenljivoj x; jednaka je po
analogiji sa definicijom elasti¢nosti funkcije jedne nezavisne promenljive:

Ay
.y . Ay
lim < = lim =

Azi—0 A% Azi—0 Ax; -y

T

E

Y, Tq —

T Ay oz flry,x+ Axy,xy) — fo, oz, xn) x
— lim = — lim = — - fau.
Y Azi—0 Ax; Y Az;—0 Az, Y
Znaci, parcijalnu elasti¢nost funkcije y = f(x1,25...2,) po promenljivoj x; ¢emo

nadalje racunati kao funkciju

Ef)‘ri = %le

Kada posmatramo poslovnu funkciju vise promenljivih, jedna od promenljivih je u nekom
smislu dominatna. Tako, ako, na primer, gledamo traznju nekog artikla, onda ¢emo
dominatnom promenljivom smatrati cenu tog istog artikla, dok cenu konkurentnog ili na-
cionalni dohodak neé¢emo smatrati dominantnim. Ako gledamo ukupne troskove, onda
¢e dominantna promenljiva biti proizvedena koli¢ina, dok, na primer, cenu sirovine, cenu
skladistenja, cenu zakupa lokala i sl. ne¢emo smatrati dominantnom. U sustini, dominant-
nom promenljivom ¢emo smatrati onu po kojoj smo odgovarajucu funkciju proucavali kao
funkciju jedne promenljive. Parcijalnu elasti¢nost po toj promenljivoj ¢emo jednostavno
nazivati elasti¢nost kao i ranije.

Sto se tice funkcije traznje, za koju najcesée ispitujemo elasticnost, razlikova¢emo jos
dva tipa elasti¢nosti:

e Uzajamna elasti¢nost traznje dva artikla (cross elasticity) je mera (u procentima)
promene traznje nekog arikla A; sa cenom p;, ako se cena p, artikla As promeni za
1%, dok se ostale promenljive ne menjaju.

e Elasti¢nost traznje od nacionalnog dohotka je promena traznje nekog artikla ako se
nacionalni dohodak poveéa za 1%, a ostale promenljive ne menjaju.

Dakle, da rezimiramo, ako je funkcija traznje artikla Ay f = f(p1, pe, d), gde je p; cena
artikla Aq, ps cena artikla As, a d nacionalni dohodak, onda je

Py
f fp17

e Uzajamna elasticnost Fy,, =

e Elasticnost Ey,, =

P2

7 Jp2i

d
e Elasticnost traznje od nacionalnog dohotka Fyq = ? - fa.

Primer. Neka je data funkcija traznje ¢okolade wc, tako da zavisi od cene ¢okolade p.,
cene sladoleda py kao konkurentnog proizvoda i od nacionalnog dohodka d po sledec¢oj
funkcionalnoj vezi

xc(pe, ps, d) = d — 20000 — 5p.. + 2ps.
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Nacéi funkcije elasticnosti, uzajamne elasti¢nosti i elasti¢nosti traznje od nacionalnog do-
hotka pri ceni ¢okolade od 65 dinara, ceni sladoleda od 50 dinara i nacionalnom dohotku
od 30 000 dinara.

Resenje.

e Elasticnost traznje cokolade .. p,,d)p.:

C

ExC(Paps’d)vpC - m

- - (d = 20000 — 5pe + 2ps),.
d 20000 - 5p. + 2p, ( Pe+ 2Ds)y.

— (=5
d — 20000 — e £-20s (=5)

" LCp,

30000 — 20000 — 5 - 65 + 2 - 50
—325 —325

10000 — 325 + 100 9775
Eae65,50,30000)p. = —0,0333

e Uzajamna elasticnost traznje Cokolade prema sladoledu Eyc, p,,d)p, J€:
Ds

ExC(Pupmd)va - m

_ - (d — 20000 — 5p, + 2p.
4= 20000~ 5p. + 2. ( Pe+ 2ps)y,

* TCp,

-2
d — 20000 — 5p. + 2p;
2-50 100

30000 — 20000 — 5-65+ 250 - 9775
E¢c(65,50,30000)p. = —0,010

d
e Elasticnost traznje od nacionalnog dohotka Fyq = ? - f4 uw ovom primeru je:

d
E,. = repeped)
(pe.ps,d),d xc(pcvps’d& o

- - (d — 20000 — 5p. + 2p,
4= 20000 — 5p. +2p; ( Pe + 2ps)a

d — 20000 — 5p, + 2p,
30600 7 ~ 30000

30000 — 20000 — 5 -65+2-50 9775
Eee(65,50,30000),a = 3,069

Mozemo reci da je traznja u odnosu na cenu ¢okolade, kao i u odnosu na cenu sladoleda,
neelasticna, i to u tolikoj meri da skoro da mozemo da kazemo da je indiferentno elasti¢na.
Tumacenje ovih vrednosti bi bilo da je trziste stabilno podeljeno na one koji jedu ¢okoladu
i na one koji jedu sladoled, tako da oscilacije u ceni ovih artikala ne uti¢u znacajno
na traznju. Kod traznje ¢okolade u odnosu na nacionalni dohodak, uocavamo izrazenu
elasticnost, to tumacimo da sa rastom primanja puno lakse i ¢esée kupujemo cokoladu.

11.2.3 Zadaci

11.8. Poznato je da traznja cokolade x(d, p., ps) zavisi od nacionalnog dohotka d, cene
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cokolade p., ali i od cene secera p, na slede¢i nacin:
z(d, pe,ps) = 0,4d + 3203 — 10500p2 + 92p,

Ako cokolada kosta 110 dinara, Se¢er 130 dinara, a nacionalni dohodak je 25000 dinara
odrediti:

a) funkciju uzajamne elasti¢nosti traznje ¢okolade u zavisnosti od cene Secera i njenu
vrednost.

b) koliko iznosi elasti¢nost traznje ¢okolade?

Resenje.
a) Funkcija uzajamne elasticnosti je Ey(qp, p.)p, = J2ps pa je
0,4d + 3203 — 10500p? + 92p;
njena vrednost F,(25000,110,130),130 = % = —9,4-107°. Tumacenje ove vrednosti
bi bilo da je trziste indiferentno - neelasticno na cenu Se¢era u odnosu na traznju c¢okolade.
2
b) Elasti¢nost traznje c¢okolade Ei(qp.p.)p. = 0.4d+ 32(;))2_1010(?5]960192 oo, sto daje
vrednost elasticnosti od Ey(25000,110,130),110 = % = 2. Traznja cokolade u odnosu

na cenu ¢okolade, ima izrazenu elasti¢nost, to tumacimo da sa rastom cene ¢okolade puno
teze i rede kupujemo ¢okoladu.

11.9. Traznja maline z(d, p., ps) zavisi od nacionalnog dohotka d, cene maline p,, i
cene viSanja p, na slede¢i nacin:

2(d, pm, pv) = 0,25d + 1200 — 1123p,,, + 3p;

a) Odrediti funkciju uzajamne elasti¢nosti traznje maline u zavisnosti od cene visanja.
b) Koliko iznosi elasti¢nost traznje maline, ako kg malina kosta 500 dinara, kg visanja
200 dinara, a nacionalni dohodak je 35000 dinara?

11.10. Poznato je da traznja brazilske kafe zavisi od nacionalnog dohotka n, cene
brazilske kafe pg, ali i od cene indijskog ¢aja p.:

z(n, p, pe) = 0, 1n + 2841 — 10000p? 4 100p,..
a) Odrediti funkciju uzajamne elasticnosti traznje brazilske kafe u zavisnosti od cene
indijskog caja.
b) Koliko iznosi elasti¢nos traznje brazilske kafe, ako kafa kosta 1 500 dinara, indijski ¢aj
750 dinara, a nacionalni dohodak je 15 000 dinara?

11.3 Teorijska pitanja

11.11. Interval rentabilnosti ¢ine one koli¢ine robe = za koju je razlika prihoda i T
troskova veca od 0.

11.12. Kolic¢ini robe x za koju je razlika prihoda i troskova jednaka 0 pridruzen je n
interval rentabilnosti.
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11.13. Interval rentabilnosti sadrzi one koli¢ine robe = za koju je dobit manja od
0.

}_

11.14. Interval rentabilnosti je ona koli¢ina proizvodnje za koju preduzeée ima
dobit vecu od nule.

11.15. Trziste je u ravnotezi kada je ponuda jednaka potraznji.

11.16. Funkcija ukupnih prihoda je direktno proporcionalna ceni robe.

11.17. Funkcija potraznje za robom u zavisnosti od cene je rastuca funkcija.

11.18. Funkcija ponude robe u zavisnosti od cene je rastuca funkcija.

1
11.19. Funkcija ponude robe y(p) moze biti oblika —.
p

T B S

11.20. Funkcija cene robe u odnosu na koli¢inu robe p(x) moze da bude oblika
p(x) =2 - 22 (poznato je da cena pada pri ve¢oj koli¢ini robe).

l_

11.21. Funkcija cene robe u odnosu na koli¢inu robe, p(x), moze da bude oblika
p(z) = 2000 + z 2.

11.22. Funkcija traznje x(p) moZe biti oblika p?.

11.23. Funkcija potraznje za robom u odnosu na cenu robe, z(p), moze da bude
oblika z(p) = 20 - p.

’ 11.24. Cena za koju je trziste u ravnotezi je dobro nivelisana.

’ 11.25. Funkcija ukupnih prihoda je direktno proporcionalna ukupnoj koli¢ini robe.

11.26. Funkcija ukupnih prihoda jednaka je proizvodu funkcije potraznje za robom
i cene po jedinici robe.

4 44 F = A

11.27. Funkcija cene robe u odnosu na koli¢inu robe, p(z), moze da bude oblika
p(z) = 2000 — z.

_|

10000
p?

11.28. Funkcija potraznje za robom moze biti oblika

_|

11.29. Funkcija cene robe u odnosu na koli¢inu robe p(x) moze da bude oblika
p(r) = 2000 — 22.

11.30. Ukupni troskovi su jednaki zbiru ukupne dobiti i ukupnih prihoda.

’ 11.31. Ukupni troskovi su jednaki razlici ukupnih prihoda i ukupne dobiti.

11.32. Funkcija ukupnih prihoda je jednaka zbiru funkcija ukupne dobiti i ukupnih
troskova.

+H =

11.33. Funkcija ukupne dobiti je razlika funkcije ukupnih prihoda i funkcije ukupnih
troskova.

_{

11.34. Funkcija prosecnih prihoda jednaka je funkciji cene robe u odnosu na koli¢inu
robe p(z).

_|

11.35. Funkcija dobiti je razlika funkcije prihoda i funkcije troskova.

11.36. Kolicina trazene robe je obrnuto proporcionalna ceni robe.
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11.37. Neka je elasticnost funkcije prosecnih prihoda Ep ,_5, = 2, to znaci da Ce
se pri povecanju kolic¢ine robe x sa 50 jedinica robe na 50,5 jedinica robe, prosecni
prihodi povecati za 1%.

11.38. Elasticnost funkcije prosecnih troskova, Eg ,_3, = 2, znaci da se povecavaju
prosecni troskovi za 2%, pri povecanju koli¢ine robe z sa 300 jedinica robe na 301
j-T.

11.39. Elasticnost funkcije prosecne dobiti Ep,_150 = 1,2 znaci da ¢e se pri
povecanju koli¢ine robe x sa 1200 jedinica robe na 1212 jedinica robe, prosec¢na
dobit povecati za 1,2%.

11.40. Ep,—100 = 9 znaci da ako pri proizvodnji od 100 j.r. povetamo proizvodnju
za 1%, prihodi se povecavaju za 9%.

11.41. Elasticnost E, p—100 = —10, znaci da ako se poveca cena sa 100 n.j. na 110
n.j., koli¢ina traZene robe ée opasti za 10%.

11.42. Neka je elasticnost prihoda Ep,—1000 = 0,8, to znaci: ako se pri proizvodnji
od 1000 jedinica robe proizvodnja poveca za 1%, prihodi ¢e se povecati za 0,8%.

11.43. Pozitivna vrednost elasti¢nosti funkcije troskova predstavlja ocekivani pro-
cenat poveéanja troskova pri poveéanju proizvodnje za 1%.

11.44. Neka je elasticnost F, ,—100 = —1, to znaci da ako se poveca cena sa 100
n.j. na 101 n.j. koli¢ina trazene robe ¢e opasti za 1%.

11.45. Elasticnost funkcije prosecnih prihoda Ep,_1500 = —2 znaci da ce se pri
povecanju koli¢ine robe x sa 1000 jedinica robe na 1001 jedinicu robe prosecni
prihodi smanjiti za 2%.

11.46. Elasticnost E, ,—100 = —10, znaci da ako se poveca cena sa 100 n.j. na 110
n.j., koli¢ina trazene robe ¢e opasti za 10%.

11.47. Neka je elasticnost troskova E¢ ;—1000 = —0.5, to znaci ako se pri proizvodnji
od 1000 jedinica robe proizvodnja povecéa za 1%, troskovi se smanjuju za 0.5%.

11.48. Elasticnost funkcije ukupnih troskova za 1 je veca od elasticnosti funkcije
prosecnih troskova.

11.49. Elasti¢nost funkcije prosecnih troskova za 1 je veca od elasticnosti funkcije
ukupnih troskova.

11.50. Elasti¢nost funkcije prosecnih troskova jednaka je elasti¢nosti funkcije ukup-
nih troskova.

11.3.2 Funkcije dve nezavisne promenljive

11.51. Za funkciju g(u,t) = ut* + u?t je jedina stacionarna tacka (0,0).

11.52. Za funkciju g(u,v) = u + v + u® + v* + wv vazi g, = g.

<

11.53. Za funkciju f(

8

)
,Y) = —2x — 2y + 2xy stacionarna tacka je (1,1).
11.54. Za funkciju g(s, t) tacka (sg, o) je stacionarna akko vazi da je 0 = gs(so, to) =
gt(807 tO)

4 4 A
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11.55. Za funkciju g(u,v) = 2v — uv je tacka (0,2) stacionarna. 1
11.56. Funkcija g(u,t) = ut + t nema stacionarne tacke. 1
11.57. Za funkciju f(x,y) = 2x — 2y + 2zy stacionarna tacka je (1,—1). T
11.58. Za funkciju g(u,t) = ut* sve stacionarne tacke su oblika (u,0), u € R. T
11.59. Funkcija g(u,t) = ut nema stacionarnu tacku. 1
11.60. Uslov g,(1,2) = ¢g,(1,2) = 0 znaci da je tacka (1,2) stacionarna za funkciju -
g(u, t).

11.61. Za funkciju g(u,t) = u + t je jedina stacionarna tacka (1,1). 1
11.62. Ako su prvi parcijalni izvodi u nekoj tacki jednaki 0 znac¢i da je ta tacka T
stacionarna za funkciju.

11.63. Za funkciju g(s,t) tacka (1,2) je lokalni minimum akko vazi da je 0 = N
95(1,2) = g:(1,2), gs5(1,2) - gu(1,2) — gst(1,2) - g1s(1,2) <01 gss(1,2) > 0.

11.64. Za funkciju g(s,t) tacka (0,0) je lokalni minimum akko vazi da je 0 = 1
95(0,0) = 6:(0,0), g55(0,0) - g1£(0,0) — gs2(0,0) - g5(0,0) < 01 g5(0,0) < 0.

11.65. Za funkciju g(s,t) tacka (1,2) € D C R? je lokalni maksimum akko vazi da -
je 0=g5(1,2) = g:(1,2), gss(1,2) - gu(1,2) — g¢(1,2) - g1s(1,2) > 01 g55(1,2) <0.
11.66. Za funkciju z(u,v) = 2u3v° + v’ vaZi 2y = Zoww = Zoou = 60uv? + 20u3. 1
11.67. Funkcija g(u,v) = uv nema stacionarnu tacku. 1
11.68. Funkcija g(u,t) = u + ¢t nema stacionarnu tacku. T
11.69. Za funkciju f(x,y) = —2x — 2y + 2xy stacionarna tacka je (—1,—1). 1
11.70. Uslov f,(1,2) = f,(1,2) = 0 znaci da je tacka (1,2) € D C R? stacionarna -
za funkciju f(z,y).

11.71. Za funkciju z(u,v) = 2u30® + ©’v vaZi Zuuw = Zuvu = Zowu = 60uv? + 2003, 1
11.72. Za funkciju f(z,y) = 2* — 3z + 2y? stacionarne tacke su (1,0) i (—1,0). T
11.73. Za funkciju g(u,v) =4 + 2u + 4v — 2uw je tacka (2,1) stacionarna. T
11.74. Funkcija g(u,v) = —uv nema stacionarnu tacku. 1
11.75. Za funkciju f(z,y) = 2* — 3z + 2y* + 4y stacionarne tacke su (1,0) i (=1,0). | L
11.76. Za funkciju z(u,v) = uv® + u’v vaZi 2y = Zoww = Zovu = 2005 T
11.77. Diferencijal funkcije g(u,v) = uwv je dg = u du + v dv. L
11.78. Diferencijal funkcije g(u,v) = u + v je dg = du + dv. T
11.79. Diferencijal funkcije g(u,v) = uv je dg = v du + u dv. T
11.80. Totalni diferencijal drugog reda funkcije g(u,v) = uv je d*g = 2 du dv. T
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