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Udzbenik posveéujem braci Radomiru i Nenadu Matié (T 13.8.1981-6.7.2003.)

Predgovor Udzbenikom “MATEMATIKA 1 za studente tehnickih smerova” o-

bradene su u okviru Sest glava sledece oblasti matematicke analize: diferencijalni racun
(2. Glava), osnovni elemementi integralnog racuna (6. Glava) i realne funkcije jedne
realne promenljive. U okviru funkcija dodatno su ilustrovane elementarne funkcije (3.
Glava), stepene (4. Glava) i ekonomske funkcije (5. Glava). U poslednjoj 7. Glavi
su dati postupci resavanja i prepoznavanja nekih obi¢énih diferencijalnih jednacina (skr.
ODJ) 1. i 2. reda. To su slede¢e ODJ 1. reda: linearna, bernulijeva, homogena, totalni
diferencijal i razdvojene promenljive, kao i homogena i nehomogena ODJ 2. reda sa
konstantnim koeficijentima. Prva glava je uvodna i sadrzi osnove potrebne za definisanje
i razumevanje pojmova u narednim glavama.

Mnoge oblasti matematike nisu obradene, a nazalost medu njima je i geometrija koju
bi trebalo da savlada svaki kvalitetan inzenjer poljoprivredne tehnike. Stoga bi udzbenici
Kompjuterska geometrija i grafika [1] i Kombinatorna geometrija [2] trebalo da budu
dodatna literatura.

Novi teorijski pojmovi, tvrdenja i metode su ilustrovane brojnim primerima. Detaljno
resenih zadataka ima oko 70. U okviru svake glave data su poglavlja pod nazivom " Zadaci”
sa samostalno uvezbavanje predhodno iznetog gradiva. Nadam se da ¢e detaljno reseni
primeri i zadaci za samostalno resavanje olaksati studentima polaganje. Bogata zbirka
zadataka [12] ¢e dodatno pomodi studentima da uvezbaju slozenije zadatke.
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Glava 1.

1 Uvodni pojmovi i motivacioni primeri

1.1 Primeri iz prakse i matematicke oznake

Motivaciju studentima da savladaju gradivo ovog udzbenika bi slede¢i primeri iz prakse
trebalo da pruze. Sa usvojenim gradivom, njihovo resavanje je lako.

1.1.1 Motivacioni primeri iz prakse

U zagradama u okviru svakog primera je navedena oblast koju treba savladati i
poglavlje ovog udzbenika u kome je potrebno gradivo izlozeno.

1. Odredite koja elementarna funkcija najbolje aproksimira tri para izmerenih po-
dataka koji su predstavljeni tackama A, B i C u tri razlicite situacije na Sl. 1.

X, k h
N a) N b) N C)
69A
B
_ 2 - B 2 | A
| i B
) C X, A c ! 1.5 oC s
2 i’ 1 2 i’ 25 4
-3 -3 1 -3
Slika 1.

Dodatno nam je poznato da zavisna promenljiva £ u tacki ¢ = 2 ima maksimalnu
vrednost i da je konkavna na intervalu (0,2), kao da kada s — 400, h — 0' i da kad
s — 2 funkcija h — 400 pri ¢emu je h na (2,+00) konveksna i opada.(elementarne
funkcije - 3. 1 4. Glava)

Resenja.

i C(3,0).

b) Kvadratna funkcija k(z) = - (x —4) = 22 — 4x &iji je grafik konkavna parabola
kroz tacke A(0,0), B(2,2) i C(4,0).

loznaka s — oo znaéi da s tezi ka +00 odn. neograniceno raste, dok h — 0 znaci da se h neograniceno
priblizava nuli.



1
—5 ¢iji je grafik hiperbola kroz tacke A(2,5

¢) Translirana stepena funkcija h(s) =

2), B(3,1) i C(4, 1,5).

2. Njiva je oivi¢ina potokom - luk kroz tacke O, B i A i sa dva puta (Sl. 2.). Jedan put
je na pravoj kroz tacke A i C, a drugi je u pravcu z-ose. Odredite povrsinu njive
koja je na Sl. 2 osencena povrsina tako sto aproksimirate skicirani deo linije potoka
temenom parabolom ¢iji grafik prolazi kroz tacke A i B, a put pravom kroz tacke A
i C i potom integralite na (0,4). Razmera skice je 1:300 m.

)
A

Slika 2

(elementarne funkcije 3. Glava i integralni racun 6. Glava)

ReSenje. Povrsina njive je 60 hektara. Detalje resenja videti u poglavlju 6.6.1.

)
\ e
JLL AL

Slika 3.

3. Pridruzite odgovarajuci grafik na slici 3 jednoj od slede¢ih funkcija:

1 — a2 x?—1 x? =1 1 — a2
- - - = il(x) = .
2 2 —2




(funkcije - Glava 2.)

Resenje. Dovoljno je proveriti vrednost funkcija u tacki x = 0 i zaklju¢ujemo da
graficima a), b), ¢) i d) redom odgovaraju grafici funkcija f(z), I(x), h(z) i g(x).
Da je zadatak drugacije formulisan, na primer kao pitanje da li neki od grafika
odgovora nekoj od navedenih funkcija, i ako odgovara koja funkcija je u pitanju bilo
bi potrebno mnogo veée znanje i vreme da se dode do odgovora.

100000

. Data je funkcija proseénih troskova za neki proizvod C = 20 + , 1 funkcija
traznje tog proizvoda x = 80000 — 1000p, gde je x koli¢ina robe u lmiomadima, ap
cena u dinarima. Odrediti:

a) cenu p pri kojoj ¢e se ostvariti maksimalna dobit i odrediti je;

b) ukupan prihod u uslovima maksimalne dobiti;

¢) interval rentabilnosti (proizvodnju za koju je dobit pozitivna).

(ekonomske funkcije - 5. Glava )
Resenje. Resenje zadatka 5.7. poglavlja 5.1.1.
. Poznato je da traznja x(d, pa, px) mineralnog dubriva AN sa 33,5% azota zavisi od

nacionalnog dohotka d, cene p4 mineralnog dubriva AN, ali i od cene px mineralnog
dubriva KAN (27% azota) na slede¢i nacin:

2(d, pa, prc) = 0,4d + 170000 — 105p% + 920px

a) Odrediti funkciju uzajamne elasticnosti traznje mineralnog dubriva AN u zavis-
nosti od cene mineralnog dubriva KAN.

b) Koliko iznosi elasti¢nost traznje mineralnog dubriva AN, ako mineralno dubrivo
AN kosta 35 dinara po kg, mineralno dubrivo KAN 30 dinara po kg, a nacionalni
dohodak je 25000 dinara?

(parcijalna elasticnost poslovnih funkcija - poglavlje 5.2.2)

Resenje. Prvi resen zadatak poglavlja 5.2.3.

. (funkcije i integralni racun - 6. Glava )
Ako kvadratna funkcija f(¢) ima grafik dat na sl. 4:

W T
/N

Slika 4.

odredite koji od cetiri grafika a), b), ¢) ili d) na sl. 5. odgovara grafiku njene
primitivne funkcije F'(z) zadate integralom

F(z) = /0 "R dt.



N
\

U
SN

Slika 5.

ReSenje. Prvi resen zadatak poglavlja 6.7.

1.1.2 Osnovne matematicke oznake

U narednim poglavljima ove glave ¢e biti definisane oznake koje su ovde samo izlistane

bez detalja:

A

’ logika \ skupovi \ brojevi
T  tactno 0 ={} prazan skup < je manje
1 netacno N prirodni brojevi < < ili jednako
V  konjukcija Ny 01 prirodni br. > je vece
A disjunkcija Q  racionalni brojevi > > ili jednako
V  ekskluzivna dis. | Z  iracionalni brojevi | deli
= implikacija R realni brojevi | | apsolutna vred.
& ekvivalencija | Z  celi brojevi = je jednako
- negacija € se sadrzi u #* je razlicito
V  svaki > sadrzi element R je priblizno
d  postoji C je podskup = je kongruentno
Voo D je nadskup ~ je sliéno
A il N presek > suma
Vool U  unija [I  proizvod
= sledi \  razlika vV  koren iz x
& ekvivalentno X proizod oo beskona¢no
| | kardinalnost m  broj pi
A simetri¢na razlika (a,b)  otvoren interval
Cy(A)  komplement skupa A | [a,b]  zatvoren interval
P(A)  partitivni skup skupa A | a! a faktorijel
¢ ne sadrzi se u < Z ) a nad b
] ne sadrzi element % a podeljeno sa b
C  kompleksni brojevi ¢ imaginarna jedinica
ZT Ot RY  pozitivni Z,Q, R




1.2 O matematickoj logici

Matematicka logika je oblast matematike koja analizira predikatski racun i iskazni
racun.

Sta proucava iskazni racun?

e Objekti proucavanja iskaznog rac¢una matematicke logike su recenice kojima mozemo
utvrditi tacnost ili netacnost. Takve re¢enice nazivamo iskazima. Pri tom nam nije
bitno na kom su jeziku napisane ili izgovorene niti koja je njihova sadrzina. Stoga
ih skra¢eno zapisujemo malim slovima latinice: p,q,7,s...

e Nije vazno na koji nacin se utvrduje (tu presudnu ulogu obiéno ima nauéna metoda,
eksperiment, iskustvo, predanje, verovanje... ) tacnost ili netacnost prostih, os-
novnih recenica (iskaza).

e Iskazni racun matematicke logike se bavi utvrdivanjem kako tac¢nost (netacnost)
slozenih (sastavnih, rastavnih, uslovnih... ) recenica zavisi od tacnosti (netacnosti)
osnovnih objekata koji uc¢estvuju u njoj.

e U matematickoj logici se definisu pravila logickog zakljucivanja, kao sloZzene recenice
koje su uvek tacne, ne zavisno od tacnosti njenih osnovnih objekata.

Da li uvek mozemo utvrditi ta¢nost ili netacnost neke recenice?
Ne mozemo. Recimo, §ta biste mogli da kazete o tacnosti sledec¢ih recenica:

Moja mama je najlepsa i najpametnija.
Da li cete poloziti ispit iz matematike u junskom roku?
Svemir je ogranicen.

Jedino prvu recenicu bismo mogli “matematicki ustroziti” i utvrditi njenu istinitosnu
vrednost (tacnost ili netacnost). Ukoliko bismo je posmatrali nad odgovarajuéim skupom
dece od 3-5 godina ona bismo bila tacna, dok bismo njena tacnost ili netacnost varirala
nad ostatkom populacije.

Druga recenica je upitna, ne iznosi nikakvu ¢injenicu o ¢ijoj tac¢nosti bismo trebalo
suditi. Tek bismo se odgovoru na postavljeno pitanje mogla dodeliti istinitosna vrednost.

Utvrdivanja istinitosne vrednosti trece recenice je slicno kao kod prve recenice. Dakle,
postoji grupa koja smatra da je svemir ogranicen i postoji grupa koja smatra da je svemir
neogranicen. Medutim, ostatak (¢ini nam se poprilican) ljudske populacije ne moze da
utvrdi istinitosnu vrednost tre¢e recenice jer je neopredeljen.

Sta su iskazi? Iskazi su samo one recenice Gija se istinitosna vrednost jednoznacéno
moze utvrditi. Tako, primeri koje smo razmatrali nisu iskazi. Dok recenice:

Sutra ce il biti vedro ili oblacno.

U skupu prirodnih brojeva je jedan plus jedan jednako dva.

Uskupu N je 1+1=2.
jesu iskazi i to tacni. Primetimo da su poslednje dve recenice isti iskazi posredovani
recenicama na razli¢itim jezicima. Kako nas u matematickoj logici interesuje samo is-
tinitosna vrednost iskaza, dok nas ne interesuje na kom jeziku je iskaz posredovan, niti



koja je njegova sadrzina, namece se potreba da iskaze i njihove istinitosne vrednosti sto
jednostavnije i krace zapisujemo.

Koje simbole koristimo za iskaze i za istinitosnu vrednost iskaza?

Iskaze ¢emo oznacavati malim slovima latinice, na primer sa: ,p,q,r.... Istinitosna
vrednost v(i) iskaza ¢ pripada skupu V = {T,L}. Simbol T (¢itase “te” ili “ta¢no”)
oznacava tacnost, dok simbol L (Cita se “ne te” ili “netacno”) oznacava netacnost iskaza.

1.2.1 Konjunkcija, disjunkcija i negacija

Malo slozenije recenice mogu se praviti povezivanjem iskaza operacijama konjunkcije
, disjunkcije , 1 primenom negacije na pojedine iskaze. Recimo, za date iskaze
D,q,T,S:

p : Banka radi od 9.

q : Banka radi od 8.

r : Na referendum je izaslo vise od 50% glasackog tela.

s : Na referendumu je izglasana podrska stranim savetodavcima.

slozenije recenice su:

p V ¢ : Banka radi od 9 od 8.

= r A —s: Na referendum izaslo vise od 50% glasackog tela |i| na referendumu

nije | izglasana podrska stranim savetodavcima.

Koje matematicke simbole koristimo za negaciju, konjunkciju i disjunkciju?
To su redom sledeé¢i simboli: =, A 1 V.

Kako se odreduju istinitosne vrednosti za negaciju, konjunkciju i disjunkciju
iskaza?

U tabeli 1 su redom date istinitosne vrednosti za negaciju, konjunkciju i disjunkciju u
zavisnosti od istinitosne vrednosti iskaza na koje su ove operacije primenjene.

v(p) | v(g) [vip A q) v(p) | v(g) |vip V q)
v(i) | v(—i) | L 1 1| L 1
T 7T 1T 1 | T T
T 1 T | L 1 T | L T

T | T T T | T T

Tabela 1. Istinitosne vrednosti negacije, konjunkcije i disjunkcije

Ekskluzivna® disjunkcija: p V ¢

Ekskluzivna disjunkcija je tacna ukoliko su iskazi koji ucestvuju u ekskluzivnoj dis-
junkciji razlicite istinitosne vrednosti. Recenica: ”Ako izadem na ispit ili ¢u poloziti ili
¢u pasti”’, je tipican primer ekskluzivne disjunkcije. Samo jedan od iskaza p: polozi¢u
ispit i ¢: pascu ispit, moze biti tacan, a njegova tacnost zahteva netacnost drugog iskaza
(odnosno iskljucuje mogucénost tac¢nosti drugog iskaza).

2lat. exlusivus znaéi iskljuéiv, nedopustajuéi.



1.2.2 Implikacija i ekvivalencija

U govornom i knjizevnom jeziku implikacijama odgovaraju uslovne recenice, kao na
primer:

budes jeo svezu sargarepu ¢es 1mati dobar vid.

Kako se matematicki zapisuju implikacija i ekvivalencija? Neka su redom
data dva iskaza p i ¢. Tada se njihova implikacija zapisuje:

P =4q,

Sto se ¢ita na neki od sledeé¢ih nacina:

1. p q 4. p je ’potreban uslov‘ za ¢

2. p |sledi| ¢ 5. q je ’dovoljan uslov‘ za p

3. lako| p |onda] ¢

Konjunkcija, disjunkcija i ekvivalencija su komutativne binarne operacije nad iskaz-

ima, dok implikacija nije komutativna. Tako iskaz p u formuli za implikaciju nazivamo
pretpostavkom, a iskaz g posledicom. Jasno je da je ispravan (tac¢an) nac¢in zakljuc¢ivanja
da iz tacne pretpostavke sledi ta¢na posledica (videti poslednji red u tabeli istinitosne
vrednosti za implikaciju). Medutim, nije oc¢igledno da iz netacne pretpostavke mozemo
dobiti, na ispravan nacin, netacnu ili tacnu posledicu (videti prva dva reda u tabeli istini-
tosne vrednosti za implikaciju). Ilustraciju [17] za valjanost ovakvog nacina zakljucivanja
imamo u tacnom stavu: prazan skup je podskup svakog skupa . Ako skupove razmatramo
nad skupom racionalnih brojeva Q sledi da je (Vx € Q) iza (VS C Q) zadovoljena
implikacija * € ) = x € S. Prviiskaz z € ) ove implikacije je uvek netacan dok iskaz
x € S moze da bude ili tacan ili netacan, medutim implikacija ova dva iskaza je uvek
tacna.

Ekvivalencija iskaza p i ¢ se zapisuje sa:

P < q

Sto se najcesce cita sa:

1. p je ’ekvivalentno ‘sa q; 2. p ’ako i samo ako ‘ q;

p je ’potreban i dovoljan uslov ‘ za (.

Sta je ekvivalencija?

Ekvivalencija dva iskaza predstavlja konjunkciju dve implikacije. Recimo, sledeca
recenica

U dobrog domacina dobra i stoka.
daje ekvivalenciju dva iskaza (dve relacije): “ biti dobar domaéin” i “posedovati dobru
stoku”:

je domacin dobar on poseduje dobru stoku je stoka dobra
je uzgaja dobar domacdin.

Dakle, ekvivalencija predstavlja krac¢i zapis konjunkcije dve implikacije sa istim iskaz-
ima koji su zamenili mesta, tj.:

p < q je ekvivalentno sa (p = q) A (¢ = p).



Medutim, znacaj ekvivalencije je bitno veci od toga da je ona kraci zapis konjunkcije
dve implikacije. U matematici, kao i u zivotu, je veoma vazno da neke objekte (zemljiste,
sorte, ljude... ) svrstamo u neke klase po nekim znacajnim svojstvima (pH vrednost, rano
sazrevanje, biti vozac... ) i da zatim sve pripadnike iste klase tretiramo na isti nacin.

Dakle, kada kazemo da su dva objekta ekvivalentna ne podrazumevamo da su oni isti
nego da imaju jednako neko nama vazno svojstvo. Kako je u logici svojstvo objekata koje
razmatramo njihova istinitosna vrednost, to je ekvivalencija dva iskaza tacna jedino ako
su oba iskaza jednake tac¢nosti (tabela 2).

U matematici svojstva nazivamo relacijama a odgovarajuce objekte nad kojima raz-
matramo neku relaciju grupisemo u skup. Tako bismo na osnovu prethodnog primera
skup svih stocara mogli podeliti na dve klase u odnosu na relaciju “biti dobar domacin”.
Relacija ekvivalencije je jedna od najceSc¢e razmatranih relacija u matematici.

Odredivanje istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju
U tabeli 2 su date istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju u zavisnosti od
istinitosne vrednosti iskaza na koje su ove binarne operacije primenjene.

) [v(p = q) v ) [v(p & q)

44 FFH<
ol i ey
=g

H =+
—H A
-y

Tabela 2. Istinitosne vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju

Tabelama 1 i 2 su redom definisane negacija, konjunkcija, disjunkcija implikacija i ekvi-
valencija. Analizom tabela njihovih istinitosnih vrednosti moze se dati i slede¢a definicija:

Negacija iskaza je tacna ako® je iskaz netacan.

Konjunkcija dva iskaza je tacna ako su oba iskaza tacna.

Disjunkcija dva iskaza je netacna jedino ako su oba iskaza netacna.
Implikacija dva iskaza je netacna ako je prvi iskaz tacan, a drugi netacan.

Ekvivalencija dva iskaza je tacna ako oba iskaza imaju jednake istinitosne vrednosti.

1.2.3 Kvantifikatori, iskazne formule i tautologije

Od iskaza uz pomo¢ operacija sa iskazima gradimo slozZenije recenice, iskazne formule.
Posebno su znacajne one iskazne formule koje su uvek ta¢ne nezavisno od tacnosti iskaza
koji u njima ucestvuju. Takve iskazne formule predstavljaju ispravan, logi¢an, nacin
zakljuc¢ivanja, i nazivaju se tautologije.

Iskazne formule su:

3Mada u definicijama koristimo re¢ “ako” podrazumevamo ekvivalenciju (“ako i samo ako” ) definisanog
pojma sa zahtevanim uslovom iz definicije, a ne implikaciju. I u daljem tekstu, isklju¢ivo u definicijama,

99 “

termin “ako” znaci “ako i samo ako”, “ekvivalentno”....



1. iskazi

2. —a, (aVb), (aND), (a=10b) i (a<b),

(predstavljeni iskaznim slovima: a,b,c,d,e...);

gde su a 1 b iskazne formule;

3. konacnom primenom pravila 1. i 2. dobijaju se iskazne formule.

Tako su iskazne formule: =—(a = —b),
p = p... dok izrazi < a (< je binarna, a ne unarna operacija), aVbAc¢ (nije definisano

((ma V) & =(cAb)Va),

koja operacija od Vi A se prvo primenjuje), a—b, nisu iskazne formule.

Oznacimo sa F skup svih iskaznih formula. Istinitosne vrednosti iskaznih formula se
odreduju polazeci od istinitosnih vrednosti svih iskaznih slova koja ucestvuju u formuli
i iterativno primenjujuéi pravila za utvrdivanje istinitosnih vrednosti osnovnih iskaznih
formula: negacije, konjunkcije, disjunkcije, implikacije i ekvivalencije. Na primer, istini-
tosna vrednost formule F(p,q,r) : (p A—r) = (¢Vr)jezav(p) =L, v(q) =L, v(r)=T

je
VF(L LT =(LA-T)= (LVT)=(LAL)=>T=1l=T=T
Dakle, istinitosna vrednost, v je preslikavanje skupa svih iskaznih formula F na skup
{L, T}
formula zakon
1. (an(aVd)<a
(aV(aNd) < a zakoni apsorbcije
2. (aN(a=101)=0D modus ponens
3. (bha)<e (and) komutativnost A
(bVa)< (aVd) komutativnost V
4. ((anb)ANe)< (an(bAc)) asocijativnost A
((avb)Ve)e (aV(bVe)) asocijativnost V
5. =(aAb) <& (maV —b) De Morganov zakon
=(aVb) < (-a A -b) De Morganov zakon
6. ——a<a zakon dvostruke negacije
7. (aV(bAc)) < ((aVb)A(aVc)) |distributivnost V prema A
(an(bVe) < ((anb)V(aAc)) |distributivnost A prema V
8. (-p=(qN—q)=p svodenje na protivurecnost
9. pV-p zakon iskljucenja treceg
10. =(p A —p) zakon neprotivurecnosti
11. p=p zakon identi¢nosti
12. (p=q)N(g=71r))= (p=r) |pravilo silogizma
13. (p=q) < (—qg= —p) zakon kontrapozicije
4. (a=0b) < (-aVb) = izrazena preko - iV
15. (aeb) < ((a=b)A(b=a)) |< izrazena preko =1 A

Tabela 3. Neke poznate tautologije

Tautologije predstavljaju ispravne nacine logickog zakljucivanja.

(a & ——a),
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Tautologije su iskazne formule cija je istinitosna vrednost uvek tacna.

U tabeli 3 su navedene neke poznatije tautologije Tako, tautologije kod kojih je
“olavna” operacija implikacija, kao kod pravila silogizma ili pravila modus ponens (videti
tabelu 3) govore o tome koje posledice vaze pod datim pretpostavkama. Ukoliko je ekvi-
valencija glavna operacija u tautologiji, na ravnopravan nac¢in mozemo koristiti ili levu ili
desnu podformulu razmatrane tautologije.

Poslednje dve tautologije (zakoni 14 i 15), navedene u tabeli 3, nam omogucuju da bilo
koju formulu iskaznog racuna zapisujemo samo preko konjunkcije, disjunkcije i negacije.
Formula 14. nam kao tautologija omogucava da eliminiSsemo implikaciju, dok tautologija
15. eliminise ekvivalenciju. Tako, primenjujuéi zakone date u tablicama, formulu (a =
b) < ¢, mozemo ekvivalentno zapisati pomocu operacija =, A, V. Preciznije, imamo sledeéi
niz ekvivalentnih formula:

(a=b)=c < (po zakonu 15.)
((a=b)=c)A(c= (a=D)) < (po zakonu 14.)
(=(=a Vb)Ve)A(—cV (ma Vb)) < (po zakonu 5.)
((m=a AN=b)Ve)A(—eV (ma Vb)) < (pozakonima 6. i4.)
((aN=b)Ve)A(=eV —aVb) < (po zakonima 7. i 3.)
(@aVe)N(=bVe)A(—aVbV —c)

Kvantifikatori su oznake koje koristimo u skra¢enom zapisu nekih formula. Odnose
se na koli¢inu elemenata. Simbol V (Gita se “za sve”, “svaki”, “svi”... ) zovemo univerzalni
kvantifikator i nastao je od prevrnutog (po obe ose) pocetnog slova engleske reci All (svi).
Egzistencijalni kvantifikator, 3, koji ¢itamo “postoji”,“postoji bar jedan”, “za neki”, je
nastao je od prevrnutog (po y-osi) pocetnog slova engleske reci Exist (postoji). Kvan-
tifikator 4 dozvoljava da postoji vise od jednog elementa sa nekom osobinom. Medutim,
ako zelimo da naglasimo da postoji tacno jedan elemenat koji ima neko svojstvo, koristimo
egzistencijalni kvantifikator, 3,% koji ¢itamo “postoji tacno jedan”.

Primer. Recenice (Vx)(z > 0) 1 (Jy)(y + 2 < 1) su takve da je prva tacna na skupu
prirodnih, a neta¢na na skupu celih brojeva, dok je druga tacna na skupu celih, a netacna
na skupu prirodnih brojeva. Medutim, postoje recenice koje su uvek tac¢ne, nezavisno od
skupa na kome se razmatraju. Takve opste vazece recenice nazivamo valjane formule.
Sledece recenice su neki primeri valjanih formula:
Ako za svako x vazi p(z) onda postoji y tako da vazi p(y):
(Vo)p(x) = (3y)p(y) -
Nije ta¢no da je za svako x zadovoljena formula p(z) je ekvivalentno da postoji x da ne
vazi p(x):
~(Va)p(z) < (Jz)-p(x).
Pokusajte da tacno procitate i recima zapisete sledec¢e valjane formule:
(Vo) (p(z) A q(z)) < ((Vo)p(z) A (Va)q(2));
~(3z)p(2)) & (Vz)-p().

1.2.4 Zadaci

1.1. Smislite tri recenice, tako da kod jedne uvek mozZemo utvrditi istinitosnu vrednost
da kod druge ne moZemo utvrditi istinitosnu vrednost a da kod trece nekad mozZemo a

47U literaturi se koristi i oznaka 3!.
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nekad ne mozZemo utvrditi istinitosnu vrednost.

1.2. Dati su izrazi: —(aV =b), ((maVbd) <), (cAb)Aa, a< ——a, =p i aVAb.
Obrazloziti koji od navedenih izraza nisu iskazne formule a za one izraze koji jesu iskazne
formule utvrdite na koji nac¢in su dobijene posredstvom pravila 1, 2. i 3.

1.3. Proverite da li je iskazna formula (a A (a V b)) < a tautologija.

1.4. Nadite skup A (neki skup skupova u ovom sluc¢aju) na kome recenica (Y €
A)(VX € A)(Y C X)=Y =0, nije tacna.

1.3 Skupovi, funkcije, operacije, relacije

Skup (mnozina, mnostvo... ) i njegovi elementi (Clanovi, objekti... ) su osnovni
pojmovi matematike. Skupove razmatramo u okviru nekog univerzuma, koji ¢emo oznaciti
sa U. Univerzum je recimo: ljudska populacija, brojevi, biljne vrste... Ako skup S
sacinjavaju elementi x,y, z... oznacava se S = {z,y, z...}.

Sa S ={z:P(x)}ilisaS = {x| P(x)} oznacava se skup svih elemenata x koji imaju
osobinu P. Ako je S skup, tada z € S oznacava da je x element skupa S ili da z pripada
skupu S, dok x € S znaci da z nije element skupa S. Oznaka za prazan skup je ().

1.3.1 Skupovi

Definisimo neke poznate operacije sa skupovima: uniju, presek, razliku, simetri¢cnu
razliku i komplement skupa; neke binarne relacije na skupovima: =, C ; kao i proizvod
dva skupa, kardinalnost i partitivni skup skupa.
Skup B je podskup skupa A, u oznaci
B C A, ako je (Vz)(x € B=x € A)®

Skupovi A i B su jednaki, u oznaci
A=Bakoje ACBANBCA

Presek AN B, skupova A i B je skup
ANB={x|x€ ANz € B}

Unija AU B, skupova A i B je skup
AUB={x|x€ AVzx e B}

Razlika A\ B, skupova A i B je skup
A\B={z|z € ANz ¢ B}

Proizvod skupova A 1 B, A x B, je skup uredenih parova
Ax B={(xz,y) |z € ANy € B}

Simetricna razlika A A B skupova A i B je skup
AAB={z|zr€AVreB}=(A\B)U(B\A)

Komplement skupa A u odnosu na univerzalan skup U je skup
CvA={z|zecUNnagA}=1\A

Partitivni skup P(A) skupa A je skup svih podskupova skupa A
P(4)={B| B C A}

Kardinalnost |A| skupa A je broj njegovih elemenata.

®Oznake =, A,V i V definisane su u poglavlju 1.2.
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1.3.2 Preslikavanja, operacije i relacije

Preslikavanje (funkcija) f nepraznog skupa A na neprazan® skup B je pridruZivanje
koje elementima skupa A dodeljuje elemente skupa B tako da je zadovoljeno: svakom
elementu a iz skupa A pridruzujemo tacno jedan element b iz skupa B, koji oznacavamo
sa b= f(a).

Preslikavanje f skupa A na skup B oznac¢avamo sa f : A — B. Skup A je domen
funkcije f, ili skup originala, dok je skup B kodomen, ili nadskup skupa slika funkcije
f

Funkcija f je konstantna ako je njen skup slika jednoelementni skup.

Funkcija je identicno preslikavanje, u oznaci id, na skupu S ako je definisana kao
id : S — S, tako da za svako s € S je id(s) = s.

Oznacimo sa S™ n-tostruki proizvod skupa S: S x S x ... x §. Tako je skup S™ skup
svih uredenih n-torki iz skupa S.

Preslikavangje & je n-arna operacija (operacija duzinen), n > 1, na nepraznom skupu
S ako je:

&:5S"— 5.

Zan =1, & je unarna operacija. Na primer, negacija — je unarna operacija u skupu
iskaznih formula F. Komplement skupa u odnosu na univerzalan skup I je takode unarna
operacija na partitivnom skupu P(/). Kardinalni broj skupa nije unarna operacija, za
konac¢an univerzalan skup /, kardinalnost skupa je preslikavanje || : P(I) — {0,1,2...|1|}.

Zan =2, & je binarna operacija. Unija, presek, razlika, simetri¢na razlika i proizvod
skupova su binarne operacije na skupu P(I). Veoma ¢esto kod binarnih operacija umesto
da pisemo &((s1,52)) = s3 pisemo s;dsy = s3. Kada je n = 3 radi se o ternarnim
operacijama...

Neprazan skup p, je binarna relacija (relacija duzine 2), na nepraznom skupu S ako
jed # p C S2.

Relacija p je podskup skupa svih uredenih parova elemenata iz skupa S.

Ako je p binarna relacija na skupu S onda se ravnopravno koriste sledec¢a dva ekviva-
lentna zapisa: (s1,82) € p 1 $1psa, Sto se Cita kao element s; je u relaciji p sa elementom
S9.

1.4 Osobine preslikavanja, operacija, relacija
1.4.1 Osobine preslikavanja
Funkcija f : A — B je:

e injektivna ili “1-17 ako je
(Vay, a2 € A) (flar) = flaz) = a1 =ag);

e sirjektivna ili “na” ako je (Vb€ B)(Ja € A) f(a)=b;

”

e bijekcija ako je “1-17 1 “na”.

6U daljem tekstu neée uvek biti naglaseno da se radi o nepraznim skupovima.
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Oznake kvantifikatora V i 3 definisane su u poglavlju 1.2.3, dok su skupovi brojeva
Z,ZT R 1 R*" uvedeni u poglavlju 1.5.

Inverzna funkcija f~!, bijektivne funkcije f : A — B je funkcija f~' B — A, tako
da (Vb€ B)f71(b) =a € A< f(a) =b.

Date su funkcije f i g, tako da f: A — B i g¢g: B — C. Tada je funkcija k
kompozicija funkcija f i g, v oznaci k = go f ako k: A — C, tako da je (Va €
A) k(a) = (go f)(a) = g(f(a)).

Primeri: Posmatrajmo tri funkcije f, g i h koje su definisane na sledeé¢i nacin:
[ 222 ¢g:Z2—Z"U{0} i h: Rt =R,

flx)=2-2—1, g(x) =2 ih(z)=Inz.

Funkcija f je injektivna ali nije sirjektivna, jer se svi celi brojevi preslikavaju na
neparne cele brojeve. Druga funkcija nije ni “1-1”, jer razliciti originali imaju iste slike,
recimo g(—2) = ¢g(2) = 4, ni “na”, jer na primer, ceo pozitivan broj 3 nema ceo koren.
Bijektivno preslikavanje je funkcija h. Funkcija h je injektivna, jer za svaka dva pozitivna,
realna broja, z iy, vazi h(z) = h(y) < Inz = Iny < = = y. Takode, (Vz € R) postoji
pozitivan realan broj a € R* tako da je ¢* = a > 0. Tada je h(a) = Ina = Ine” = x,
Sto znaci da je funkcija h sirjektivna. Kako je h bijekcija, postoji njena inverzna funkcija
h=': R — R", koja je takode bijekcija i definisana je kao h='(z) = .

Kompozicija funkcija f i g je funkcija k = (go f) : Z — ZT U {0} iVz € Z je
B(2) = (g0 N)(2) = g(f(z)) = g2 2—1) = (22— 1) =4-22 — 4.2+ 1 € ZF.

Primetimo da se proizvod g - f, funkcija f i g razlikuje od njihove kompozicije g o f.
Njihov proizvod je funkcija (g f) (z) = g(x) - f(x) = 2*- 2z —1) =223 — 2%, zaz € Z.

Vaze sledeée osobine:

1. Kompozicija injektionih (sirjektivnih) preslikavanja je injektivno (sirjektivno) pres-
likavange.

2. Ako je funkcija g inverzna za funkciju f, tada je takode f inverzna funkcija funkcije
qg.

3. Inverzna funkcija g (bijektivne) funkcije f je takode bijekcija i vazi go f = fog = id.

4. Za kompoziciju tri preslikavanja vazi asocijativnost. Preciznije, ako su funkcije f,
g @ h takve da su definisane odgovarajuce kompozicije: f A — B, g: B — C 1
h:C — D zadovoljeno je (hog)o f=ho(gof).

Dokaz 4. Po definiciji kompozicije preslikavanja je go f : A— C iho(go f): A— D.
Slicno je (hog)o f: A — D. Takode je (YVa € A) ho(go f) (a) = h((go f)(a)) =
h(g(f(a))) = (hog)f(a) = (hog)o f (a). Kako su dva preslikavanja f; : X — Y 1
fo: X =Y jednaka ako je Vx € X fi(x) = fo(x), prethodna izvodenja impliciraju da su
kompozicije preslikavanja jednake, (ho g)o f=ho (go f).

Dokaze turdenja 1. 2. 1 3. u okviru prethodnog stava ostavijamo kao zadatke. 0

1.4.2 Osobine binarnih operacija

Binarna operacija & : S* — S je:
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e komutativna < (Vsy,s5 € 5) s1édesy = sodes;

e asocijativna < (Vs1, 59,53 € 5) (s1dsy)des3 = s1de(sadbs3)

e kancelativna sa leve strane < (Va,b € S)(Vs € 5) séa = sdb = a=1>
e kancelativna sa desne strane < (Va,b € 5)(Vs € S) ades = bds = a =10
e sa neutralnim elementom e < (de € 5)(Vs € 5) se = edbs = s

e sa inverznom unarnom operacijom ' & (Vs € S)(Is7! € 9) shs™! =
—1
sTids =e

e distributivna prema operaciji V : S* — S &
(Vé’l, S9, S3 € S)(SlQ?SQ)&Sg = (81*83)@(82*53) 7 53*<$1Q982) = (83&81)0(83*82).

Na primer, operacija sabiranja + u skupu celih brojeva Z, ima sve navedene osobine
za binarnu operaciju iz prethodne definicije. Neutralni elemenat za sabiranje u Z je 0.
Inverzni element za bilo koji ceo broj x € Z je njegov suprotni ceo broj —x € Z.
1.4.3 Osobine binarnih relacija
Binarna relacija p C S? na skupu S je:

e refleksivna & (Vs€S) (s,s) €p

e simetricna < (Vsy,s50 € 5) (51,52) € p= (S2,51) € p

tranzitivna <&
(Vs1, 52,53 € 5) ((s1,52) € pA(s2,83) € p) = (51,53) €p

antisimetricna <
(Vs1,80 €5) ((81,82) € pA(S2,81) € p) = 81 = S

e relacija ekvivalencije ako je refieksivna, tranzitivna i simetriéna

e relacija poretka ako je refieksivna, tranzitivna i antisimetricna.
Klasa ekvivalencije elementa x € S relacije ekvivalencije p C S? je skup

K ={ye S| wxpy}.

Primeri: Osnovni primeri relacija ekvivalencije su sve relacije jednakosti: jednakost krvnih
grupa na populacionom skupu, jednakost brojeva na nekom brojnom skupu, jednakost tipa
automobila na skupu svih automobila... Paralelnost pravih u skupu svih pravih u prostoru,
podudarnost geometrijskih objekata, slicnost trouglova su takode relacije ekvivalencije.
Kongruentnost po modulu p, u oznaci = (mod p) (dva broja z i y su u relaciji
kongruencije po modulu p, odnosno x = y(mod p) ako je zadovoljeno da je p|(z — ), tj.
x 1y imaju jednake ostatke pri deljenju sa p) je takode relacija ekvivalencije na skupu
brojeva. Na primer, na skupu prirodnih brojeva u odnosu na relaciju = (mod 2) postoje
dve klase ekvivalencije: parni i neparni prirodni brojevi.

Relacije poretka su <, >, | na nekom skupu brojeva. Podskup (inkluzija) C na
partitivnom skupu P(/) jeste relacija poretka, dok relacija “biti pravi podskup” C nije
relacija poretka jer nema osobinu refleksivnosti.
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1.5 O skupovima brojevima

Od prvih termina: malo, nekoliko, mnogo... koji su trebali da blize odrede koli¢inu
necega, do skupa kompleksnih brojeva nastajale su i gasile se mnoge civilizacije. Ipak,

skup prirodnih brojeva N = {1,2,3...}

pokazao se dovoljan za prebrajanje diskretnih koli¢ina.

Istorijski gledano, veoma davno su se koristili i racionalni, iracionalni, a samim tim
i realni brojevi. Na primer, iracionalan broj = je Arhimed (3. vek p.n.e) izrazio preko
obima upisanih i opisanih pravilnih mnogouglova u krug, a ve¢ stari Kinezi (3 vek n.e.) su
racunali 7 sa tacnos¢u do na 7 decimala. Kako su se brojevima pre svega izrazavale mere
(duzina, povrsina, zapremina) do renesanse su se negativni brojevi uglavnom smatrali
fikcijom. Tek krajem XVI veka, u okviru resavanja kubnih jednacina, stidljivo se po-
javljuju kompleksni brojevi. Upotreba kompleksnih brojeva do XVIII veka je bila retka i
sa greskama u rac¢unu. Oni su bili precizno definisani od strane Gausa.

Na skupu prirodnih brojeva posmatramo dve binarne operacije: sabiranje i mnozenje.
Ove dve operacije su asocijativne, komutativne i vazi distributivnost mnozenja prema
sabiranju. Prirodan broj 1 je neutralni elemenat za mnozenje. Neutralni elemenat za
sabiranje je 0 i on ne pripada skupu prirodnih brojeva. Prosiren sa 0, skup prirodnih
brojeva ozna¢avamo sa Ny =1{0,1,2,3...}.

1.5.1 Matematicka indukcija - jedna metoda dokazivanja

Indukcija lat. inductio, znaci zakljucivanje iz pojedinac¢nog o opstem, to je suprotna
metoda misljenja i dokazivanja od dedukcije. Matematickom indukcijom mozemo dokazi-
vati tvrdenja koja su obavezno u funkciji prirodnih brojeva. Tako je u primeru koji sledi
indukcijom po prirodnom broju dokazana formula za zbir ¢lanova geometrijskog niza. Po
realnom parametru se ne moze izvoditi indukcija.

U opstem slucaju matematickom indukcijom dokazujemo neko tvrdenje” tipa

Vke N vazi  T(k),

u tri tzv. induktivna koraka:

1. korak: Pokazujemo da tvrdenje vazi za k=1, tj. da je tacno 7(1).
2. korak: Pretpostavimo da je tvrdenje T'(k) tacno za neko k, k€ N.
3. korak: Dokazemo da pod pretpostavkom da vazi korak 2. vazii T'(k + 1).

Obja3njenje: Ako smo dokazali da iz tacnosti T'(k) za posledicu imamo tacnost T'(k + 1)
za svaki prirodan broj k, onda ako pokazemo tac¢nost 7'(1) to ima za posledicu T'(2) (za
k=1), a zatim tacnost 7'(2) za posledicu ima 7'(3), zatim tacnost T'(3) povlaci tacnost
T'(4)... Na ovaj nac¢in vidimo da tvrdenje vazi za sve prirodne brojeve.

Primer. Ilustrujmo matematicku indukciju na dokazu sledeceg tvrdenja, koje je formula
za zbir prvih k + 1 ¢lanova geometrijskog niza (videti odeljak 1.3.1, ove glave):

1 — k+1

k
Vk e N Za-qi:aqu, q# 1.
i=0

"T(k) moze biti formula, nejednacina, jednakost...
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k ) 1— qk+1
Ovde je tvrdenje T'(k) formula ) > ja-¢' =a- T
-9
A 1+l
1. Tvrdenje za k=1, ima s leve strane oblik Zizo a-q" = a+aq, a sa desne al— =
—4q
12 — ¢? 1—¢g)(1
a— 7 _ a( 1(])( +9) = a(l + q), sto je jednako. Znaci T'(1) je tacno.
—q —4q

2. Pretpostavimo da vazi za neko k, k € N, formula T'(k).

3. Da vidimo ¢emu je jednako T'(k + 1). Levu stranu mozemo razbiti na dva sabirka
a zatim iskoristiti pretpostavku koraka 2.:

k+1 ‘ k ‘ 1 — qk—i-l
Yaqd=> aq + at = Tt ag"™t!.
=0 =0

Dalje, prostim racunom imamo

1— k+1 1— k+1 k+1 _ k+2 1— k+2
a—q+aqk+1=a ¢ +4q T _,—4
1—g¢q 1—g¢q 1—g¢q

Spajanjem pocetka i kraja ovog niza jednakosti zaista dobijamo da je tacno tvrdenje

T(k+1).

Napomena. Prvi korak matematicke indukcije je najcesce trivijalan. U tre¢em koraku je
neophodno iskoristiti pretpostavku drugog koraka.

1.5.2 Celi brojevi

Ukoliko zZelimo da imamo “jace” osobine za operaciju sabiranja, odnosno ukoliko
ho¢emo da imamo reSenje po nepoznatoj x, za svaku algebarsku jednac¢inu oblika:
1) r+a=b abeN
(koja u skupu N ima resenje samo za a < b) moramo prosiriti skup prirodnih brojeva N
na

skup celih brojeva Z = {N} U {0} U{-N},|gde je —N ={-n,ne N} i

—n je reSenje jednacine x +n = 0.

U strukturi (£, +) dodatno vazi da svaki element iz skupa celih brojeva ima svoj suprotan
ceo broj za inverzni u odnosu na operaciju sabiranja: = + (—x) = 0, x € Z. ReSenje
jednacine 1) u skupu Z se dobija kao b + (—a). U skupu celih brojeva se moze definisati
apsolutna vrednost broja kao unarna operacija

| = z, x>0,
|l —z, <0

Ova unarna operacija prema sabiranju i mnozenju se odnosi po slede¢im pravilima:
1. lz+y| <l|z|+]y] (nejednakost trougla)
2. z-yl =]yl
3.z —yl =] =yl
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1.5.3 Racionalni brojevi

Operacija mnozenja na skupu Z nema novih osobina. Jednacinu
2) r-a=b abeZ ia#0
ne mozemo da resimo u okviru skupa celih brojeva, sem u slucajevima kada je zadovoljeno
da alb. Zato prosirujemo skup celih brojeva na

skup racionalnih brojeva Q = {E lzreZ, ye N} .
Y

Resenje jednacine 2) u skupu Q se dobija kao —. Kako sada svaki broj oblika L iz skupa
a Y

Q \ {0} ima svoj inverzni u odnosu na operaciju mnozenja: —-= = 1.

X

U ovako definisanom skupu racionalnih brojeva javlja se potreba (zbog razlicitih zapisa

1 2
jednakih brojeva, npr., 3 16" ...) da se definise kada su dva racionalna broja

jednaka:

%:2 & a-d=c-b  Slicno, %gg
Skup prirodnih (celih) brojeva nije imao osobinu da se izmedu bilo koja dva razlicita
prirodna (cela) broja nalazi prirodan (ceo) broj. Medutim, ovakvu osobinu ima skup

racionalnih brojeva:

S a-d<c-bl

Za bilo koja dva razlicita racionalna broja postoji racionalan broj koji je izmedu njih.

Dokaz. Neka su % i 2 dva racionalna broja pri ¢emu je % < CEZ & a-d<c-b.
Tada racionalan broj Z+§ jeste izmedu njih: % < Zi—; < 2 Zaista, iz sledeceg niza

ekvivalentnih nejednakosti imamo:

a-d<c-b < a-d+c-d<c-bt+c-d < (a+c)-d<c-(b+d) & are_¢

< -.
b+d d
slican nacin, pokazuje se i druga zahtevana nejednakost. U

Posledica prethodne teoreme je da se izmedu svaka dva razli¢ita racionalna broja nalazi
beskonacno mnogo racionalnih brojeva.

Decimalni zapis racionalnih brojeva
Svaki racionalan broj moze se poznatim postupkom deljenja brojioca sa imeniocem

svesti na tzv. decimalni zapis sa konacno (Z = 0, 25) ili beskona¢no (8 =0,3333...=0,3

pozicije periodi¢no ponavljaju. Iznad cifara koje se ponavljaju stavljamo tacke da bismo
oznacili period ponavljanja.
1.5.4 Realni brojevi

[ako su racionalni brojevi “gusti”, oni ipak nisu dovoljni da izraze ¢ak ni duzine, a
kamoli povrsine i zapremine. Recimo, duzina dijagonale jedini¢nog kvadrata nije racionalan
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broj, kako sledi iz sledeceg stava.
Stav. Ne postoji racionalan broj x tako da je x> = 2.

a a\?
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji racionalan broj 7 tako da je <Z> =2,

pri cemu bez umanjenja opsStosti mozemo uzeti da su a i b uzajamno prosti. Tada je
a® = b? - 2, sto implicira da je a paran broj. Neka je a = 2k, k € Z, tada je 4 - k*> = 2 - b?
sledi da je i b paran broj. Ovo je u suprotnosti sa pretpostavkom da su a i b uzajamno
prosti. O]

Na osnovu prethodnog stava, resenja v/2 = 1,4142135... i —/2 jednacine 2> = 2
nisu racionalni brojevi, kao §to racionalni brojevi nisu ni 7 = 3,14...e = 2,718281....
Iracionalni brojevi su i v/5 = 2,2360679775..., v/3 = 1,73205080757..., V/7, V11 ... (ira-

cionalnih brojeva ima vise nego racionalnih).

Slika 6. Skupovi brojeva

Zakljucno, svi brojevi koji u decimalnom zapisu imaju beskonacno mnogo decimala
koje nemaju periodicno ponavljanje su iracionalni brojevi. Skup iracionalnih brojeva
oznacavamo sa Z.

Skup realnih brojeva, R, je unija disjunktnih skupova racionalnih i iracionalnih bro-

jeva

Inkluzivni odnosi (N € Z2 € Q@ € R, Z C R) definisanih skupova su Venovim
dijagramom predstavljeni na slici 6.

1.5.5 Kompleksni brojevi

U skupu realnih brojeva nema regenja algebarska jednaéina 2> = —1. Problem prevazi-

o d
2

lazimo definisanjem imaginarne jedinice . Skup kompleksnih brojeva je

C={zlz=a+1iy, z,y€ R}

Ako je y = 0 dobijamo skup realnih brojeva.

441648

Na ovaj nacin, reSenja jednacine 22%+4x+6 = 0, su 1 = —1+v2i. Ova

resenja su konjugovano kompleksni brojevi. Uopste, konjugovano kompleksni brojevi
zizsuoblika z=z+4+iwizZ=2—1ygdesuzx,yecR.
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Postoji vise ekvivalentnih nacina zapisivanja kompleksnih brojeva. Dva od njih su:
1. z=x+ 1y x,y € R, po definiciji skupa C;
(koordinate ovako zapisanog kompleksnog broja su (z,y), sl. 7.a)
2. z=(r,¢), re RTU{0}, ¢€][0,2n)
(Polarne koordinate kompleksnog broja sl. 7.b)

Geometrijske interpretacije kompleksnih brojeva

N
Nm
y IZ z :(n(l))
y
\Re ¢ X S
Jx , -¢ ,
Y z z
Slika 7. a) Gausova ravan b) Polarni koordinatni sistem

U Gausovom koordinatnom sistemu (sl. 2.a) imamo dve ortogonalne realne ose. Hor-
izontalna osa nosi vrednost realnog dela x kompleksnog broja z = x + iy, a vertikalna
osa je nosa¢ imaginarnog dela y. Pisemo, Re(z) = z i Im(z) = y. Tako je kompleksan
broj z tacka u ravni sa koordinatama (Re(z), Im(2)) = (z,y).

Kompleksan broj u polarnom koordinatnom sistemu je tacka u ravni sa koordinatama
z=(r,¢).

Radijus ili moduo r kompleksnog broja je njegovo rastojanje od koordinatnog pocetka,
dok je ¢ argument ili ugao koji radijus zaklapa sa pozitivnim delom z-ose. Konjugovano
kompleksni broj kompleksnog broja z se u opstem sluc¢aju oznacava sa z. Konjugovano
kompleksni broj kompleksnog broja z = (1, ¢) je Z = (r, —¢) (sl. 2.b).

Moduo kompleksnog broja z = x+iy oznacavamo sa |z| i on je jednak |z| = /2% + 42,
i predstavlja rastojanje tacke z od koordinatnog pocetka. Ako zelimo da iz Gausove ravni
predemo u polarni koordinatni sistem za kompleksni broj z = = + iy polarne koordinate
su (|z],¢), gde je ugao ¢ = arctg 2. Suprotno, ako iz polarnog koordinatnog sistema
prelazimo u Gausovu ravan, za kompleksni broj z = (r, ¢) koordinate u Gausovoj ravni
su x=r-cos¢p i y=r-sin¢g (uporedite a)ib) na sl. 2).

1.6 Niz brojeva

Niz je preslikavanje skupa prirodnih brojeva ili skupa Ny u neki skup brojeva. Na
primer, preslikavanje a : N — {—1,1} po formuli a(n) = (—1)", je niz brojeva
—1,1,—-1,1,—-1,1.... Formula a(n) = a, = (—=1)", n € N, se naziva opstim ¢lanom
niza, a slike preslikavanja a su —1 i 1, i oni su ¢lanovi niza.

1.6.1 Geometrijski i aritmeticki niz

Niz brojeva:
a1, A9, A3...0y,...
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oblika

a, a-qg, a-qz, a-qg, a-q4...aq”...

pri cemu su a # 0 i g # 1 realni brojevi, nazivamo geometrijskim nizom. Brojeve koji
ucestvuju u nizu nazivamo €lanovi niza. Svi ¢lanovi niza imaju isti oblik: a, = aq™, pri
¢emu je eksponent n prirodan broj ili nula. Clan @, = a¢” nazivamo op$tim ¢lanom
niza. Svaki geometrijski niz mozemo krace zapisati preko njegovog opsteg ¢lana. Broj ¢

(p41 . .
=q zasve n € Ny. Tako bismo niz

nazivamo koliénikom geometrijskog niza jer je

333 3 \"
116 krace zapisali kao niz 3 <§> . n € Ny. Tako su sledeéi nizovi brojeva:
a: 1,3,9, 27, 81...
b: 5, 10, 20, 40, 80...
c: 1, 0,2, 0,04, 0,008, 0,0016...
geometrijski za parametar a redom jednak 1, 5 i 1 dok je parametar g redom jednak 3, 2
i0,2.

Formula za zbir prvih k ¢lanova geometrijskog niza je,

n

k—1 k
Zaq’:a+a-q+a-q2+...+a-qk_1:a1_qq, q# 1.
=0

Dokaz ove formule je izveden matematickom indukcijom u slede¢em odeljku.
Na ovaj nacin brzo sabiramo veéi broj clanova geometrijskog niza na primer, 1 + 2 +

1_211
4 4+ 8 +... + 210= - =2047.
ili recimo
4 4 4 1— (&) 2l 624
44—+ —=4.—B — 4. 5 —
N -1 125

Aritmetickim nizom nazivamo niz brojeva oblika
a, a+d, a+2d, a+3d, a+4d... a+ nd...

pri cemu su a i d realni brojevi i d # 0. Svaka dva susedna ¢lana aritmetickog niza se
razlikuju za d. Opsti clan aritmetickog niza je oblika a,, = a + nd, n € Ny.

Aritmeticki nizovi su na primer:
a: 1,3,5, 7,9, 11, 13... 14+2n...
b: 34,24,14,04, —14, =24, —34... 34 —n...
i njih na kra¢i nac¢in mozemo da zapiSsemo pomocu opsteg clana kao niz a,, = 1+ 2n, n €
Np, odnosno kao niz b, = 3,4 —n, n € N.

Zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza se racuna po formuli

—_

n—

, nin—1) n(ay+ a,)
d = . d = .
(a+id)=n-a+ 5 5

Il
=)

i

Zmaci, zbir prvih n clanova aritmetickog niza se racuna tako Sto saberemo prvi i
poslednji ¢lan, i taj zbir pomnozimo sa n/2. Tako je zbir prvih 7 ¢lanova (n = 6) niza
a,=34+2n, neNy(a=3, d=2)

7-(3+415)

= 63.
2

3+5+7+9+11+13+15=
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1.6.2 Osobine niza

Neki nizovi su takvi da im je svaki sledeéi ¢lan veéi od prethodnog. Njih zovemo
rastudéi nizovi. Sli¢no, opadajucéi nizovi su oni kod kojih je svaki slede¢i ¢lan manji od
prethodnog.

Niz je konvergentan ukoliko ¢lanovi niza teZe (konvergiraju) ka fiksnom realnom
broju, kada indeks niza n tezi co (neograniceno raste). Taj broj zovemo granica (limes)

niza i precizno je definisana u nastavku.
& izab 11 1 1

anovinizab: =, —, —, —.
o 827 64" 125 ) ] ] _
pa je jasno da kada n tezi oo opsti ¢lan niza b tezi ka 0. Sa druge strane, vrednosti ¢lanovi
niza a: 1, -1, 1, -1... ne zavise od veli¢ine indeksa n, ve¢ samo od njegove parnosti, i
oc¢igledno opsti ¢lan a, ne tezi jednom fiksnom realnom broju. Za niz c, sa opstim ¢lanom
¢, = sinn, n € N, nije jednostavno utvrditi da li ima granicu ili ne.

Niz a konvergira ka granici g, sto oznacavamo sa

.. su svi pozitivni, manji od 1 i prili¢cno brzo se smanjuju,

lim a, =g, ilisa a, — gkad n — oo,

n—oo
ako za svaki pozitivan realan broj e, postoji indeks niza ng € N, tako da svi élanovi niza
sa indeksom veéim od ng pripadaju intervalu (g — €, g + €).

Ovaj otvoreni interval je podskup skupa realnih brojeva, i naziva se € okolina broja
g. U e okolini broja g su svi realni brojevi ¢ija je udaljenost od g manja od €. Kako ¢ moze
biti veoma mali pozitivan broj, na primer 107!, 107%,107!2... sledi da kada postoji granica
niza, ¢lanovi niza se “neograniceno zgusnjavaju” oko granice. Medutim “zgusnjavaje” oko
nekog br(ija ntle obelzbedujle uvek postojanje granice niza. Tako niz

P: 1, 5, 3, Z, 97 g, 27, E

ima neograni¢eno rastuc¢e neparne clanove pi, ps, ps..., a parni ¢lanovi ps, ps, pg... se
“zgusnjavaju” ka 0, ali 0 nije granica ovog niza. Broj 0 je tacka nagomilavanja ovog
niza. Ukoliko u svakom intervalu koji sadrzi broj t ima bezbroj ¢lanova nekog niza, onda
je broj t tacka nagomilavanja tog niza. Tako niz a: 1, —1, 1, —1... ima dve tacke
nagomilavanja 11 —1.

Niz je ogranic¢en odozdo ukoliko postoji realan broj od koga su svi ¢lanovi niza veci.
Slede¢i nizovi su:

a: 1, -2, 3, —4,5, —6, 7...

b: 1,2, 3, 4...

c —1 -2 -3, -4, —5...

a neogranicen i odozgo i odozdo, b neogranicen odozgo i ogranicen odozdo, a niz c
neogranicen odozdo i ogranicen odozgo.

Niz moze imati najviSe jednu granicu niza, dok moze imati vise tacaka nagomilavanja.
Kako je tacka nagomilavanja niza realan broj u cijoj svakoj okolini se nalazi bezbroj
¢lanova tog niza, nizovi a, b i ¢ nemaju tacku nagomilavanja, dok niz d: 1, 0,—1, 1, 0,
—1, 1, 0, —1... ima tri tacke nagomilavanja 1, 0 i —1. Iz ovog primera nam je jasno
da niz moze imati bilo koji konacan broj tacaka nagomilavanja. Medutim granica niza,
ukoliko postoji, je jedinstvena. Ukoliko niz ima samo jednu tacku nagomilavanja, ona

1.1 1 1
moze, ali i ne mora biti njegova granica. Niz p: 1,=,3,-,9, 3’ 27, 6

2777 4

ima jedinstvenu

tacku nagomilavanja koja nije njegova granica.
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1.7 Kardinalnost skupova

Kada skup ima konacan broj elemenata, onda nema dileme o ukupnom broju eleme-
nata (kardinalnosti) takvog skupa. Medutim, kada se posmatraju skupovi sa beskonaéno
mnogo elemenata, kao §to su skupovi N, Z, 9, R,C,Z, prva ideja je da su oni iste kar-
dinalnosti, ali nije tako. U ovom odeljku ¢emo pokazati da skupovi prirodnih, celih i
racionalnih brojeva imaju istu kardinalnost, dok skupovi iracionalnih, realnih i komplek-
snih brojeva imaju medusobno istu, ali striktno vecu kardinalnost nego sto je kardinalnost,
npr, skupa N.

Q] e
i
i

DY
U 1 Z [oe]

21 012/3/4

a) b)
Slika 8. Skupovi Z i Q su prebrojivi

Na osnovu sledece definicije utvrdujemo kada je neki skup sa beskonacno mnogo ele-
menata:

Skup S je beskonacan ukoliko postoji bijekcija izmedu pravog podskupa skupa S @ skupa
S.

Tako je skup prirodnih brojeva beskonacan, jer je preslikavanje f(n) =2-n, n € N,
bijektivno preslikavanje izmedu svih prirodnih brojeva i parnih prirodnih brojeva, koji su
pravi podskup prirodnih brojeva.

Skup prirodnih brojeva N se naziva beskonacno prebrojiv skup, ili samo prebrojiv skup,
a njegov kardinalni broj (kardinalnost) se oznacava sa |N| = Ry i ¢ita se alef-nula.

Skup S je prebrojiv ukoliko postoji bijekcija izmedu skupa S i skupa prirodnih brojeva
N.

Skupovi celih i racionalnih brojeva su prebrojivi.

Dokaz. Na slici 8.a je dat Sematski prikaz bijektivnog preslikavanja f; izmedu skupa
celih brojeva i skupa prirodnih brojeva: fi(1) =0, f1(2) =1, f1(3) = —1, f1i(4) = 2... .

Skup racionalnih brojeva smo definisali O = L |z € Z, ye N ;. Racionalni

brojevi su na sl. 8.b oznaceni crnim kruzi¢ima. Bijektivno preslikavanje f, je graficki
prikazano na sl. 8.b, krivom linijom koja poc¢inje u koordinatnom pocetku i redom prolazi

8N je prvo slovo hebrejskog pisma.
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kroz sledeée racionalne brojeve: 0, 1/1, -1/1, 2/1, 1/2, -1/2, -2/1, 3/1, 2/2, 2/3, -1/3,
-2/2,-3/1... . Tim redom se vrsi preslikavanje u skup prirodnih brojeva. O

Skup iracionalnih, a samim tim i skup realnih i kompleksnih brojeva, nisu prebrojivi.
Stavise, ni interval [0,1] nije prebrojiv.

Skup realnih brojeva iz intervala [0,1] nije prebrojiv. Dokaz ovog tvrdenja moze da se

nade u [17].

x"0 1/2 1

a) b)
Slika 9. Bijektivno preslikavanje: (0,1) — R

Postojgi bijektivno preslikavanje izmedu skupa realnih brojeva i skupa realnih brojeva iz
otvorenog intervala (0,1).

Dokaz. Prvo bijektivno preslikamo bilo koju tacku = € (0,1) u ortogonalnu projekciju
na otvorenu polukruznicu sa centrom u O = (1/2,1/2) i polupreénikom 1/2 (sl. 9.a).
Zatim, centralno projektujemo iz O tacku 2z’ sa polukruznice na z” na realnoj pravoj (sl.
9.b).

Kako je kompozicija bijektivnih preslikavanja bijektivno preslikavanje, na ovaj nacin
je uspostavljena obostrano jednoznacéna veza izmedu skupa realnih brojeva iz (0,1) i cele
realne ose.

Tako su iste kardinalnosti skup realnih brojeva i njegov pravi podskup interval (0,1). O
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Glava 2.

2 Diferencijalni racun

2.1 Grani¢na vrednost funkcije

Da bismo definisali granicnu vrednost funkcije podsetimo se niza i njegove granic¢ne
vrednosti (poglavlje 1.6).

Nizovi su funkcije koje preslikavaju skup prirodnih brojeva u skup realnih brojeva.
Tako su nizovi funkcije a,b,c: N — R, definisane redom sa

a(n) = (1), b(n) = —, c(n) =sin n, ?
n
za svaki prirodan broj n. U daljem tekstu ¢emo funkciju koja je niz oznacavati sa masnim
slovima kao a, b, c, ...
Uredenost i prebrojivost skupa prirodnih brojeva nam omogucéuje da redom slike niza

a ' poredamo u niz
o), a(2), a(3), a(d), afs)

realnih brojeva. Stoga je uobic¢ajeno da se umesto redom a(1), a(2), a(3), ... pise a;, as, as, ...
Tako zapisujemo i op$ti ¢lan niza a sa a,, n € N. Nizovi se najcesée zadaju njihovim
opstim ¢lanom.

Tako, na primer, sledeéi niz brojeva (ozna¢imo ga sa a)

1 11 1
bl 9 57 6’ 77 87 107

A~ =

1
57 ga
. e s L1 . . . 1 1
ima opsti ¢lan oblika —, n € N. Njegovi ¢lanovi su redom a; = 1, ay = 3 as = —, ...

Geometrijski i aritﬁletiéki niz se cesto pojavljuju u jednostavnijim problemima. Zato
su detaljnije obradeni u poglavlju 1.6.1. Formula za odredivanje zbira prvih n ¢lanova
geometrijskog niza je veé koristena u uvodnom odeljku privrednog ra¢una (4.2.1), medutim
na zanimljivije pitanje da li postoji zbir svih ¢lanova nekog niza, odgovor se moze naci na
primer u [9].

Kod geometrijskog i aritmetickog niza, ¢lanove niza smo redom oznacili sa

Qo, ay, az, as,

Zmaci, prvi ¢lan niza je ag, drugi je ay, trec¢i as,... Stoga su oni preslikavanje prosirenog
skupa prirodnih brojeva u skup realnih brojeva a: Ny — R, ane N — R. Razlozi su
tehnicke prirode i mogu se izbedi.

Neki nizovi su takvi da im je svaki slede¢i ¢lan vec¢i od prethodnog. Njih zovemo
rastuéi nizovi. Sli¢no, opadajucéi nizovi su oni kod kojih je svaki slede¢i ¢lan manji od
prethodnog.

9sin ra¢unamo u radijanima

10Za niz a u literaturi se koriste i oznake (a)nen [9], {an} [11] ili (a,,) [18].
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Niz je konvergentan ukoliko ¢lanovi niza teze ( konvergiraju) ka fiksnom realnom
broju, kada indeks niza n tezi co (neograniceno raste). Taj broj zovemo granica (limes)

niza.
1 1 1 1

8727647125
smanjuju, pa je jasno da kada n tezi oo opsti ¢lan niza b tezi ka 0. Sa druge strane, clanovi
niza a se isto ponasaju, bez obzira na vrednost indeksa n: 1, -1, 1, -1, ... i o¢igledno ne
teze jednom fiksnom realnom broju. Za niz ¢, sa op$tim ¢lanom ¢, = sinn, n € N, nije
jednostavno utvrditi da li ima granicu ili ne.

Niz a konvergira ka granici g, Sto oznacavamo sa

Clanovi niza b : 1, su svi pozitivni, manji od 1 i prilicno brzo se

lim a, =g, ilisa a, — gkad n — oo,
n—oo
ako za svaki pozitivan realan broj €, postoji indeks niza ny € N, tako da svi ¢lanovi niza
sa indeksom veé¢im od ng pripadaju intervalu (g — €, g + €).
Ukoliko je rastuéi niz ograni¢en odozgo, Sto znaci da su svi ¢lanovi niza manji od
nekog broja, on je i konvergentan.
Jedan takav konvergentan (rastuci i ograni¢en odozgo) niz je niz e sa opStim clanom

1 n
oblika: e, = (1 + —) ., n € N. Posebna interesantnost ovog niza je $to je potreba
n

za njegovim proucavanjem proistekla iz bankarstva. Lako je izracunati (proverite) da su
clanovi ovog niza, redom, sledeéi realni brojevi:

e =2, eg = 2,25, e3 = 2,37, eq = 2,4414, e5 = 2,48832... €190 = 2,70481... e19000 =
2,71825...

Sto je vedi indeks niza e to je odgovarajuéi ¢lan niza blize iracionalnom broju
e=2,71828182846... koji je granica niza. Znaci, vazi da je

1 n
lim (1 + —) = e.
n—oo n

Problem odredivanja granice niza e je postavio poznati Svajcarski matematicar Jakov
Bernuli na osnovu sledeceg “zelenaskog” zadatka:
Ako kreditor da izvesnu sumu novca na zajam sa kamatom, pod uslovom da se u svakom
pojedinom trenutku proporcionalni deo godisnje kamate dodaje kapitalu, koliko ¢e mu se
dugovati na kraju godine?

Analizirajmo problem na pojednostavljenim parametrima. Neka pozajmljen kapital
iznosi 1 dinar i neka je godisnja kamata 100%. Tada bi uz mese¢no ukamacivanje dug na

1\ 12
kraju godine bio (1 + E) , dok bi sa dnevnim ukamacivanjem dug na kraju godine

1\ 365
bio (1 + %) . Neprekidnim (kontinuiranim) ukamacéivanjem (svakog trenutka se dug

uvecava za kamatu), ukupan dug na kraju godine bi bio

1 n
lim (1 + —) = ¢ dinara.
n—oo n

Napomena. Broj e je iracionalan. Drugi, veoma poznat iracionalan broj je 7. On je
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povezan sa merama (povrsina, obim kruga... ) geometrijskih objekata i otkriven je mnogo
ranije od iracionalnog broja e.

Granicna vrednost realne funkcije

Da bismo sa granice niza (specijalne realne funkcije), presli na granicu opste realne
funkcije, potrebno je da uvedemo pojam tacke nagomilavanja.

Realan broj z( je tacka nagomilavanja skupa D ako u svakom otvorenom intervalu oko
tacke xo postoji bar jedan element skupa D, razlicit od xq, odnosno, ako

(Vo > 0)(Jx € D, x # x) |x — x| < 6.

Prethodna definicija ima za posledicu: ako je tacka xq tacka nagomilavanja skupa D
onda je u svakom otvorenom intervalu oko tacke xy bezbroj elemenata skupa D. Naime, ako
posmatramo proizvoljno d; > 0, po definiciji tacke nagomilavanja, postoji tacka z1 € D, tako da
jex1 € (xg—01,20+3d1). Zatim izaberemo 0 < dy < |xg—x1]| tako da tacka x1 & (xg—d2, zo+3J2),
medutim, mora postojati nova tacka xe iz skupa D tako da xo € (zg — 02,20 + 02). Tacka zo
pripada i prvom intervalu jer je do < &1. Izborom novih, sve manjih d; > 0 i novih tacaka x;
koje bi pripadale i po¢etnom intervalu, pocetni interval bi sadrzao bezbroj tacaka iz skupa D.

Primeri.
1. Tacke nagomilavanja otvorenog intervala (1,2) su sve tacke zatvorenog intervala [1, 2].

—1)".
2. Tacke nagomilavanja skupa {()Tln’ neN}su-11il.
n
1
3. Jedina tacka nagomilavanja skupa {—, n € N} je 0.
n

Slika 10. Funkcija f ima grani¢nu vrednost u tacki xg

Neka je realna funkcija f definisana sa f : D — R, na domenu D C R. Neka je xq tacka
nagomilavangja skupa D. Tada kaZemo da funkcija f ima graniénu vrednost ¢ u tacki
xo ako za svaki pozitivan broj € postoji pozitivan broj o (6 zavisi od xq i od €, d(€,x)) tako
da vazi implikacija

VeeD)(0<|z—a9| <d = |f(zx)—yg|<e).
Tada pisemo da je

lim f(z)=g.

T—x0
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i ¢itamo limes funkcije f kad x tezi xg je broj g.
Na sl. 10 je data ilustracija lim f(z) = g. Uotimo da je bitan detalj da za svaki
T—x0

interval (proizvoljno mali) oko tacke g, postoji interval oko tacke xy tako da su slike svih
tacaka iz tog intervala, unutar intervala oko g.

Neka je xg tacka nagomilavanja domena D realne funkcije f. Tada funkcija f ima desnu
grani¢nu vrednost d u tacki xq ako je zadovoljeno da za svaki pozitivan broj € postoji
pozitivan broj § tako da vazi implikacija (Vx € D)(0<x—29 <0 = |f(z)—d| <€),
sto zapisujemo sa

lim f(z)=d.

T—T0+

Kod desne grani¢ne vrednosti posmatramo Sta se desava kada se priblizavamo tacki
xo preko brojeva veéih od zg.

Leva grani¢na vrednost funkcije nastaje kada tezimo tacki xy preko brojeva koji su
manji od xp:

Neka je xqy tacka nagomilavanja domena D realne funkcije f. Tada funkcija f ima levu
grani¢nu vrednost [ u tacki zy ako je zadovoljeno da za svaki pozitivan broj € postoji
pozitivan broj § tako da vazi implikacija

VeeD)(0<azp—ax<d = |f(x)—I<e),

sto zapisujemo sa
lim f(x)=1.
T—x0—
Neka domen D realne funkcije f sadrzi interval (—oo,a) (odn. (b,4+00)), tada f ima
grani¢nu vrednost g u —oo (odn. u +00) ako je zadovoljeno da za svaki pozitivan broj
€ postoji pozitivan broj M tako da vazi implikacija

(Ve e D)(z<—-M (odn. x > M)) = |f(x)—g|<e),

sto zapisujemo sa

lim f(z)=g¢ (odn. lim f(x)=g).

ZT——00 T—+00

Jedna od najdirektnijih primena granic¢ne vrednosti funkcije je odredivanje asimptota
grafika funkcija.

2.1.1 Asimptote grafika funkcije

Prava sa jednac¢inom y = kx +n, k,n € R, je asimptota grafika funkcije f ukoliko
se funkcija u beskonacnosti“ponasa” isto kao i prava, odnosno ako je
lir}rq (f(x) = (kx+n))=0 Vv lim (f(z)— (kx+mn))=0.
Odnosno, prava y = kx + n je asimptota funkcije f ako se rastojanje izmedu odgo-
varajucih tacaka (z, f(x)) 1 (z,kx+n) njihovih grafika neograniceno smanjuje (tezi 0)
kada argument x ovih funkcija neogranic¢eno raste (tezi +o0o) ili opada (tezi —oo).
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U odnosu na polozaj asimptote prema koordinatnim osama razlikujemo tri tipa asimp-
tota: vertikalne, kose i horizontalne asimptote.

Vertikalna asimtota x = z(, nastaje kada je:

( 1im+f(x) =+o00 V lim+f(x) =—00) V(lim f(z)=+400 V lim f(z)= —00).
T—xQ r—x0 T—x0— T—x0—
Tacka z( je najcesce tacka u kojoj funkcija f nije definisana, ali je tacka nagomilavanja
domena funkcije.

Ima 8 razlicitih situacija u kojima je ispunjena prethodna formula oblika

(pVq VvV (rVs).

Dovoljno je da jedan od ¢etiri limesa bude tacan (4 moguénosti: (v(p),v(q),v(r),v(s)) €
{(T, L, L, L), (L, T, L, L), (L, L, T, L), (L, L, 1, T),})ili po dva limesa, jedan sa jedne
a drugi sa druge strane “obicne” disjunkcije (4 mogucnosti:  (v(p),v(q),v(r),v(s)) €
{(T, L, T, L), (L, T,T,L), (T, L, L, T), (L, T,L,T),}). Naskicirajte 8 grafika funkcija
koje bi redom ispunjavale ovih 8 razlicitih situacija za vertikalnu asimptotu z = zy."
Kod vertikalne asimptote leva i desna granicna vrednost mogu biti razlic¢ite u tacki .

Horizontalna asimtota y = a, nastaje kada postoji konacna grani¢na vrednost

funkcije u beskonacnosti:
hrf flz)=a V lim f(z)=a, a€R.

Kako f(x) moze da tezi a ili preko brojeva veéih od a, tj. da tezi a* ili preko brojeva
manjih od a, tj. da tezi ¢~ imamo dve ekskluzivno disjunktne situacije za ponasSanje
vrednosti funkcije. Dakle kada z — 400 ako f(x) — a' tada je grafik funkcije iznad
horizantalne asimptote y = a, a ispod asimptote ako f(x) — a~. Kao i kod vertikalne
asimptote i kod horizontalne imamo 8 razlicitih situacija za polozaj grafika funkcije u
odnosu na asimptotu. Skicirajte ih.

Kosa asimptota y = kx +n, k # 0, u +o0 ili —oo, nastaje kada postoji granicna
vrednost

0#k = liril M Zatim odredujemo i n, n = lirjra (f(x) — kx)
T— 100 X T—100
Ukoliko je prvi limes jednak 0 onda funkcija f nema kosu asimptotu. Sli¢ni alternativni
zahtevi za egzistenciju kose asmptote treba da budu ispunjeni ili kad * — —oo ili kad

f(z)

prvom limesu - ili tezi ka kT ili ka k~. U prvom slucaju grafik funkcije f(x) je iznad, a

u drugom ispod grafika asimptote y = kx + n u asimptotskom ponasanju funkcije. Dakle

naveli smo 6 sustinski razlicitih nacina za egzistenciju kose asimptote. Skicirajte ih.
Moguca su jos dva dodatna uslova za ekzistenciju kose asimptote:

xr — Foo. Dodatno, postoje dve isklju¢ive moguénosti za ponasanje funkcije u

04k = tm L8 i gt = g L9

rx——+o0o I r——00 I ’

HDisjunkcija - V i ekskluzivna disjunkcija - V su definisane u poglavlju 1.2.1.
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0#kt = lim @) i k= lim @.
rx——+o0o I r——00 U
Pogledajte grafik prve funkcije f na slici 11. Ova funkcija ima kosu asimptotu za
koju je ispunjen drugi od upravo navedenih uslova, grafik je iznad kose asimptote kad
r — +00, a ispod kad © — —o0o. Ukoliko je f(x) neprekidna na celom domenu u ova dva
slucaja grafik f mora da sece kosu asimptotu. U primeru na sl. 11 to nije slucaj jer je
funkcija sa prekidom u tacki 1.

Primeri. Odredimo asimptote za sledece tri funkcije f(z),

g(z)ih(x).t2

1 1
()—x—i— ,x;«él 2. g(q:)z;,x;éo 3. h(z)=ez, x#0
hr{{ flz) = 111%17 g(x) = h%l, h(z) =0
+ . 1t
L) = L 96 =0 L) =1
k= hmM 1% im 2 _ lim ) _ g
m.ﬂ:lzoo xX r—00 I r—oo I
y=g(x)
4
G
2 -
> a.y=1
v T DT W

Slika 11. Grafici funkcija f(z) = = +

Funkcija f ima vertikalnu asimptotu x = 1 i kosu asimptotu y = x. Koordinatne
ose su horizontalna i vertikalna asimptota druge funkcije g(z). Treca funkcija, h, ima
vertikalno asimptotu = 0 (Sto je y-osa) i horizontalnu asimptotu y = 1. Na slici 11 su
dati grafici ovih funkcija.

Uoc¢imo da mgrfoog(x) = 0F znaci xgrfoog(m) =0"i xgmoog(x) =0"

broju 0 se priblizavamo preko brojeva vec¢ih a u drugom preko brojeva manjih od 0. Videti
drugi grafik na sl. 11.

. U prvom slucaju

120znaka « — 00, znaéi da su oba limesa kad x — +oc i kad £ — —oo jednaka. Specijalno, kod granice
niza, n — oo, zna¢i da n — +o0o. Kada pod limesom piSemo z — +o0o, to znac¢i da smo oba limesa
zajedno posmatrali, ali da postoje neke razlike u ponasanju funkcije, koje zelimo da naglasimo.
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2.1.2 Teoreme o grani¢nim vrednostima funkcija

Funkcija f ima graniénu vrednost u tacki xo, ako i samo ako ima i levu © desnu granicnu
vrednost u tacki xy i one se poklapaju.
lim f(x)=¢g < lim f(z)=¢= lim f(x).
T—T0 T—x0+ T—x0—
Neka su funkcije f i g definisane na (c,d), f,g: (¢,d) — R, i neka je xo tacka nagomila-
vangja intervala (¢, d). Ako postoje granicne vrednosti lim f(z) =a i lim g(z) =b tada
T—T0

T—XT0

postoje i sledece granicne vrednosti u tacki xg:

e lim (f(z)£g(x)) = lim f(x)+ lim g(z) =a+b;

T—T0 T—x0 T—T(
e lim (f(z) -g(x)) = lim f(x)- lim g(x) =a-b;
T—T0 T—x0 T—x0
o F@ _ 2T o
[ ] = = — .
e g(x) lim g(z) b “
T—x0

Neka su funkcije f i g definisane na (c,d), f,g: (¢,d) — R, i neka je xo tacka nagomila-
vanja domena (c,d). Ako postoje granicne vrednosti lim f(z) =a i lim g(x) =b i
T—T0

ako je (Vz € (¢,d)) f(z) <g(x), tada je i a <b.

(Stav o ukljestenju) Neka su funkcije f, g i h definisane na (¢,d), f,g,h: (¢,d) — R, i
neka je xy tacka nagomilavanja domena (c,d). Ako postoje graniéne vrednosti lim f(x) =

T—x0

a= lim g(x) iakoje (Y € (¢,d)) f(z) < h(z) < g(z), tada postoji i granicna vrednost
T—T0
funkcije h, u tacki xo i lim h(z) = a.

T—T0

(Osobine limesa) Neka je lim f(x) = a. Tada je

T—T0

e lim (f(x))" = (lim f(x))"=4d", neN;

T—X0 T—T0

o lim {/f(x nhmf r)=<a, neZ

T—T0

(ako je n paran bmj potrebno je da je f(x) >0) ;
e lim log f(z)) = log(lim f(z)) =loga, za f(x)>0
T—X0 T—T0

lim f(x
o lim /@) = ez—mo (=) = e% .

T—X0

Predhodne teoreme vaze i kad v — +oo ili kad x — —oo umesto kad r — zy pod
pretpostavkom da domen funkcije sadrzi interval (—oo,a) ili (b, +00) i da odgovarajuée
grani¢ne vrednosti u pretpostavkama teoreme postoje.

Neki poznati limesi

i 1
lim 20T — 4 lim (1+ ) =e

r—0 I T—+00
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Da postoji grani¢na vrednost lim i da je jednaka 1 nije jednostavno direktno

x—0

x
zakljuciti jer i brojilac i imenilac funkcije teze 0, kad z tezi 0. Pokazacemo da su leva

i desna granic¢na vrednost funkcije u 0 jednake 1, tada sledi da postoji granicna

vrednost i da je i ona jednaka 1.

Pokazimo prvo da je lim ST _ g
z—0+ T
A C
A
O H /B
Slika 12.

Posmatrajmo jedini¢nu kruznicu na slici 12, i ugao z u radijanima, tako da vazi
v € (0,%). Jasno je da je povrsina Py trougla OAB manja od povrsine P, kruznog
isecka nad lukom AB koja je manja od povrsine P3 trougla OBC. Kako su duzi OAi OB
jedinicne sledi da su duzine visine AH trougla OAB i katete pravouglog trougla OBC
redom jednake AH = sinz i BC' = tgx. PovrSina kruznog isecka jednaka je polovini
proizvoda, kvadrata poluprecnika i ugla. Sledi da je
P = %AH -OB = %sinx, P, = %OA2 = % x, Py= %OB -BC = %tg x. Nejednakost
povrsina je ekvivalentna sa
P <P, <P < sinx <ax <tge Postoje sinx na intervalu (0,7/2) pozitivan,

deljenjem prethodne nejednakosti sa sin x dobijamo da je:
x

1< — < . Recipro¢ne vrednosti su tada u odnosu:
sinx ~ cosw
sinx
1> > cosuw, za svako x € (0,7/2).
x
Kako je 0 tacka nagomilavanja intervala (0,7/2) i kako postoje i jednake su sledeée
. - : o C .. sinw
grani¢ne vrednosti: lim cosx =1 = lim 1, postavu o ukljestenju sledi da je lim =
z—0+ z—0+ z—0+ X
1. . .
sin x sin x
Leva grani¢na vrednost je takode jednaka lim =1, jer je funkcija , parna.

rz—0—

sin
Kako su leva i desna granic¢na vrednost funkcije u tacki x = 0 jednake 1 sledi da je

sin x

grani¢na vrednost jednaka 1, tj. lim =1

z—0 X

Pokazimo da je lir+n (1+ —)® = e. Poznato je da je realan broj e granica niza
T—+00 X
1

lim (14 )" =e.
Jm 1+ ) =e
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Ako sa [r] oznac¢imo najvedi ceo deo '? od x, moZe se pokazati da je

1 1
1+ < (14 2)" < (14 =)k
(4 )P S0 D7 < (L o)
. .. 1 2] : 1 1 [2]+1
Kako su, redom, grani¢ne vrednosti lim (1 + ——)* i lim (1 + —) jednake
T—+00 [z] +1 T——+00 [z]

granicnim vrednostima lim ( )" =ei lim (1 + —=)"™ = e, na osnovu stava o
z—+00 n+1 T—+00 n

1
ukljestenju jei lim (1+ —)® =e.
Tr——+00 €T

Sa druge strane, nakon smene r = —y imamo
1 1 y— 1
lim (1+=)"= lim (1-=)"*= lim ((*—)")? = lim v
i (5=l (0= (O = i )
= lim u)y = lim (1+ )Y. Poslednja grani¢na vrednost je nakon smene
y—too gy —1 y—+00 y—1

1 1
t =y — 1 jednaka 1tlier (1+ ;)t - lim (1 + ;) = e 1, §to je i trebalo pokazati da bismo

t——+o00
1
zakljucili da je lim (14 —)* =e.
T—00 €T
U sledeca tri primera ¢emo pokazati kako se moze koristiti prethodna grani¢na vrednost
za nalazenje novih grani¢nih vrednosti.

o+

Primer 1. lim(t + 1)

t—0

1
Dovoljna je smena x = — koja tezi oo kad t tezi 0.

1
hm(t—|— 1)t = lim (- 4+ 1)" =

r—00 I

= 1.

r—1
Primer 2. Pokazimo sad da je lir% ¢
Tr— €T

Uvedimo smenu ¢t = e* — 1, kad z tezi 0 tada ¢ tezi takode 0, dok je x = In(t 4 1).

Sledi | . )
. e” — . 1 1
: : 1 —z+3 : 1 -z : 1 3 1
Primer 3. lim (— + 1) = lim(—+ 1) lim(=— + 1)° = 1— -1 =
Tr—00 €T
1 B 1 B 1 B
1 o 1 o 1 ~ e
lim (o= + 122 (lim (— +1)*)2  (lim (= + 1))¥2 V€
T—00 €T T—00 €T Yy—00 y

1
Koristili smo smenu y = 2z i lim — = 0.
rT—00 L

13Na primer, [6,7]=6, [6,2]=6, [-2,36] =-3, ...
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2.1.3 Neprekidnost funkcije

Neprekidnost funkcija ¢e nam omogucéiti da jednostavnije primenjujemo grani¢ne pro-
cese nad njima.

Neka je realna funkcija f definisana sa f : D — R. Neka tacka xo € D. Tada kaZemo da
je funkcija f neprekidna wu tacki xy ako za svaki pozitivan broj € postoji pozitivan broj
d (6 zavisi od xq i od €, 6 = (€, x0)) tako da vazi implikacija

(VzeD)(|lx—xo| <0 = |f(z)— flzo)] <e€).

fee)+e

flx) ¢

fiso-<t /

Slika 13. Funkcija f(z) je neprekidna u tacki g

Funkcija f : [a,b] — R, je neprekidna u tacki xg € [a,b], ako i samo ako postoji granicna
vrednost u tacki xq i jednaka je f(xg), tj.

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Neka je funkcija f - D — R.

Funkcija f je neprekidna na otvorenom intervalu (a,b) C D ako je neprekidna u
svakoj tacki intervala.
Funkcija f je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] C D ako je

e neprekidna u svakoj tacki otvorenog intervala (a,b);

o lim f(z) = f(a);

r—a+

e lim f(z)= f(b).

r—b—

Funkcija f je prekidna u tacki xg € D ako nije neprekidna u tacki .

Postoje tri vrste prekida funkcije u tacki, koje ¢emo ilustrovati na primerima tri
funkcije f,¢g 1 h ¢iji grafici su ilustrovani na sl. 14. Ove funkcije su definisane na
celom skupu realnih brojeva, a imaju razlicite tipove prekide u tacki x = 1. Funkcija
f(z) ima otklonjiv ili prividni prekid, funkcija g(x) ima prekid prve vrste, a funkcija h(x)
ima prekid druge vrste. Grafici ovih funkcija Gy, Gy 1 G) su iz tri dela (dva dela su
neogranicena a treéi je jedna tacka) na koje ukazuju strelice na sl. 14.



34

Tipovi prekida funkcije f u tacki zo € D

prividan prekid prekid prve vrste prekid druge vrste
lim f(x) =a# f(xo) lim+f(x) =a; #ay lim f(x) inace
T—x0 T—Xx0 T—T0—
T, v <1
r, v#£1 ’
ro={ 557 o) ={ 0 a1
’ r—2,x>1
lirr% flx)=1#2=f(1) lirﬂg(x) =1
lirflig(x) =-1
g

Slika 14. Redom su dati grafici funkcije f sa prividnim prekidom, funkcije g sa prekidom
prve i funkcije h sa prekidom druge vrste u tacki 1

1
Sa druge strane, funkcija hy(x) = —, x # 0, jeste neprekidna na celom domenu
x

definisanosti R \ {0}.

2.1.4 Teoreme o neprekidnosti funkcija
Ako su funkcije f i g neprekidne u tacki xq tada je:
o 2bir (razlika) f(x) £ g(x) neprekidan u xo;

e proizvod f(x) - g(x) neprekidan u xq;

x
e kolicnik % neprekidan u o, za g(xo) # 0.
g(x
Sledeca teorema kaze da neprekidna funkcija na zatvorenom i ogranicenom intervalu
dostize svoju maksimalnu i minimalnu vrednost.

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu |a,b] C Dy tada postoje tacke ¢ i d koje
pripadaju [a,b] tako da je: Vx € [a,b]  f(c¢) > f(z) i f(d) < f(x), $to znaci da je
fma:v = f(C) i fmm = f(d)

Na sl. 15.a maksimalna vrednost funkcije f na [a,b] je f(c¢) a minimalna vrednost je
1(d).

Ako je funkcija f linearna, primetimo da ona svoju maksimalnu i minimalnu vrednost
postize na krajevima zatvorenog intervala, mada znamo da linearna funkcija nema globalni
minimum i maksimum na R.
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Slika 15. Osobine neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu

Ako je funkcija f mneprekidna na intervalu [a,b] C Dy i f(a) < f(b) tada za svaku
vrednost d, takvu da f(a) < d < f(b) postoji tacka ¢ koja pripada [a,b] tako da je:
fle) = d.

Jedinstvenost tacke ¢ u prethodnoj teoremi se ne tvrdi, ve¢ samo egzistencija, tako,
na primer, na sl. 15.b imamo tri kandidata za tacku c.

Direktna posledica prethodne teoreme je:

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a,b] C Dy i f(a)- f(b) <0 tada postoji
tacka ¢ koja pripada (a,b) tako da je: fle) = 0.

Tacke u kojima funkcija ima vrednost nula se nazivaju nule funkcije. Potreban
uslov da funkcija ima nulu na intervalu daje prethodna teorema. Ukoliko neka funkcija
zadovoljava uslove teoreme mozemo primeniti metodu polovijenja za eksplicitno nalazenje
nule te funkcije.

Metoda polovljenja

Neka funkcija f zadovoljava uslove prethodne teoreme na intervalu [a,b]. Jedan jed-
nostavan algoritam za nalazenje tacke ¢ € (a,b), koja je nula funkcije f, sastoji se u
iterativnom nalazenju sve uzih i uzih intervala [a;, b;], ¢ = 1, ..., n oko tacke c. Novi inter-
val se dobija polovljenjem prethodnog intervala. Pocetni interval je interval [a, b] = [aq, b1].
[terativni postupak polovljenja intervala se zaustavlja u n-tom koraku kada je na primer,

aktuelni interval dovoljno mali, tj. b, — a, < €1, ili je vrednost funkcije u sredisnjoj tacki
an + by an + by, Vred
. Vred-

) < €. Tada uzimamo da je ¢ ~
nosti €; i €5 se zadaju kao ulazne velicine, u zavisnosti od Zeljene preciznosti, to su na
primer, 1077, 107°,... U algoritmu koji dajemo uzeli smo da je €; = €5 i kombinovali smo
oba uslova zaustavljanja iteracija.

intervala dovoljno bliska nuli f(

Algoritam metode polovljenja

e Ulaz: Funkcija f neprekidna na intervalu [a,b] 1 f(a)- f(b) <0,
a; = a, by =0b. Zadaje se vrednost greske ¢, odnosno preciznost.

e Izlaz: Tacka c za koju je f(c) = 0.
e Koraci: za svako 1 =1,2,3, ...

al+bz

1. odredimo sredinu

aktuelnog intervala i ako je
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a; +b; . . . I .
max{| f( 5 )|, b; — a;} < € zaustavljamo iteracije i uzimamo priblizno da je
a; +b; . .
c R ;_ , inace prelazimo na korak 2.
. a; + b; .. . .

2. ako je f( 5 )+ f(a;) < 0 tada za novi interval biramo [a;41, b;+1] pri ¢emu
je ajy1 = a; 1 bjyq = + , zatim idemo na korak 1., u suprotnom idemo na
korak 3.

. a; + b; . . .
3. ako je f( 5 ) - f(b;) < 0 tada za novi interval biramo [a;11,b;11] pri cemu
a; +0b; . .
je b1 =b;ia = + , zatim idemo na korak 1. u suprotnom, idemo na
korak 4.
: .. : . .. y a; + b;
4. iteracije zaustavljamo, i dobijamo ta¢nu vrednost ¢ = 5

Primetimo da se korak 4. u praksi retko dogada. On nastaje kada je za neko ¢ nula

funkcije bas u sredini

aktuelnog intervala.

2.1.5 Zadaci

14
2.1. Odrediti slede¢e grani¢ne vrednosti:
)1 2 b 1 x? — dx
e R R —
3 2
x> =8 x 1
lim ——; d) li — .
o) oo 22— 4 )zl—%(x—l x—l)

Redenje. a) 6 b) 1 ¢) 3d) 2.
2.2. Nadi sledeée grani¢ne vrednosti:

_ Jr+6—
a) lim Ve 3; b) lim L?,;
z—9 x—9 r—3 r—3
) x—2 oVt arz+l—z—-1
¢) lim ———; d) lim :
=2 \Jr+2—2 z—0 X
Redenje. a) ¢ b) ¢ ¢) 4 d —1.
2.3. Ako znamo da je lin% ST odrediti grani¢ne vrednosti:
r— x
t 2
a) lim ﬂ; b) lim — ’ ;
z—0 z—0 sindx
1—- 1—
¢) lim 70081‘; d) lim ST oose

z—0 22 z—0 xsin2xr

Redenje. a) 1 b) 2 ¢) 5 d) 1.
1

1
2.4. Zmajuéi da je lim (14 —)* = e odrediti grani¢ne vrednosti:
x

T—00
. - . z+1
a) lm(1+z) b) lim (——)%
2¢ 4+ 3

xX
1
™2 ) lim < :

¢) lim o7 + 2 =0

1Zadaci u ovom odeljku su detaljno uradeni u zbirci resenih zadataka [27].
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Redenje. a) e b) €2 ¢) e3 d) 1. ( Koristite smenu ¢t = e* — 1.)
2.5. Nadite sve asimptote slede¢ih funkcija:

W) f@) =50 D) f@) =
1
c) f(x):x—%; d) f(:c):m-e_ﬁ;
O f@) = (a2 ) f) =0~ DD

Regenje. Asimptote su prave: a) x =3, v = -3, y=0; b)) 2 =0, y=x; ¢c) x =1, © =
—lL,y=z;d)z=0,y=z—-1;e)y=0; f)y=1.

2.2 Diferencijabilnost funkcije

U ovom odeljku uvodimo pojam izvoda realne funkcije. Izvodi funkcije imaju visestruke
primene. Neke od njih ¢e biti date u pododeljcima ovog odeljka. Sem toga i u fizickom
svetu izvodi funkcija se sreé¢u kao egzaktne veli¢ine (brzina, ubrzanje, jednacine nekih
hemijskih procesa, kretanje nebeskih tela, ...).

Posmatrajmo dve “bliske” vrednosti argumenta funkcije f: x i xz+Ax, koje se razlikuju
za Ax. Njihovu razliku Az nazivamo prirastaj argumenta. Ako u tim tackama, z i
x 4+ Az, posmatramo razliku vrednosti funkcije f: Ay = f(x + Ax) — f(x), govorimo o
prirastaju funkcije. Kod neprekidnih funkcija male promene argumenta uzrokuju male
promene vrednosti funkcije. Na primer, za f(z) = 22, je f(1,01) = 1,0201 i f(1,02) =
1,0404, znaci Az = 0,01, a Ay = 0,0203. Medutim male promene argumenta mogu

da dovedu do veé¢ih promena vrednosti funkcije. Na primer, za funkciju 12 mala
-

promena argumenta x za 0,01 sa vrednosti x = 1,01 na vrednost x = 1,02 dovodi do

promene funkcije za —7500. Zaista, razlika vrednosti funkcije u ove dve bliske tacke je
1 1 B 1 I 10"—4-10" 0.75 - 10*. Ovak

(1-1,022 (1—-1,00)2 (2-102)2 (10722 1 T vaRve
situacije nastaju kada se priblizavamo tacki u kojoj funkcija ima prekid ili vertikalnu
asimptotu. Za navedeni primer to je tacka x = 1.

U grani¢nom slucaju, kada Ax tezi 0, koli¢nik prirastaja funkcije i prirastaja argu-
menta, posmatramo u sledecoj definiciji.

U grani¢nom slucaju kada Az tezi 0, koli¢nik prirastaja funkcije i prirastaja argu-
menta, posmatramo u sledec¢oj definiciji.

Neka f :(a,b) - R ineka xy € (a,b). Prviizvod funkcije f u tacki z, se
definise kao
. flxo+ Az) — f(xg)
! —
fwo) = lim Ao :

ako ovaj limes postoji.
Izvod u tacki xy moze da se definise i na druge ekvivalentne nac¢ine, kao na primer,
x)— f(x

T—x0 r — Xy
Funkciju f nazivamo diferencijabilnom u tacki xo ukoliko postoji izvod f'(x¢) wu toj
tacks.

Ako na intervalu (a,b) koji je domen funkcije f postoji prvi izvod funkcije f u svakoj tacki
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intervala (a,b) onda definisemo funkciju f': (a,b) — R, koja svako x € (a,b) preslikava
u f'(x), i ovu funkciju nazivamo prvi izvod funkcije [ na (a,b).

Ako u nekoj tacki funkcije postoji izvod tada je funkcija i neprekidna u toj tacki.
Medutim, obrnuto ne vazi.

>
Na primer, funkcija f(z) = |z| = _i’ i;?) je neprekidna u tacki 0, jer je
h%l_‘r |z| = lir&x =0 i liI(I)l |z| = lir(l)q —z = 0. Grafik ove funkcije je dat na slici 16.

Sa druge strane, kada potrazimo prvi izvod u 0 vidimo da on ne postoji jer se odgovarajuca
leva i desna grani¢na vrednost razlikuju:

Azl — A Azl — —A
lim w: lim =X =13 lim w: T —

= —1.
Az—0+ Ax Az—0+ Az Az—0— Az Ar—0— Az

y=Ixl

\Z
=

Slika 16. Neprekidna funkcija koja nema prvi izvod u 0.

Jedan primer izvoda

Pokaza¢emo da brzina predstavlja prvi izvod funkcije predenog puta. Posmatrajmo
funkciju s(t), t > 0, koja predstavlja ukupnu duzinu puta koji je preden do vremena ¢
(od pocetnog trenutka ¢ = 0). Na primer, ako smo put od 75 km, Novi Sad - Beograd,
presli za sat vremena, prosecna brzina je bila 75 km/h. Znamo, da srednja brzina kretanja

u vremenskom intervalu (¢q,¢; + At) predstavlja koli¢nik:

s(ty + At) — s(t
duzina predenog puta kroz utroseno vreme, tj. jednaka je (t + A1) ( 1)_

Ukoliko nas interesuje trenutna brzina v(¢;), u trenutku ¢, jasno je da bi srednja

brzina na itervalu (¢;,¢; + At) kada duzina intervala At tezi 0, tezila trenutnoj brzini, u
S(tl -+ At) — S(tl)

trenutku ¢;, odnosno bila bi jednaka Alimo . Ukoliko poslednja grani¢na

vrednost postoji ona je jednaka (uporedite sa definicijom prvog izvoda funkcije f u tacki
xo) prvom izvodu funkeije duzine predenog puta u trenutku (tacki) ¢1: §'(t1) = v(tq).

2.2.1 Diferencijal funkcije i geometrijski smisao izvoda funkcije u tacki

Prvi izvod funkcije f(x) u tacki xg smo definisali kao graniénu vrednost kolicnika

f(xo+ Az) — f(z0)
Az

uocavamo da je koliénik

kada prirastaj argumenta Ax, tezi nuli. Ako analiziramo sliku 17,
f(zo + Az) — f(x0)

zapravo tangens ugla «, koji prava AB

x
(secica grafika funkcije) zaklapa sa pozitivnim delom z-ose. Medutim, kada prirasta]
nezavisne promenljive Ax tezi 0, tacka B tezi tacki A preko grafika funkcije f, a secica
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AB tezi tangenti t u tacki A grafika. Stoga, u grani¢nom slucaju, nagib secice tezi nagibu
tangente u tacki A:

o flwo+Ax) — f(zo)
tg 0 = lim Ay = f'(x0) -
Geometrijski smisao prvog izvoda funkcije f u tacki xg, je da predstavlja tangens
ugla koji tangenta u tacki A = (xo, f(z0)), grafika funkcije, zaklapa sa pozitivnim delom

I-0Sse.

)1
fx, 2}
St 18

H H ~
x, Xqax ~X

Slika 17. Prvi izvod funkcije u tacki xg

Diferencijal funkcije

Diferencijal nezavisne promenljive dx je jednak prirastaju nezavisne promenljive Az,
dok je diferencijal funkcije dy (ili df ) priblizno jednak prirastaju funkcije Ay = f(x +
Azx) — f(z). Preciznije,

o dr=Azx
o dy=f'(x)dx

Prirastaj funkcije Ay = f(z + Az) — f(z) na slici 17 jednak je duzini duzi BC,
dok je diferencijal funkcije dy jednak duzini duzi DC'. Diferencijal funkcije moze biti i
veéi i manji od prirastaja funkcije. Prirastaj funkcije je funkcija od prirastaja nezavisne
promenljive, i moze da se izrazi na sledec¢i nacin
Ay(Ax) = f(x+ Ax) — f(x) = f'(x)Ax + g(Ax) - Ax,
gde funkcija g(Ax) tezi 0 kada argument Az tezi 0. Na ovaj nacin, diferencijal funkcije
predstavlja linearan deo prirastaja funkcije u posmatranoj tacki .

Na primer, diferencijali funkcija f(z) = e* +sinx i g(t) = 3 su redom df =
(e"+cosx)dr i dg = 3t*dt (prve izvode pogledati u tabeli izvoda elementarnih funkcija).

Levi izvod funkcije f u tacki zy se definise kao

f(zo + Azx) — f(z0)
Ar—0— Ax ’

ako ovaj limes postoji. Dakle, Ax tezi nuli preko negativnih vrednosti.
Slicno, desni izvod funkcije f u tacki =z, se definise kao

f(2) = lim [z + Az) — f(x0)

Ax—0+ Ax ’
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ako ovaj limes postoji.

Potreban i dovoljan uslov da funkcija f ima izvod u tacki x = xy je da postoje i levi
i desni izvod u tacki z i da su jednaki, tj. f!(zo) = f’(z0). Tako na primer funkcija
f(x) = |z|, data na sl. 16, nema prvi izvod u 0 jer su u 0 levi i desni izvod razliciti.

Diferencijabilnost na intervalu
U opstem slucaju funkciju f nazivamo diferencijabilnom na:

e otvorenom intervalu (a, b) akko ima izvod u svakoj tacki intervala;

e zatvorenom intervalu [a,b] akko

— funkcija ima izvod u svim unutrasnjim tackama intervala (a,b);
— postoje desni izvod f! (a) u tacki a;

— postoji levi izvod f’ (b) u tacki b.

Funkciju koja ima neprekidan izvod na intervalu nazivamo neprekidno diferencijabil-
nom ili glatkom na intervalu. Kada govorimo o prvom izvodu funkcije f(z), ravnopravno
¢emo koristiti oznake f/'(z) 1 f. ili samo f’ ako se zna po kojoj nezavisnoj promenljivoj
vrsimo diferenciranje.

2.2.2 Izvodi elementarnih funkcija

Izvode slozenijih funkcija koje predstavljaju zbir, razliku, proizvod, kolicnik ili kom-
poziciju nekih jednostavnijih funkcija, mozemo dobiti na osnovu pravila datih u slede¢em
odeljku, uz dodatno poznavanje izvoda jednostavnijih funkcija. Stoga, izvode elemen-
tarnijih funkcija f(z), z € D dajemo u tabeli ' nize. Medutim, svaki od izvoda datih u
tabeli mogli smo da izracunamo po definiciji izvoda funkcije. Slede neki primeri:

Na osnovu definicije prvog izvoda funkcije u tacki * € R naéi¢emo (z"), n € N,
(sinz) i (e*).

Ax) — "
L. (z") = Alim0 (z+ Ax) *_ Po binomnom obrascu to je ekvivalentno sa:
T— e
. 2"+ nr" Ar + o+ nz(Ax)" T+ (Ax)" — 2
lim =
Az—0 o Ax
im 2 20 i (") 2" 2Ar 4+ lim (Az)"! =na"t,
Ax—0 AZE Az—0 2 Axz—0
2. Kako je sina — sin f = 2sin a—0 - COS a—;—ﬁ imamo
. sin(z+ Az) —sinz
(sinz) = AlAgBO N = N
2sin Tx - cos(z + 0.5Ax) sin =0
Alp}crilo Azx B Algﬂo Az ' Alggo cos(z +0.5A7) =
int 2
lim 20 . lim cos(x 4+ 0.5Az) = 1-cosz = cosz.

t—0 t Axz—0

15Ukoliko je domen D funkcije f neki pravi podskup skupa R to je u tabeli naznaéeno, sem u drugoj
vrsti, gde domen zavisi od parametra a.



Koristili smo smenu ¢ = Ax/2.

o ‘ 6x+Am s . . . eAm -1 .
3. (") = lim ——— = lim e’ lim =e".
Az—0 Ax Az—0 Az—0 Az

Tabela izvoda elementarnih funkcija
1. (K) = 0, K jerealna konstanta
2. (%) = az*!, a e R\ {0}

1
3. (Inz) =—, >0
x
1
4. (log,x) = ogae’ a#1l,a>0,2>0
x
5. (e*) = €7,
6. (a*) = a*lna, a>0, a#1
1
7. (arcsinz) = . el <1
1 — x2
, 1
8. (arccosz) = ———, 7| <1
1 —a?
9. (arctgzx) = !
& 1+ a2
1
10. tgx) =
(arcctg x) 22
11. (sinz) = cosz
12. (cosz) = —sinz
1 T
13. (tgx) = 5, T# 5 +2km keZ
cos®x 2
1
4. (ctgz) = ————, v# 7 +2kn, k€ Z
sin”

2.2.3 Pravila diferenciranja
Ako su funkcije f, ¢ i h diferencijabilne, tada vaze sledeCa pravila:
1. (K- f(x))=K-f(x), gdeje K proizvoljna konstanta ;
2. (f(x)£g(x) = fl(x) £4'(z);
3. (f(x)-g(x)) = f(x)-9(x) + f(2) - ¢'();

flx),  f'(x)-g(x) = f(r) g(x) . .
4. (g(w)) = @ g(xr) #0;

5. Akoje y= f(u) i u=g(x) tada je

flg(x)) = ['(g9(x)) g (x), odnosno y, =y, - u,
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Slicno, ako su y = f(u), u=g(v), i v=h(z) tada je
flg(h(@)))" = f'(g9)-g'(h)-W(z) odnosno y, =y, u,- v, .

Ovo dva pravila za kompoziciju dve i tri funkcije se nazivaju pravilima smene. Sli¢no
vazi i za kompoziciju vise od tri funkcije.
dz 1 , 1
— = ——, odnosno z, = — .
dy — dy Y
dx
e Ako je funkcija y = f(x) zadata parametarski: y = g(t) i x = h(t) tada je

e Neka je funkcija f(z) diferencijabilna, i f'(x) # 0, tada je prvi izvod njene inverzne
funkcije f~1(x)
—1y\/ o 1
U= Fw)
Slicna pravila vaze i za diferencijale funkcija. Na primer, d(f(z)-g(z)) = d(f(x))g(x)
+ d(g(x))f(z) = (f'(z)-g(x) + f(z) - g'(x))dz.

[lustrova¢emo neka od pravila diferenciranja na primerima:

pravilo 2.: Prvi izvod funkcije y = f(z) = bx — cosz + e* + 9 je
y'(z) =5(z) — (cosz) + () + (9) =5 +sinz + e”.

pravilo 3.: Izvod proizvoda funkcija 322 i sinz je
(322 -sinz) = 3(z?) - sinz + 3z% - (sinx)’ = 6x - sinx + 322 - cos .

pravilo 4.: Izvod koli¢nika funkcija 3z% i sinx je
( 3z, 3(2?) -sinx — 32 (sinz) 6z —32? - ctgx

)
pravilo 5.: Ako je funkcija y(z) kompozicija funkcija y = f(u) =Inuiu = g(z) = 2° tada
. 1 504 5
je v (x) =y (u) - u(x) = f'(u) ¢'(x) = a5x4 =5 =
pravilo 7.: Neka je kruznica polupreénika 5 zadata parametarski sa y = Hsingp, x =
5 cos ¢, tada je prvi izvod funkcije y(z) u tacki x(p) jednak

, y'(p) _ Scosyp
Y (z(p)) v(g) ~ —bsing) ctg @
pravilo 8.: Pokazali smo da je (sinz)" = cosz. Nadimo izvod inverzne funkcije arcsin z. Po

sinx sin? sinx

pravilu 8. imamo (arcsinz)’ = . Kako je cos(arcsin z) = /1 — sin’(arcsin ) =

V1 — 22 sledi

(arcsinz) =

cos(arcsin z)

1
V1—a22



43
2.2.4 1Izvodi viseg reda

Neka je f'(z), x € (a,b), izvodna funkcija diferencijabilne funkcije f. Tada drugi izvod
funkcije f u tacki xo definisemo kao prvi izvod (ukoliko postoji) izvodne funkcije f' u

tacki xq: " ALY - [(a0)
N . To+ Ax) — ['(xg
(f')(zo) = lim A :

Drugi izvod funkcije f u tacki xy oznacavamo sa f”(xq). Ukoliko je funkcija f” difer-
encijabilna na nekom skupu A, sa f” oznacavamo izvodnu funkciju funkcije f’; koja svaki
element x € A preslikava u f”(x). Funkciju f” : A — R nazivamo drugi izvod funkcije f.

Opétije, na slican nacin, definige se i n-ti izvod f™, n > 1, funkcije f, ukoliko postoji
(n — 1)-vi izvod f=Y(z) funkcije f i ako je on diferencijabilna funkcija:

FO ) = (7O (w) = i L@ AD) = ST

Az—0 Azx

Mnoge funkcije imaju n-ti izvod za svako n € N u svakoj tacki njihovog domena
definisanosti. Na primer, za n € N, zadovoljeno je (¢*)™ = e*, kao i

sinx, n =4k cosx, n =4k
sin™ 4 — cosr, n=4k+1 cos™ o — —sinx, n=4k+1
—sinz, n=4k+2 —cosx, n=4k+2 ’
—cosx, n=4k+3 sinz, n=4k+3

za k € Nj.
U fizickim i hemijskim procesima se izvodi funkcija ¢esto pojavljuju. Ubrzanje je na
primer, drugi izvod funkcije predenog puta u zavisnosti od vremena.

2.2.5 Lopitalovo pravilo

Ako postoje f'(x) 1 ¢'(z), tada je Cesto jednostavnije naéi neke grani¢ne vrednosti oblika
lim @ i lim M koris¢enjem sledecih teorema:

e g(x)  w=o0 g(x)

Lopitalovo pravilo

1. Neka su funkcige f(x) i g(x) diferencijabilne na intervalu (a,b), pri cemu je ¢'(x) # 0,
z € (a,b). Neka ¢ € [a,b] i neka su ispunjena sledeca dva uslova

e kada x teZi c, obe funkcije f(x) i g(x) teZe ili ka 0 ili ka oo,

/!
e postoji granicna vrednost lim f/ (:,1:)
a—e g'(x)

Tada je /
lim /() = lim f'()

e gla) oo gla)

Lopitalovo pravilo

2. Neka su funkcije f i g diferencijabilne na intervalu (a,400) (odnosno, (—oo,b)), pri
cemu je ¢'(x) # 0, za © € (o, 400) za neko a > a (odnosno, za v € (—o0,3) za neko
B <b). Neka su ispunjena sledeéa dva uslova
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o kada x teZi +o0o (odnosno —oo), obe funkcije f(x) i g(x) teZe ili ka 0 ili ka oo,

!/ !
e postoji graniéna vrednost lim f/(x) (odnosno lim f/(a:))
v—+oo g'(z) G

Tada je

lim M: lim J'w) (odn. lim Jx) lim f’(:c))

z5+oo g(x) T+ g’(g;)

o—=c0 g(x)  e—=c0 g'(x)

Neodredeni izrazi

U Lopitalovim pravilima se pojavljuju neodredeni izrazi koji su oblika “6”, “—7,
00
Osim, ovih neodredenih izraza, postoje i slede¢ih 6 neodredenih izraza: “0-00”, “co—o0”,

“007, “oP ) “0%°” { “1°°” koji mogu manjim transformacijama da dobiju oblik pogodan
za primenu Lopitalovog pravila.

Primeri.

1. Neodredeni izraz oblika “0 - o0” jednostavno svodimo na bilo koji od neodredenih
igraza “27 ili “9”. Koji od njih ¢emo izabrati zavisi od jednostavnosti odgovarajuc¢ih
prvih iZ\?c?da. Na primer, )

Jig e = iy 75 =l s = g =0

¢

2. Neodredeni izraz oblika “co — 00” svodimo na oblik “0/0”, pogodan za primenu

Lopitalovog pravila:

_ 1 1 . 2? —sin’x
z—=0'simn“xr T z—0 x“sSIn“x .
. c e . . sImx . . ..
Sada mozemo koristiti poznatu grani¢nu vrednost hII(l) = 1, a zatim primenjujemo
r— x
cetiri puta prvu Lopitalovu teoremu dok se ne eliminise nula u imeniocu:
. 2 —sin’x | 2?—sin®z  2? . 2t —sin’x x|,
lim ———— = lim 1 ) :hm—4-hm, ) =
z—0 x?sin” x a—0 x sin“x  =—0 x z—0 sin
. 2w —2sinx-cosx . 2x —sin2x . 2—2cos2x
lim =lim———=1lim——— =
z—0 . 473 z—0 43 z—0 1222
4sin 2x . 8cos2x 1
im =lim —— = —.
z—0 24x z—0 24 3
3. Kako je % = (e"®)® = ¢¥"% mozemo neodredeni izraz lim x” oblika “0°7 svesti

z—0+

. o0 ;. ..
na oblik “—” na slededi nacin:
00

' . Inz
lim zlnx xli%gr 1z ]
11%1 x¥ = er—0+ =e L pri éemu smo koristili stav o osobinama limesa.
r—0+
Na eksponent sada mozemo direktno primeniti Lopitalovo pravilo
Inx , 1/z

— im ——— = lim —z = 0.
z—0+ l/x r—0+ —1/I2 r—0+

Konaéno, imamo da je lim 2% = e° = 1.
z—0+

.. . . .. o0 .
4. Neodredeni izraz oblika “c0®” svodimo na neodredeni izraz “—7”. tako §to prvo
)

logaritmujemo izraz i svedemo ga na oblik “0 - 00”, a zatim postupimo kao u primeru
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. . . 1 . y .
1. Recimo, grani¢nu vrednost lim (e3* — 52)7, nalazimo tako §to prvo nademo graniénu

Tr—00

vrednost logaritma podlimesne funkcije

1 1 3m_5 33:}0_5 93m 2733:
lim — In(e* —5z) = lim In(e™ — 52) = lim % —lm o = lim =
T—00 I T—00 L T—00 6396 — b T—00 36336 -5 T—00 96393
Sledi da je lim (e** — 5z)+ = €”.

2.2.6 Teoreme o srednjoj vrednosti za izvode

Rolova teorema
Ako je funkcija [ neprekidna na intervalu |a,b], diferencijabilna na intervalu (a,b), i
ako je f(a) = f(b) =0 tada postoji tacka ¢ koja pripada (a,b) tako da je:  f'(c) = 0.

D f) b)

o

Slika 18. Tlustracija Rolove i Lagranzove teoreme

Kako geometrijski prvi izvod u tacki predstavlja nagib tangente kroz odgovarajuc¢u tacku
grafika funkcije, to znac¢i da Rolova teorema tvrdi da postoji tacka (¢, f(c¢)) na grafiku
funkcije f kroz koju je tangenta na grafik paralelna sa xz-osom (slika 18.a). Tacka ¢ ne
mora biti jedina tacka na intervalu (a, b) u kojoj je prvi izvod funkcije f jednak nuli.

Lagranzova teorema o srednjoj vrednosti
Ako je funkcija f neprekidna na [a,b] i diferencijabilna na intervalu (a,b) tada postoji
tacka c koja pripada (a,b) tako da je

fb) = f(a)

(]

Kako kolicnin 10 = 1(2)
b—a

(slika 18.b) predstavlja nagib secice AB  (koordinate tacaka

su: Ala, f(a)), BI(b, f(b))), sledi, po Lagranzovoj teoremi, da postoji bar jedna tacka c
na intervalu (a,b), takva da je tangenta u tacki C(c, f(c)) paralelna sa sec¢icom AB (sl.
18.b).

Rolova teorema je specijalan slucaj LagranzZove teoreme o srednjoj vrednosti kada je
fla) = f(b).
Tejlorova teorema o srednjoj vrednosti
Ako funkcija f ima neprekidne sve izvode do n-tog reda na intervalu |a,b] i ima izvod
fO*Y na intervalu (a,b), zan € N, tada postoji tacka c koja pripada (a,b) tako da
je za svako x € [a,b]:
P OICED f"(a)(z — a)"

ST + ...+ ] + R,

f(@) = fla) + f'(a)(x — a)
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gde je R, ostatak 1 moZe da se zapise u LagranzZovom obliku:

_ [0 (e) w1
Sy g ST (x —a)"" .

Primetimo da je Tejlorova teorema o srednjoj vrednosti uopstenje Lagranzove teoreme.
Lagranzova teorema nastaje u slucaju kada je n = 0 u Tejlorovoj teoremi i x = b. Tada

e f0) = fla) + By i By= 11020
Tejlorov razvoj funkcije f

Ako su tacke x i x iz intervala (a,b), tada direktnom primenom Tejlorove teoreme
imamo Tejlorov razvoj funkcije f sa ostatkom:

f" (o) (x — w0)?

f(z) = fzo) + f'(wo)(x — 20) + 5 ot
S (o) (@ — o)™ fOD(e) (2 — mp)" !
n! + (n+1)!

Ukoliko je zadovoljeno da je lim, ., R, = 0, tada se red koji dobijamo naziva Tejlorov
razvoj funkcije f u tacki x.

Primetimo da se u prethodnoj teoremi vrsi razvoj funkcije f u polinomnu funkciju u
tacki xg.

Ako je specijalno xy = 0, tada govorimo o Maklorenovom razvoju funkcije.

Na primer, Maklorenov razvoj funkcije e’ je

0
e? = e’ —l—ex—i——x —i——x—l— Zk"

21
Maklorenov razvoj funkcije sinx je
) . —sin0 4 —cos0 4
sinez =sin0+ cos0 = + o T 3l
3 5 7 § (_1)kx'2k+1

X Xz xz
R R R PRy

Maklorenov razvoj funkcije cos x je
—cos0 5, sin0 4

cost = cos0 —sin0 z + o T+ i P+ .=
. {E2 N $4 xﬁ . e (_1)kx2k
20 4l 6! — (2k)!
Vrednosti trigonometrijskih funkcija sinx, cosx, ... na digitronima i racunarima up-

ravo i dobijamo tako $to u zavisnosti od potrebne preciznosti aproksimiramo funkcije sa
odgovarajuéim brojem sabiraka u Maklorenovom polinomnom razvoju ovih funkcija (npr.
sinz ~x —2%/6, cosx ~ 1 —2?/2 4+ x'/24) i zatim ratunamo vrednosti tih polinoma.

2.3 Primena izvoda na ispitivanje osobina funkcija

Neke osobine funkcije f : A — B, kao sto su:

e fjeparna ako je f(—z)= f(x), zasve z € A, A simetrican skup;



47

e [ je neparna ako je f(—z)= —f(z), za sve x € A, A simetrican skup;

e f je periodic¢na sa osnovnim periodom p, ako je p minimalan pozitivan realan broj
tako da je

(Vz,x+peD) flx+p)=f(r)

e f raste (opada) na intervalu [a,b] ako je za svako x1,29 € [a,b] zadovoljena
implikacija 1 < g = f(21) < f(22) (x1 < o = f(21) > f(22))

utvrdujemo direktnom proverom. Parne funkcije (na primer, parabole sa temenom na
y-osi, cosz), imaju grafik simetrican u odnosu na y-osu, dok su neparne funkcije (
23, L sinz,...) centralno simetricne u odnosu na koordinatni pocetak. Trigonometrijske

) )
funkcije su periodi¢ne, i njih je dovoljno ispitivati samo na intervalu (0,p) 6. Rast i
opadanje funkcije je nesto teze ispitivati direktnom proverom.

2.3.1 Rast i opadanje funkcije i prvi izvod funkcije

Ako je funkcija diferencijabilna na intervalu (a, b) tada rast i opadanje funkcije mozemo
ispitati i na osnovu znaka prvog izvoda na intervalu. Preciznije, vazi sledec¢e tvrdenje:

Neka je funkcija f diferencijabilna na (a,b). Tada vaZe sledeée implikacije:

1. Ako je f rastuca na (a,b), sledi da je f'(z) > 0 za svako x € (a,b).

2. Ako je f opadajuéa na (a,b), sledi da je f'(x) <0 za svako x € (a,b).

3. Ako je f'(x) > 0 za svako x € (a,b), sledi da je f(x) rastuca na (a,b).

4. Ako je f'(x) <0 za svako x € (a,b), onda je [ opadajuéa na (a,b).

Dokaza¢emo samo implikacije 1. i 3., jer se implikacije 2. i 4. slicno dokazuju.
Dokaz 1. Neka su x,x + Az € (a,b) i neka je Az > 0 tada je zbog rasta funkcije f,
f(z + Az) — f(z) > 0, $to implicira da je i kolicnik

[z + Az) — f(z)
Ax

f(x) < 0, pa je opet

> 0. Sli¢no, ako je Az < 0 tada je zbog rasta funkcije f, f(x + Ax) —
flz+ Az) — f(z)

preko brojeva vecih i preko brojeva manjih od 0, vazi da je
. flz+Az) — f(x)
!
= > .
f'(z) A13161110 ” >0. O
Dokaz 3. Neka su xq,29 € (a,b) i neka je x; < x9. Kako su uslovi Lagranzove teoreme

zadovoljeni 1 na intervalu [z, 23] sledi da postoji tacka ¢ € (z1,x2] C (a,b) tako da je
f(z2) = f(z1) = f'(c)(x2a—21). Postosui f'(¢) >0ixg—x; >0tojei f(z2)— f(z1) >0,
Sto je i trebalo dokazati. [J

> 0. Zato u grani¢nom slu¢aju kada Azx — 0 i

6gde je p njihov osnovni period.
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2.3.2 Ekstemne vrednosti i izvodi funkcije
Neka tacka zo € (a,b) C D, gde je D domen funkcije f. Tada je f(x0)
e lokalni minimum funkcije f ako je Vx € (a,b) f(x) > f(xg) ;
e lokalni maksimum funkcije f ako je Va € (a,b) f(x) < f(xo).
Ekstremne vrednosti (ekstremi) funkcije f su svi lokalni minimumi i maksimumi

funkcije na celom domenu definisanosti. Globalni maksimum (minimum) funkcije f je
njena najveéa (najmanja) vrednost na celom domenu (oblasti definisanosti).

YA a) b) »4

max
\ ’
-] X

min

V=

Slika 19. Primeri funkcija sa i bez ekstrema

Jasno je da bi u nekoj tacki neprekidna funkcija imala ekstremnu vrednost (sl. 19.a)
mora iz rasta da prede u opadanje (maksimum) ili iz opadanja da prede u rast (minimum).
Kako rast funkcije prati pozitivan (a opadanje negativan) prvi izvod, za ocekivati je da
je potreban uslov za ekstrem u tacki xy da je f'(z¢) = 0. Medutim, to nije i dovoljan
uslov: recimo, u 0 funkcija 2% ima prvi izvod jednak 0, ali nema ekstemnu vrednost. Na
slici 19.b vidimo da funkcija y = 2® nema ekstremnih vrednosti jer na celom domenu
definisanosti R stalno raste.

Sledece dve teoreme daju potrebne i dovoljne uslove da funkcija u tacki zo € (a,b)
ima lokalni ekstrem:

Neka je funkcija f diferencijabilna na (a,b) tada je potreban uslov da u tacki xy € (a,b)
funkcija f ima ekstrem,

1. f/(JJ()) = 0.
Ako je dodatno zadovoljeno i
2. f'(x) menja znak u okolini tacke xy,

to je dovoljno da u tacki xg funkcija f ima ekstrem.

Preciznije, ako je u nekom intervalu levo od xy, f'(x) < 0, a u nekom intervalu
desno od xy f'(x) > 0, tada je f(xo) lokalni minimum, u suprotnom radi se o lokalnom
maksimuma.

Ipak prethodnom teoremom nisu obuhvaéeni svi slucajevi. Na primer, funkcija f(z) =
|| jeste neprekidna na celom skupu realnih brojeva, i diferencijabilna u svim tackama sem
u 0. Uslov 2. prethodne teoreme u okolini tacke 0 jeste zadovoljen, uslov 1. nije, a f(0)
je minimum funkcije f. Ova situacija moze da se uopsti za neprekidne i diferencijabilne
funkcije na otvorenom intervalu u svim tackama sem u tacki u kojoj se postize ekstrem,
pri ¢emu je ispunjen uslov 2. prethodne teoreme.
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Ako funkcija dodatno ima i drugi izvod mozemo da koristimo sledece tvrdenje.

Neka je funkcija f neprekidna i dva puta diferencijabilna na (a,b), i neka je u tacki
zo € (a,b)  f'(x9) =0 (uslov 1 prethodne teoreme). Tada je dovoljan uslov da funkcija
f ima ekstrem u tacki xo da je

f”(ilf[)> 7’é 0.

Preciznije, ako je f"(x¢) > 0, tada u xo funkcija f ima lokalni minimum, dok, u suprot-
nom, ako je f"(xq) <0, tada funkcija u xo ima lokalni maksimum.

2.3.3 Konkavnost, konveksnost i prevojne tacke

Funkcija f je konkavna ili ispupéena na intervalu (a,b) (sl. 20.b) ako je za svako
x € (a,b) grafik funkcije ispod bilo koje tangente na grafik u okviru razmatranog intervala.
Konveksnost ili udubljenost funkcije znaci da je grafik funkcije iznad tangente (sl. 20.a).

Na primer, funkcija sinz je konkavna na intervalu (0,7), a konveksna na intervalu
(m,2m).

Tacka prevoja funkcije je tacka u kojoj funkcija prelazi iz konkavnosti u konveknost
ili obrnuto. Recimo, 7 je jedna od prevojnih tacaka za funkciju sinx.

Ove dve definicije konkavnosti i konveksnosti su geometrijski jasne, ali nisu jednostavne
za ispitivanje, Sto nije slucaj sa slede¢om ekvivalentnom definicijom:

Diferencijabilna funkcija f je konkavna na intervalu (a,b) ako za svako x1,xs € (a,b)
vazi

f(@1) + fla2) < f($1 + 372)'
Diferencijabilna funkcija f je konveksna na intervalu (a,b) ako za svako xq,x9 € (a,b)
vazi

f(z1) 12L f(z2) > f(l"l—gﬂ?z)'

Vo s )

. > x

Slika 20. Konveksna i konkavna funkcija

U narednoj teoremi koristimo drugi izvod funkcije za utvrdivanje konveksnosti, konkavnosti
i prevojnih tacaka funkcije.
Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na (a,b).

o Ako je (Vx € (a,b)) f"(z) >0, tada je f konveksna (udubljena tj. oblika —) na
(a,b).

o Ako je (Vx € (a,b)) f"(z) <0, tada je f konkavna (ispupcena tj. oblika —~) na
(a,b).



50

o Ako je funkcija f konveksna na (a,c), a konkavna na (c,b), ili obrnuto, za neko
¢ € (a,b), tada je c tacka prevoja funkcije f.

e Uslov f"(c) =0 je potreban a ne i dovoljan da tacka (c, f(c)) bude prevojna tacka
grafika funkcije f.

Na primer, funkcija f(z) = 22 ima drugi izvod f”(x) = 2, € R i ona jeste udubljena
(= konveksna) na celom domenu, dok funkcija g(z) = —z? ima drugi izvod negativan, i
ona je konkavna. Funkcija h(x) = 2% ima drugi izvod h"(x) = 6z. Za x < 0, b"(x) < 0 i
funkcija je konkavna, a za x > 0, h”(z) > 0, i funkcija je konveksna (videti sliku 10.b u
prethodnom odeljku). Tacka (0,0) je prevojna tacka grafika.

Primetite da udubljenost (konveksnost) i ispupcenost (konkavnost) ne moraju da budu
jasno uocljive na grafiku kao sto je slucaj na slici 20. Na primer na slici 19.b funkcija je
konveksna (~—) za x € (0,400) i konkavna (—~) za x € (—00,0), a udubljenost za = > 1 i
ispupcenost za x < —1 jedva da je uocljiva na grafiku.

2.3.4 Crtanje grafika funkcije

Sva poglavlja ove glave su ispricana sa ciljem da imamo alat da samostalno nacrtamo grafik

neelementarne funkcije. Grafici elementarnih funkcija su sadzaj sledeé¢e glave. Funkcija

sin4x
f(z) = T2 nije elementarna i njen grafik je nacrtan u programu Cinderella a zatim
x

doraden u programu CorelDraw (Sl. 21).

e =[lokalni maksimumi
o = Jokalni minimumi

()= sin(4x)/(x" +1)

e = nule funkcije o
o =|prevoji

in 4
Slika 21. Grafik neparne funkcije f(z) = fli -
s

Ukoliko bi koristili jednostavni i besplatni interaktivni geometrijski softver Cinderella
[22] nemackih autora Jurgen Richter-Geberta i Ulricha Kortenkampa dovoljno bi bilo da
znamo sve Sto je izneto u prethodnim poglavljima ove glave, a zatim prouc¢imo uputstva
programa Cinderella, potom znamo ponesto i o programiranju i otkucamo odgovarajuce



51

komande za crtanje grafika i obelezavanje tacaka na grafiku u kojima funkcija ima nule,
lokalne eksteme i prevoje pa da dobijemo grafik kao na slici 21. Za razliku od softvera
Cinderella ¢ije moguénosti su skromne, sofverski paketi Mathematica [32] i MathCad [14]
su moc¢ne alatke u kojima je implementirano svo gradivo ovog udzbenika i sav preostali
ogromni matematicki aparat.

in 4
Sa grafik funkcije f(z) = i q; na sl. 21 uocavamo sledece:

1+
e Domen je D C R.

e Grafik je centralnosimetrican u odnosu na koordinarni pocetak O(0,0). Tako su

sledeéi parovi tacaka medusobno centralno simetricni Ai A", Bi B, C'i (', .... To
_ sind(—x)  sindx
Sl (—2)2 142

znaci da je funkcija neparna f(—z) = —f(z) jer je f(—x)

e Grafik ima bezbroj preseka sa z-osom zbog ”talasanja oko x-ose sa sve manjom
visinom talasa”, tj. bezbroj nula ( C, C’, O...). Sve nule dobijamo resavanjem
jednacine

sindr = 0,
L y . km
a reSenja su tacke zy iz skupa {zy | rx = R ke Z}.

e Zbog talasanja ima bezbroj intervala (xy,zr41), k € Z 1 k paran broj na kojima je

funkcija pozitivna ili negativna na (g, xxy1), £k € £ i k neparan broj. Primetimo

in4
da su duzine svih ovih intervala jednake E, ali da ipak funkcija f(x) = A nije
4 5 14 a2
periodi¢na. Funkcija sin 4x jeste periodicna sa periodom Iﬂ = g, ali zbog deljenja

sa sve vecom i veéom vrednoséu 1 + 22 kad x — oo amplitudal” se sin 4z se sve
viSe smanjuje 1 tezi 0.

e Horizontalna asimptote ipak nije z-osa, tj. prava y = 0 kad x tezi oo jer

. sindx . (sindx) . 4dcosdx . (2cosdx) _ ,
lim = lim ——— == lim im ———— = lim 8sin4xz,
z—+o00 | + .1'2 r—+o00 (1 -+ 1‘2)/ r—+o00 21 r—+o00 ([Ij)' r—+o00

zbog stalnog oscilovanja sin 4 nema konvergencije.

e Ekstremnih tacaka minimuma (D, A’...) i maksimuma (D', A...) ima bezbroj
(prebrojivo).

e Slicno i prevojnih tacaka (E, B, O, B, E'....) kao i intervala konveksnosti i
konkavnosti ima bezbroj.

7 X

Naravno mnogo je jednostavnije ”¢itati” informacije sa ve¢ postojeceg grafika kao Sto
sin 4z
je malopre uradeno za funkciju f(xr) = —— na sl. 21.
1+ a2
Da bi se naskicirao grafik nepoznate funkcije ukoliko ne koristimo neki program potrebno

je odrediti:

17 Amplituda je najveée rastojanje oscilujuéeg tela od ravnoteznog polozaja. Kod oscilatornih funkcija
sin x, sin 4x, cos x, ... amplituda je 1.
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. domen D C R (skup tacaka u kojima je funkcija definisana);
. parnost ili neparnost i periodi¢nost (uvod ovog odeljka);

. nule (tacke iz D u kojima je vrednost funkcije nula = tacke preseka grafika funkcije

sa z-osom);

. znak funkcije (intervale iz domena u kojima je funkcija pozitivna ili negativna);
. asimptote (odeljak 2.1.1);

. ekstremne tacke (tacke unutar nekog podintervala iz D u kojima je vrednost funkcije

maksimalna ili minimalna);

. intervale konveksnosti i konkavnosti iz D kao i tacke prevoja.



53

Glava 3.

3 Elementarne funkcije i njihove transformacije

3.1 Prave - linearne funkcije

Opsta linearna funkcija je oblika
plr)=a-z+0b, a,beR,

gde su koeficijenti a i b neki realni brojevi. Grafik linearne funkcije je prava linija (sl. 22).
Uoc¢imo osobine linearnih funkcija:

e Ako je a = 0 grafik je horizontalna linija: takva je na primer linearna funkcija
ps(x) = 1,5 na sl. 22. nacrtana tirkiznom linijom.

e Ako je b = 0 grafik je prava koja prolazi kroz koordinatni pocetak, kao na primer
linearna funkecija py(x) = = na sl. 22. nacrtana isprekidanom crvenom linijom. Ova
prava je znacajna za medusobno inverzne funkcije jer je ona osa simetrije njihovih
grafika.

e Ako je a > 0 funkcija je rastu¢a na celom domenu - crvene prave ps(z) i ps(z) na
sl. 22, imaju tu osobinu.

e Ako je a < 0 funkcija je opadajuca na celom domenu - plave prave p;(z) i p2(x) na

sl. 22.
p.(X)= -x/4 y pilf 1, 1P
7,007 4+ 5
pi(%)= 2x+4 A NN
p4(_x): X 3 3 NIRRT
B 1.5 ‘ A)F ILLS
>< —2- Ya.
\\}“/! 2 3 ;x
'/
 AEERNEE
. ~—__| P,
/ -y 7 EXom
/ 4

Slika 22. Grafici 5 linearnih funkcija py(z), po(z), ps(x), pa(x) i ps(z) u
Dekartovom koordinatnom sistemu.
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e U tacki sa koordinatama (0,b) grafik linearne funkcije p(z) sece y-osu.

b
e U tacki sa koordinatama (——,0) za a # 0 grafik funkcije p(z) sece z-osu.
a

e Domen linearne funkcije p(z) je skup R, ekstremnih i prevojnih tacaka nema, kao i
intervala konveksnosti i konkavnosti.

Da razjasnimo - grafik svake linearne funkcije je prava, a nema svaka prava u ravni
linearnu funkciju za "podlogu”. Tako na primer vertikalna prava koja prolazi kroz tacku
sa koordinatama (4,0) i ¢ija je jedna¢ina x = 4 nije linearna funkcija jer ne mozemo
da izrazimo zavisnu promenljivu y preko nezavisne z posto y uzima sve moguce realne
vrednosti za * = 4. Naravno ukoliko bi zamenili koordinatne ose i proglasili da je y
nezavisna a x zavisna promenljiva sve bi bilo korektno.

3.1.1 Dve prave - presek, paralelnost i ortogonalnost

Koordinate tacke koja je presek dve prave odreduju se reSavanjem linearnog kvadratnog
sistema (dve jednacine prave sa dve nepoznate x i y). Na primer, prave ps i ps na sl. 22 se
seku. Njihove jednac¢ine su redom y = 2x — 4 i y = x. Zamenom druge jednacine u prvu
dobijamo jednu jednac¢inu sa jednom nepoznatom x = 2z — 4. Njeno reSenje je x = 4.
Kako je y = x, tacka preseka je (4,4)=ps U py.

U nekim slucajevima ne moramo da resavamo sistem od dve linearne jednacine sa dve
nepoznate da bi smo odredili tacku preseka dve prave. Na primer na sl. 23 obe linearne

funkcije l4(x) = —% i lg(z) = 42 imaju slobodni koeficijent jednak 0, tj. b = 0 - te njihovi

grafici prolaze kroz koordinatni pocetak O(0,0) i naravno on je tacka preseka njihovih
pravih.

L(x)=-x/2+4 I(x)=4x L(x)= 2x-2

L(x)=2x-4=2(x41)-2

L(x)= -x/4=+(x+8)/4-2=[(x-8) Lx)=L(x:1)

A 4

L(x)=1x/4-2

Slika 23. Paralelne i ortogonalne prave: ly(x), lo(z), l3(z), ly(x), l5(z) 1 lg(x).
Dve linearne funkcije

ll(:v):a1~x+b1 ilg(x):CLQ'ZC—l-bz
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Ssu

1. paralelne ukoliko su im koeficijenti uz x jednaki tj.

ap = Qasq.

2. ortogonalne ukoliko su koeficijenti takvi da je zadovoljeno

ay 'G2:—1.

Zato koeficijente uz x nazivano koeficijentima pravca prave. Ako bi prava bila zadata
kao skup tacaka u ravni koje zadovoljavaju linearnu jednacinu ax + by + ¢ = 0 tada je

¢ koeficijent pravca za b # 0.
Tako su prave ly(x) i l3(x) medusobno paralelne $to se oznacava sa lo(z) || I3(x), njihov
koeficijent pravca je 2, kao Sto su paralelne i prave l5(x) || l4(x), obe sa koeficijentima

pravca od —1 (sl. 23). Na prave ly(x) i l3(x) je ortogonalna prava [ (z) sa koeficijentom
1
pravea —c, dok je na prave ly(z) i I5(x) ortogonalna prava lg(x) sa koeficijentom pravca

1 1
4 jer vazi da je 2 - (—5) = —1 odnosno ~1 4=—1.

3.1.2 Nagib linearne funkcije

Apsolutna vrednost |a| koeficijenta pravca a linearne funkcije [(x) = a-x + b je nagib
prave [. Sto je nagib vedi to je prava ”strmija”. Tako na sl. 23 prave po nagibu su
od najstrmije ka najhorizontalnijoj poredane redom:

1 1
lg(z), la(x), li(x), ly(x) jer suim nagibi u odnosu 4 >2>|— §| > | — Z|

Naravno medusobno paralelne prave ly(x) i Il3(x) kao ly(z) i l5(x) uvek imaju isti
nagib.

Isti nagib mogu da imaju i medusobno ortogonalne prave. Na primer prave po(z) =
—z + 31 py(xr) = x nasl. 22. su ortogonalne —1 -1 = —1 i imaju jednak nagib | — 1| =
|1| = 1. Medjutim kako su im koeficijenti pravca razli¢itog predznaka prava py se spusta
a prava ps penje.

Zadatak.
1. Smislite novi primer medusobno ortogonalnih pravih sa jednakim nagibom.

3.2 Translacije grafika funkcije u pravcu osa
Uopsteno vazi da:

1. (sl. 24.b) grafik funkcije f(z +a), a € R se poklapa sa transliranim grafikom
funkcije f(z) u pravcu z-ose za vektor translacije @ = (—a,0), koji je paralelan
sa r-osom i ima duzinu (=intenzitet) jednaku |a|, dodatno

(a) ako je realni broj a > 0 smer vektora translacije @ je suprotan od pozitivnog
smera r-0se;
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(b) za a < 0 smer vektora @ je isti kao i smer z-ose;

2. (sl. 24.a) grafik funkcije f(z) +b, b € R se poklapa sa transliranim grafikom
funkcije f(z) u pravcu y-ose za vektor b = (0, b) koji je paralelan sa y-osom i
ima duzinu jednaku |b] i

(a) ako je broj b > 0 smer vektora translacije I;je isti kao i smer y-ose;

(b) za b < 0 smer vektora b je suprotan od pozitivnog smera y-ose.

Slika 24. Translacije grafika funkcije f(x) po osama.

Poznato je da je translacija izometrijska transformacija, sto znac¢i da ocuvava sve
mere (duzinu, povrsinu, zapreminu, oblik) i da su translirani objekat i polazni objekat
medusobno podudarni a razli¢ito pozicionirani u ravni ili u prostoru i pri tom obavezno
paralelni.

Dakle ukoliko imamo dva paralelna i podudarna objekta uvek postoji vektor translacije
koji jedan od njih translira u drugi. Tako za paralelne prave ls(z) || I3(x) vazi da I3(x)
dobijamo translacijom ly(z) u pravcu i smeru z-ose za vektor duzine 1, jer je l3(x) =
lo(x—1) te je po 1. a = —1 (pazljivo pogledati sl. 23). Sli¢no l4(z) dobijamo translacijom
I5(x) u pravecu i smeru x-ose za vektor duzine 8, jer je l5(z) = l4(x —8) te je po 1. a = —8.

Naravno translacije ovih medusobno paralelnih pravih mogli smo da izvrsimo i u pravcu
y-ose 1 to:

e [3(x) dobijamo translacijom ls(z) u praveu i suprotnom smeru od smera y-ose za

vektor duzine 2, jer je l3(x) = ly(x) — 2 te je po 2. b= —2;

e grafik l5(x) dobijamo translacijom [3(x) u pravcu i smeru y-ose za vektor duzine 2,
jer je ly(x) = lo(x) + 2 te je po 2. b=2;

e [5(x) dobijamo translacijom grafika Il4(z) u suprotnom smeru a istom pravcu u
odnosu na smer i pravac y-ose za vektor duzine 2, jer je ls5(z) = ly(z) — 2 te je
po 2. b= —2;

e [5(x) dobijamo translacijom l4(z) u pravcu i smeru y-ose za vektor duzine 2, jer je
l4(x) = I5(x) + 2 te je po 2. b=2;
i dodatno jos u pravcu x-ose vazi
e grafik [5(x) dobijamo translacijom grafika l3(x) u pravcu i suprotnom smeru od z-ose

za vektor duzine 1, jer je lo(x) = l3(x + 1) (proverite!) te je po 1. a = 1,

e grafik [5(x) dobijamo translacijom grafika [5(x) u pravcu i suprotnom smeru od z-ose
za vektor duzine 8, jer je ly(x) = l5(x 4+ 8) te je po 1. a = 8.
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3.3 Kvadratne funkcije - grafik parabola

Linearne i kvadratne funkcije su specijalan slucaj stepenih funkcija (Glava 4) koje su
takode elementarne funkcije ali smo im posvetili posebnu Glavu.

Grafik bilo koje kvadratne funkcije je parabola. Svaka parabola ima jedno teme T
Teme je jedina tacka na grafiku u kojoj kvadratna funkcija ima ekstrem. Ukoliko je u
pitanju minimum (kao kod funkcija od ky — ks, ko i k11, sl. 25) grafik kvadratne funkcije
je konveksan na celom domenu, inace je konkavan za maksimum u temenu (kg, k7, ks
i k1p na sl. 25). Ako je teme parabole smesteno u koordinatnom pocetku O kazemo da
je u pitanju temena parabola. Na slici 25 su prikazani grafici slede¢ih 11 kvadratnih
funkcija.

e ki(r) = 2? je osnovna temena parabola
o ky(r) = 2?4+ 9 je translirana k; za 9 paralelno osi funkcije, tj. k-osi
o k3(x) = x* — 7 je translirana k; za —7 paralelno k-osi
o ky(r) = (z+12)% + 9 je translirana k; za —12 paralelno z-osi i za 9 po k-osi
o ks(r) = (z — 10)? + 9 je translirana k; za 10 paralelno z-osi i za 9 po k-osi
A /) \ L} AN Vi [] A\
o= N1/ \ONCTE N \
I (=% 9 k. L/ k ks |
(x)=x"- T, : 7
12 \ ’ ’
k) (T 12) T 1\ l
k()= (x F10)#9 |\ [ 1\ w1
\ [\ A
\ | |
k@) =27 28x198=2 7Y \ & | | K |
)3 £10) X =L DxFOUA(x5 )(x+10)
-12 1/ 1 \5 10 i
) 1 O=T i
Kio(X)T-x -14%-49= - (x+7/) A \ /
.Y"'=':3F2/-3 I kw \ ’, —37<5=1 7 | \ I
kyx)=-1/30x1-3 T \/1\/ ~/
J. L | b /) \ ' \ Q 1.0
R 1 LIS\ \ D
Slika 25. Kvadratne funkcije - grafici parabole: ky(x), ko(z), k3(x), ke(2),
ks(x), ke (), kr (), ks(x), ko), kio(x) 1 ki ().
o kg(x —322 -3

k’gl‘ —l'2+5

(z) =

k7(x) = —1/302% — 3
(z) =
(z)

ko(x) = 22 + 282 + 98 = 2(x + 7)?
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o k() = —2? — 14z — 49 = —(x + 7)?
o kyi(z) =2* — 152 + 50 = (z — 5)(z — 10)
Opsta kvadratna funkcija je oblika

y=k(r)=a-2*+b-2+c, a#0, abcecR.

1. Grafik kvadratne funkcije je parabola.

2. Domen definisanosti je ceo skup realnih brojeva R.

3. ako je a > 0 kvadratna funkcija je

(a) konveksna
b

(b) ima minimum u temenu 7" u tacki z = ——
a

(c) opada na (—oo, —%) i raste na (—%, +00)

4. ako je a < 0 kvadratna funkcija je

(a) konkavna
b

(b) ima maksimum u temenu 7" u tacki z = ~5n
a

(c) raste na (—oo, —%) i opada na (—%; +00)

5. u zavisnosti od diskriminante D = b — 4ac kvadratna funkcija

b
(a) dodiruje z-osu za D=0, tj. ima jednu nulu z = ~5a
a

(b) ne sece osu za D <0, tj. nema nule

2a 2a

—b+VD —b— VD
— 129 S

(c) sece z-osu za D >0, tj. ima dve nule z; =

l‘ )
U ~/ M 2,
4 ( (X)=ax +bx+
)<( Y i N/
= >
1 MEry
=3 .
[— -0/ (-D ))
s 1 A\
~
T 4
v 4 2 be bs
- n 1V Py T ¢
A \ 1 CIY
/A \ = nule
[ 120 i i
Y 0 T D= diskriminanta
() N\ L ] 111 0
(QYDSS VAN | T | Tl

Slika 26. Kvadratna funkcija - nule, monotonost (rast i opadanje), ekstremi i znak.
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6. znak kvadratne funkcije moze biti

(a) zaa> 01D <0, je k(z) > 0 na celom domenu R,
(b) zaa> 01D >0,
je k(z) > 0zaz € (—00,x1) U (x2,+00) 1 k(x) <0 za x € (z1,2),
b
(¢) zaa>01D =0, je k(x) >Ozax€7?,\{—%},
(d) zaa < 01D <0, je k(x) < 0 na celom domenu R,
(e) zaa < 01D >0,
je k(r) <0zax € (—o0,21) U (9, +00) i k(z) >0 za x € (21, 72),

b
(f) zaa<OiD:O,jek(x)<Ozax€R\{—%}.

Sest moguénosti za znak kvadratne funkcije definisu polozaj grafika prema z-osi.
Grafik iznad ose - slucaj 6.a - primer k; na sl. 25. Grafik ispod ose - slucaj 6.d -
primer k7 na sl. 25. Grafik dodiruje osu - slucaj 6.c slucaj 6.f - primeri kg i k9. Grafik
sece osu - slucaj 6.b slucaj 6.e - primeri kg i k7.

Sliéno kao i kod vertikalne prave, postoje ”"horizontalne” parabole koje nisu grafik neke
kvadratne funkcije oblika k(z) nego su resenja opste kvadratne jednacine oblika

d-y’+e-y+a-2°+b-2+c=0, a#0Vd+#0, ab,c,decR,
za specijalan slucaj kada je a =0, b # 01 d = 1. Resavanjem po y na sledeé¢i nacin

e
2

e

v e y+( )2—(5)2+b-$~|—c:0,
2

(y+§)2:—b~x—c+%,

dobijaju resenja u obliku dve korene funkcije

ez e ez e
= —b- —_ _ = — = \/—b- —_ _—— =,
y1(x) —I-\/ T —c+ 13 yo(z) = + T —c+ 173

v
WO xR) T

P e
i \ /x)

V2 e
P A N A

1=F
-

T A2 T = s o

T

Slika 27. Korene funkcije - grafici ”horizontalne polu-parabole”: y;(z) = v/—2 + 2+ 1,

Yo(x) = ==z + 241, ys(z) = Vo +5iy(z) = =V +5.
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Zajedno nacrtani grafici funkcija y; i yo grade "horizontalnu” parabolu. Tako su na primer

funkcije v () = vV—x + 2+ 11iys(x) = —v/—x + 2+ 1 resenja sledece kvadratne jednacine
(y —1)> = —x+2, odnosno y* —2y+z—1=0,

i njihovi grafici su prikazani na sl. 27. Funkcije y3(z) 1 y4(z) su reSenja kvadratne jednacine
y>? —x+5=0Dpoy.

3.4 Osno simetri¢éni grafici funkcija

Da bi pricali o osnoj simetriji u ravni prvo mora da se definiSe prava koja ¢e biti osa
simetrije. Osno simetri¢ni objekti u ravni su podudarni, ali ne moze da se pomeranjem u
ravni jedan objekat preklopi preko drugog. Preklapanje je moguce izvrsiti jedino rotira-
njem u prostoru oko prave koja je osa simetrije tih objekata u ravni. Na sl. 28. dve krive
linije (crna i ljubicasta) su medusobno osno simetriéne u odnosu na plavu osu koju smo
oznacili sa s. Parovi tacaka A i A;, Bi By, C' i (1 su medusobno osno simetri¢ni. To
podrazumeva da osa s polovi duzi [AA,] i [CCy] i da je na njih ortogonalna. Tacke koje
su na osi su same sebi simetri¢ne (B i By).

Slika 28. Dve medusobno osno-simetri¢ne krive linije u odnosu na osu s
Uopsteno vazi da:

1. grafik funkcije f(—x), poklapa se sa osno simetri¢nim grafikom funkcije f(x) za
osu simetrije jednaku y-osi i ispunjeno je

(a) ako je D domen funkcije f(z) onda je D~ = {—x,x € D} domen funkcije
f(=x) i obrnuto;

(b) ako je xy nula funkcije f(x) onda je —z( nula funkcije f(—z) i obrnuto;

(c) ako je eg tacka maksimuma f(z) onda je —ey tacka maksimuma f(—z) i obr-
nuto;

(d) u tacki ey funkcija f(z) ima minimum akko u tacki —ey funkcija f(—z) ima
minimum;
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(e) na (x1,z9) funkcija f(x) raste akko na (—xz9, —x;) funkcija f(—z) opada;

x)
(f) na (x1,x9) funkcija f(z) opada akko na (—xq, —x1) funkcija f(—z) raste;

(g) na (z1,x2) funkcija f(z) je konveksna akko je na (—xq, —x1) funkcija f(—x)
konveksna;

(h) isl ..

2. grafik funkcije —f(z), se poklapa sa osno simetriénim grafikom funkcije f(x) za
osu simetrije jednaku z-osi i posledi¢no vazi

fi(x)=10x
\ ti !
£E@=xF5xt4 | {4 I £ )= -5t
= (et1)(ed) |\ Y ] = (-1)-4)
. Y " '/
L ¥
fix)="+ x-5x -|4

f0)==x"+5x4

= Ethe) —— (D) (H)

1.0,

Slika 29. Primeri parova osno simetri¢nih funkcija:
po z-osi fi(x) i fu(x); fo(x) 1 f3(x); fs(x) 1 fo(@);
po y-osi fi(z) i f2(2); f3(x) 1 fa(x);

3. grafici medusobno inverznih funkcija f(x) i f~!(z), su osno simetriéni za osu
simetrije y = = (osa s je prava koja je simetrala I i III kvadranta) i posledicno vazi

(a) ako je D domen funkcije f(z) onda je D kodomen funkcije f~*(z) i obrnuto;
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(b) ako je xy nula funkcije f(x) onda je xy presek sa y-osom funkcije f~!(z) i
obrnuto;

(c) u tacki ey funkcija f(z) ima maksimum akko u tacki f(eg) funkcija f~!(z) ima
minimum,;

(d) u tacki ey funkcija f(z) ima minimum akko u tacki f(ey) funkcija f~!(z) ima
maksimum;

(e) na (z1,zs) funkcija f(z) raste akko na (f(zy), f(z2)) funkcija f~!(z) raste;

(f) na (w1, 25) funkcija f(z) opada akko na (f(z3), f(z1)) funkcija f~!(z) opada;

(g) na (x1, 1) je f(x) konveksna akko je na (f(z1), f(z2)) funkcija f~!(z) konkavna
i obrnuto;

(h) isl ...

Slika 30. dve medusobno inverzne funkcije e* i Inz

Poznato je da je osna simetrija kao i translacija izometrijska transformacija, te su osno
simetri¢ni grafici medusobno podudarni i imaju isti oblik ali su razli¢ito pozicionirani

u ravni. Tako su grafici funkcija y3(z) = Vo +51 ys(x) = —Vx +5 = —ys(x) osno
simetri¢ni u odnosu na z-osu (videti sl. 27) Ove funkcije imaju zajednicki domen D =

[5,400) i nulu u x = 5. Funkcija y;(z) = V-2 + 2+ 11iy(z) = —/—x + 2+ 1 nisu osno
simetri¢ni u odnosu na z-osu nego u odnosu na pravu y = 1(= translirana z-osa za +1 u
pravcu y-ose). Zapravo su osno simetric¢ni za z-osu grafici funkcija /—z +2 1 —/—x + 2
a zatim je sve translirano za +1 u pravcu y-ose (videti sl. 27). Ove funkcije imaju takode
zajednicki domen D = (—oc0, 2.

3.5 Eksponencijalne i logaritamske funkcije

Ako posmatramo izraz
a*=c, 0<a#l,

onda je a osnova, b eksponent, a ¢ stepen.
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Nepoznatu osnovu a u gornjem izrazu za pozitivan eksponent b > 0 resili bi koreno-
vanjem p/ gornjeg izraza. Tako je nepoznata osnova jednaka

a = +/c.

Naravno da bi koren bio resiv u skupu realnih brojeva potrebno je dodatno da i ¢ bude
pozitivno. Dakle, stepenovanje i korenovanje su suprotne operacije.
Ukoliko bi eksponent b bio nepoznat resili bi ga logaritmovanjem za osnovu a gornjeg
izraza odnosno
b =log,c,

pri ¢emu osnova mora biti pozitivna a > 0. Znaci logaritam za osnovu a od broja ¢ daje
onu vrednost eksponenta koja nam je potrebna da dobijemo ¢ kad dignemo osnovu a na
taj eksponent.

Kada je eksponent proizvoljan realan broj, odn. nezavisna promenljiva x, opsti oblik
eksponencijalne funkcije je

fe(l’):am7 (I>O, CL7£1, IER-

Kada je stepen x proizvoljan pozitivan realan broj, opsti oblik logaritamske funkcije

je
filr) =log,x, a >0, a#1, z€R".

U oba slucaja a je osnova. Logaritamska i eksponencijalna funkcija sa istom osnovom
su dve medusobno inverzne funkcije §to zapisujemo f'(z) = f.(z) i £ (z) = fi(z).
Logaritmovanje i eksponenciranje za istu osnovu su suprotne operacije, pa je
kompozicija ove dve funkcije indenti¢no preslikavanje id(x) = 2 odnosno vazi da je

fe(m) © fl(x) - fe(fl(x)) - fe(loga [E) = alogam =T,
fiz) o fo(x) = fi(fe()) = fia®) = log, a” = x.

Tako su za osnovu a jednaku broju e &~ 2, 71... eksponencijalna funkcija e® i logaritam-
ska funkcija koju oznac¢avamo sa In x i zovemo prirodni logaritam - medusobno inverzne
funkcije. Njihovi grafici su osnovni grafici eksponencijalne i logaritamske funkcije i dati
su na sl. 30. Ukoliko je osnova logaritma a = 10 ne naglasavamo je ve¢ pisemo log x.

U sledecoj tabeli redom po kolonama su navedene osobine stepena, korena i logaritama.

a’-a¢ = a’te \\’75-\”/5:\7&-0, a,b,c>0 za a,b,c,0>0 ‘
a® - =(a-c)’ \/Va=1\//a= "a, a,b,c > 0|log,b+log,c=log, (b-c)
1
b 1 b B a
a’=— Va=ab, a,b>0 logab—logac:logag
a

o =abc Va' =a log, b° = clog, b

C

- log, b
(Va)=ab, a,b>0 (\b/E)b:a, a,b >0 logab:loi

og, a
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3.5.1 Eksponencijalna funkcija

Dakle, kao sto je izneto opsti oblik eksponencijalne funkcije je f(z) = a*, pri ¢emu osnova

a mora biti pozitivan realan broj razli¢it od 1.

osobine:

1

2.

domen D je jednak R;

uvek je pozitivna, tj. f(x) =a® >0, x €R;

. y-osu grafik sece u tacki 1;

nema ekstremnih vrednosti ni prevojnih tacaka;

. za vrednost osnove a > 1

(a) eksponencijalna funkcija raste na R;

(b) tezi 0 kad = tezi —oo, tj. lim a® = 07F;

r——00

. za vrednost osnove 0 < a < 1

(a) eksponencijalna funkcija opada na R;

(b) tezi 0 kad x tezi +oo, tj. lim a” =07;

T——+00

eksponencijalna funkcija je konveksna na celom domenu D.

Eksponencijalna funkcija ima sledece

Slika 31. Grafici eksponencijalnih funkcija f(z) = a®, a > 0

Specijalno za a = 1, funkcija f(z) = 1* = 1 je linearna i ima za grafik pravu paralelnu
sa z-osom (crna prava na sl. 31). Primetimo na prikazanim graficima eksponencijalnih
funkcija da se brze tezi 0 (priblizava z-osi)i brze tezi +o0o (priblizava y-osi) ukoliko je
osnova "udaljenija” od vrednosti 1.
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3.5.2 Logaritamska funkcija

Logaritamska funkcija f(z) = log,z, 0 < a # 1, = € RT sa osnovom a ima sledece
osobine:

1. domen ¢ini skup pozitivnih realnih brojeva tj. D = R™;

2. x-osu grafik sece u tacki 1, odnosno jedina nula logaritamske funkcije je u tacki
r=1;

3. nema ekstremnih vrednosti ni prevojnih tacaka;
4. za vrednost osnove a > 1

a) logaritamska funkcija raste na R*;

(a)

(b) tezi —oo kad = tezi 0T, tj. 1iI£l+ log, © = —o0;

(¢) f(x) <0, z€(0,1),a f(x) >0, z € (1,+00);

(d) logaritamska funkcija je konkavna na celom domenu R*;

5. za vrednost osnove 0 < a < 1

a) logaritamska funkcija opada na R*;

z—0t
(¢) f(z) >0, z€(0,1),a f(x) <0, z € (1,400);

(a)
(b) tezi 400 kad = tezi 07, tj. lim log, x = +o0;
)
(d) logaritamska funkcija je konveksna na celom domenu D.

ye 1v=1] ] as01 gt
logy x| {y=logax O} T
log,, x Pad Inx
| ! P .
===l l ngllz xﬂ\ y.d 1 n#
— T ‘\\ /' L
" X
~"—---
L
AN
\ L
] N R el
[ ] R B s e e =1 PR
N
A
S 1.0
DR

Slika 32. Grafici logaritamskih funkcija.
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3.6 Osnovne trigonometrijske funkcije
3.6.1 Funkcije sinz i cosx

Sinusna i kosinusna funkcija imaju sledeée zajednicke osobine:
e domen definisanosti je ceo skup realnih brojeva,
e kodomen je interval [—1, 1],

e periodi¢ne su sa periodom ponavljanja od 2w, odnosno vazi f(x + 27) = f(z), za

svako x € R.

Al

yl=°1ux

o) [ ~
2 = SR T LZE/?:\ E E/'\\ X
. m 2\_ Tt ZERT di/ 1N’
2 112 2 b
1.0,

Slika 33. Grafik trigonometrijske funkcije sinx.

Obe funkcije imaju bezbroj nula, prevoja, minimuma, maksimuma kao i intervala,
rasta, opadanja, konveksnosti i konkavnosti, a nemaju asimptote.

Osnovni deo grafika sinusne funkcije na intervalu [0,27) na sl. 33 je obojen crvenom
bojom i taj deo grafika se zbog periodi¢nosti ponavlja na intervalima desno [27, 47),[47,
67),... 1levo [—2m, 0),[—4m, —27), ... Preciznije za funkciju sinz vazi da ima

e nule i prevoje u tackama x =k -7, k € Z,

e minimume u tackama x = —g +2-k-m, ke Z,
e maksimume u tackama x = g +2-k-m, kinZ,

e intervale rasta za x € (—g +k-m, g +k-7m), ke Z,

3
e intervale opadanja za x € (g +k-m, g +k-7m), ke Z,

e konkavnost —~ i pozitivan znak zaxz € (2-k-m, (2-k+1)-7), k€ Z,

e konveksnost — i negativan znak zax € ((2-k—1) - 7,2 -k-7), ke Z.
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y=COS X

Slika 34. Grafik trigonometrijske funkcije cos x.

Na sl. 34 crvenom linijom je oznacen osnovni deo grafika funkcije cosx na intervalu
[0,27). Taj deo grafika se ponavlja slicno kao i kod sinusne funkcije na intervalima desno
(27, 47),[47, 67),... 1levo [—27, 0),[—4m, —27), ... Funkcija cosx ima:

e nule i prevoje u tackama x = g +k-m, ke Z,

e minimume u tackama x =7 +2-k-mw, k€ Z,

e maksimume u tackama r =2-k-m, k€ Z,

e intervale rastazax € ((2-k+1) - 7,2 -k-m), k€ Z,

e intervale opadanjazax € (2-k-m, (2-k+1)-7), k€ Z,

e konkavnost — i pozitivan znak za x € (—g +k-m, g +k-m), ke Z,

3
e konveksnost — i negativan znak za = € (g +k-m, g +k-m), ke Z.

Koli¢nik osnovnih trigonometrijskih funkcija sin x i cos x daje dve nove trigonometrij-
ske funkcije

3.6.2 Funkcije tgx i ctgx

Grafici osnovnih trigonometriskih funkcija tgx i ctgx su dati na sl. 34 odn. 35. Obe
funkcije su periodi¢ne, sa periodom 7 - duplo manjim od perioda funkcija sinx i cos .
Obe funkcije nemaju ekstremne vrednosti, imaju bezbroj vertikalnih asimptota i kodomen
im je ceo skup realnih brojeva.

Dodatne osobine funkcije tgx su:

e ima nule i prevoje u tackama x =k - 7w, k€ Z,

s
e ima vertikalne asimptote x = 5 +k-m keZ,
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e konveksnost — i pozitivan znak za x € (0 + k - 7, g +k-m), ke Z,
e konkavnost — i negativan znak za z € (—g +k-m1,0+k-7), ke Z,

e na celom domenu D =R \ {g + km, k € Z} raste.

=tg sin x /& slx
| / / /
/ / / / ) / / /
LA S / T T R AR
B VAR Y 7 4 / Jdu b

/ / [ [ / /

[ [ [ | / /
A 1

Slika 35. Grafik trigonometrijske funkcije tg x.

Od analiziranih trigonometriskih funkcija neparne su sinx, tgx i ctgz. Neparne
funkcije imaju grafike centralno simetricne u odnosu na koordinatni pocetak kao sto se
moze proveriti na graficima na sl. 33, 35 i 36.

\ | | |

\ \ y=ctg x :c\o;x
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Slika 36. Grafik trigonometrijske funkcije ctg x.
Dodatne osobine funkcije ctg z su:
e ima nule i prevoje u tackama r = g +k-m, ke Z,

e ima vertikalne asimptote x = k-7, k € Z,



e konveksnost — i pozitivan znak za x € (0 + k - 7, g +k-m), ke Z,

e konkavnost — i negativan znak za x € (—g +k-m1,0+k-7), ke Z,

e na celom domenu D = R\ {k7, k € Z} opada.

69
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Glava 4.

4 Stepene funkcije i polinomi

4.1 Stepene funkcije

Opsta stepena funkcija je oblika
flx)=2", reR.

Neke elementarne stepene funkcije su obradene u prethodnoj glavi, kao specijalni
slucajevi linearne funkcije za r = 1 (sl. 37.a) i r = 0 (sl. 38.a), kvadratne za r = 2
(sl. 37.b). Kada je broj r prirodan broj imamo tri oblika grafika za stepenu funkciju kao
sto je prikazano na slici 37. Kada je r paran prirodan broj grafik f(z) = z” je slican
grafiku temene parabole 22 (sl. 37.b), dok su svi grafici za neparno r # 1 sli¢ni grafiku
x3 (sl. 37.c). Naravno za r = 1 grafik je prava.

a) v b) c)
y=x 7
14 /o'/
ol ./'/ !
o/’—
o’/ ._1
R
Slika 37. Stepene funkcije 2" za r prirodan broj
a)  r=1, b)r=2k, keN i c)r=2k+1, keN.

Za stepene funkcije ¢iji je eksponent prirodan veci od 1 vaze osobine:

| flx) =2, ke N (sl. 37.b) | f(z) =2, ke N (sl 37.c) |

domen je 'R, domen je 'R,

nula i minimum u x = 0, nula i prevoj u z = 0,
parna funkcija, neparna funkcija,

f(x) >0zazeR\ {0}, f(x) >0zax € (0,+00),

f(z) <0zaxel, f(z) <0zax € (—o0,0),

f(z) raste za x € (0, +00), f(z) raste na celom domenu,
f(z) opada za x € (—00,0), | f(z) ne opada,

f(z) konveksna za = € R, f(z) konveksna za x € (0, +00),
f(z) nije konkavna, f(z) konkavna za x € (—o0,0),
nema prevoja, nema ekstrema,

nema asimptota. nema asimptota.
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Kako je f(1) = 1" = 1, r € R sve stepene funkcije imaju grafik koji prolazi kroz tacku
(1,1). Dodatno kako je
F(=1) = (-1)"=1, zar=2kkeZ sl. 37.b,38.ai38b
(=)= -1, zar=2k+1,ke Z sl. 37.a,37.ci38.c ’

sve stepene funkcije sa parnim eksponentom (20, 22 272 2%, 27*,...) prolaze kroz tacku

(—1,1) a sa neparnim (z', 2%, 73, 2° 27°...) kroz tacku (—1,—1). Naslici 38. su nacrtani

slucajevi kada je r negativan ceo broj i to paran na 38.b a neparan na 38.c.

a) b) c)
- y=x
St
———> 1 -‘1
1 1 Il
]
Slika 38. Grafici funkcije " za
a)r =0, b)r=-2k, keN i c)r=—02k+1), keN.
1
Stepene funkcije 2%, 76,275, imaju grafik slican nacrtanom grafiku za — = 27
x
(sl. 38.b), sa razlikom u brzoj teznji funkcije ka +oo kad z tezi ka 0% i brzoj teznji ka
0" kad z tezi o0o. Slicno stepene funkcije 73,275 277,... imaju grafik slican grafiku

1
hiperbole — = ™! (sl. 38.c).
T

Za stepene funkcije ¢iji je eksponent negativan ceo broj vaze osobine:

| fx) =2, keN (sl. 38.b) | fx) =2 CMD ke N (sl 38.) |
domen je D =R\ {0}, domen je D =R\ {0},
nema nula, ekstrema i prevoja, nema nula, ekstrema i prevoja ,
parna funkcija, neparna funkcija,
f(z) >0zax e D=R\ {0}, f(z) >0zax € (0,+00),
x) nije negativna, x) <0zaz € (—o0,0),
f(z) raste za x € (—o0,0), f(x) ne raste,

f(z)
()
(x) opada za = € (0, +00),

() konveksna na celom domenu,
()

()

f(z)

f(x) opada na celom domenu,
f
x) nije konkavna, f
f
f

f(z)
()
()
(x) konveksna za x € (0, +00),
(x) konkavna za x € (—00,0),

(x) ima vertikalnu asimptotu z=0,
() ima horizontalnu asimptotu y=0.

f
f
f
f(x) ima vertikalnu asimptotu =0,

x) ima horizontalnu asimptotu y=0.

Zadatak. Nacrtajte grafik funkcija
1
hi(z) = =, ha(z) = , ha(z) = —

Resenja.

i hy(z) =272

T+ 3 T+ 3

1
Grafik hi(x) je osno simetrican u odnosu na z-osu plavom grafiku funkcije — = =
x
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nacrtanom na sl. 38.c.

1

1
Grafik hy(x) je transliran plavi grafik funkcije — = #7" nacrtanom na sl. 38.c u pravcu
x

x-ose i suprotnom smeru od + smera x-ose za vektor duzine 3. Dakle hy ima vertikalnu
asimptotu u x = —3.

Grafik hz(z) je osno simetrican u odnosu na x-osu grafiku hs(x).

Grafik hy(z) = z=* je vrlo slican pink grafiku na sl. 38.b stepene funkcije x72. On
takode prolazi kroz tacke (—1,1) i (1,1) i ima vertikalnu asimptotu u x = 0, ali brze joj
se priblizava i brze se "lepi” za x-osu koja je horizontalna asimptota.

Neki primeri stepenih funkcija ¢iji eksponent je ”"pravi’!® racionalan broj su dati na
slici 39. Prirodni brojevi m i n u tom sluc¢aju su uzajamno prosti. Domen ovih stepenih
funkcija se suzava ili na interval [0, +00) za pozitivan eksponent, odnosno na otvoren
interval (0, +00) za negativan eksponent stepene funkcije. Na sl. 39.a su nacrtani grafici
L

. .. 1, 1 S . L1 _1
korenih funkcija /xr = 22 i ¥/r = x3 kao i reciprocnih korenih funkcija — = z72 i

NG
1

1 1
— 273, Primetimo da sve stepene korene funkcije oblika « k, k € Z \ {0} imaju

Jx
slicne grafike nacrtanim primerima na sl. 39.a. Sve stepene funkcije 2" za r € Q\ Z
(pogledajte primere na sl. 39.) imaju sledece osobine:

e nemaju ni ekstrema ni prevoja,

e pozitivni su na z € (0, +00),

e nulu u z = 0 imaju samo stepene funkcije sa pozitivnim eksponentom,
e stalno rastu i konkavni su za pozitivan eksponent manji od 1,

e stalno rastu i konveksni su za pozitivan eksponent veéi od 1,

e za negativan eksponent:

— stalno opadaju i konveksni su,

— imaju horizontalnu asimptotu y = 0,

— imaju vertikalnu asimptotu x = 0.

Slika 39. Grafici funkcije 2" za = > 0

1
— ke Z\{0} b)rz%, m,n €N i C)T’:—%, m,n € N.

k

racionalan broj koji nije ceo broj

a) r=

18
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Stepene funkcije 2" za r € R \ Q ne¢emo analizirati.
Ukoliko stepene funkcije koje imaju prirodan broj u eksponentu pomnozimo nekim
realnim brojem a zatim ih saberemo dobijamo polinomnu funkciju p(z) oblika

p(z) = ap2™ + ap 12"+ aw+ag, n€EN, a; €ER,i=0,1,..n .

Neke elementarne polinomne funkcije su veé¢ analizirane u prethodnoj glavi. To su lin-
earna i kvadratna funkcija. Nezavisna promenljiva x je posmatrana kao realna, medutim
mozemo da je tretiramo kao kompleksnu promenljivu sto je i uradeno u sledeé¢em poglavlju
o polinomima.

4.2 Polinomi
Polinom P po kompleksnoj promenljivoj 2 = x + iy je P(z) = ap2™ + an_12" " +

Q12+ ag = Z arz"®, gde su koeficienti a, € C ine N U {0}.
k=0

Elementi: a,z", a,_12""!,...a12,ay su €lanovi polinoma P. Ako su svi koeficijenti
polinoma realni onda je i polinom P realan. U nastavku podrazumevamo da su polinomi
po kompleksnoj promenljivoj realni.

Ako je vodeéi koeficijent a,, # 0 tada je polinom P n-tog stepena, tj. st(P) = n.
Broj 0 se naziva nula polinom.

Ako polinomi P i () nisu nula polinomi tada je

st(P(z) + Q(z)) < max{st(P),st(Q)} 1 st(P(z) Q(2)) = st(P) + st(Q).

4.3 Najveci zajednicki delilac polinoma - NZD

Sli¢no kao kod prirodnih brojeva, ako su P i () polinomi i postoji polinom K tako da
je P(z)- K(x) = Q(x), onda kazemo da je polinom P delitelj polinoma @), i pisemo P|Q.

Polinom D(z) je najveéi zajednicki delilac polinoma P(z) i Q(z), u oznaci D(z) =
NZD(P(2),Q(z)) ako je zadovoljeno:

1. DIPAD|Q i 2 (¥R) (R|PAR|Q)= R|D.

Ako polinom R deli polinom D, tj. R|D, to ima za posledicu da je st(R) < st(D).
Zato se u prethodnoj definiciji za polinom D koristi pridev najveci, u smislu da je D
polinom najveéeg stepena koji deli polinome P i ().

Primetimo da ako je D(z) = NZD(P(z),Q(z)) tadajeia-D(z) = NZD(P(z),Q(z))
gde je 0 # a € R.

Za bilo koja dva nenula polinoma P i ) postoji njihov najveci zajednicki delilac. On je

jedinstveno odreden sa tacnoséu do jedne multiplikativne konstante.

Dokaz. Primenimo Euklidov algoritam: prvo podelimo polinom P sa polinomom @), a za-
tim sve dok je ispunjeno da ostatak pri deljenju nije nula polinom, iterativno delimo delilac
sa ostatkom. Tako dobijamo sledeci niz jedna¢ina u kojima su redom @, Ry, Rs, ..., R), de-
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lioci, a redom Ry, R, ..., 0 ostaci:

Ry 3(2) = Ria(2) - Qr-1(2) +Ri—1(2)
Ri-2(z) = Rp-a1(2) - Qi(z)  +Rk(2)
Rk_l(z) = Rk(z) . Qk—i—l(z) +0
deljenik delilac koli¢nik ostatak

Euklidov postupak tvdi da je Ry(z) = NZD(P(z),Q(z)). Proverimo to.

Pokazimo prvo da je polinom Ry, delilac polinoma P i delilac polinoma (). Iz poslednje
jednacine imamo da polinom Ry, deli polinom Ry_;. Zatim uz koriséenje ¢injenice Ry|Ry_1,
iz pretposlednje jednacine imamo da polinom Ry deli i polinom Rj_5. Iz trece jednacine
od kraja uz ¢injenice Ry|Rj—1 i Ri|Rk—o, imamo i Ry|Ry_3. Sliéno, dolazimo do druge
jednacine pri ¢emu smo saznali da vazi Rg|R; zai = k— 1,k — 2,k —3,...,1. Tada, iz
druge jednacine zaklju¢ujemo da Ry|Q, i najzad iz prve jednacine zakljucujemo Ry |P.

Potrebno je jos pokazati da je Ry najvecéi zajednicki delilac polinoma P i (), odnosno
da ako pretpostavimo da postoji polinom 7', koji deli oba polinoma P i () da tada mora
da vazi da je T'|Ry. 1z pretpostavke da postoji polinom 7" tako da je ispunjeno T'|P i T|Q,
iz prve jednac¢ine imamo da onda vazi T|R;. Zatim, iz druge jednacine dobijamo da T'| Rs.
Potom, iz trece sledi da T'|Rj,... 1z poslednje jedna¢ine imamo da posto vazi da T'|Ry_q
sledi da je i T'| Ry, $to je i trebalo dokazati. O

4.4 Osnovna teorema algebre

Resenje z; algebarske jednacine P(z) = 0 nazivamo nulom ili korenom polinoma
P. Tako su z; = —2 i zp = 3 koreni polinoma P(z) = 2?2 — 2z — 6, jer je P(-2) =
(—=2)2—(=2)—6=01i P(3)=32-3-6=0.Slicnosuz =1+2i,20=1-2ii23=0
koreni ili nule polinoma Q(z) = 23 — 222 + 5z = 2(2% — 22 + 5), posto je ispunjeno:

o Q(z1) = Q(1+2i) = (1+42i)((1420)*—2(1+42i)+5) = (1+42i)-(1+4i—4—2—4i+5) =
(1+2i)-0=0,

o Qz) = Q(1—2i) = (1-2i)-((1—2i)2—2(1—2i)+5) = (1—2i)-(1—4i—4—2+4i+5) =
(1-2i)-0=0i

o Qz3)=0Q0)=0>-2-02+5-0=0.
Vazi sledece tvrdenje za realne polinome po kompleksnoj promenljivoj:
Svaki polinom stepena n € N ima n resenja u skupu kompleksnih brojeva.

Osnovna teorema algebre nam daje nesto slabije tvrdenje:

Svaki polinom P(z) stepena n, n > 1 ima bar jednu nulu.
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4.4.1 Faktorizacija polinoma

U opstem slucaju faktorisati polinom znaci zapisati ga u obliku proizvoda polinoma
nizeg stepena. Faktorizaciju polinoma smatramo “uspesnijom” ukoliko su polinomi faktori
Sto nizeg stepena.

Svaki polinom se na jedinstven nacin moZe faktorisati u proizvod polinoma prvog i poli-
noma drugog stepena pri cemu su polinomi drugog stepena sa diskriminantom manjom od
nule.

Tako polinom P(z) = 2% + 2% 4+ 2% 4+ 32 — 6 nije faktorisan. Mozemo ga faktorisati na
viSe nacina, na primer: P(z) = (2 4+ 3)(2* + z — 2), P(z) = (2* — 2 + 32 — 3)(2 + 2),
P(z) = (2 —1)(2* + 222 + 32 + 6), ... (proverite!)

Njegova jedinstvena faktorizacija preko proizvoda polinoma prvog i drugog stepena je:
P(z) = (22 +3)(z — 1)(2 + 2). Ovaj realan polinom ima dve realne nule z; = 11 zp = —2
i dve konjugovano kompleksne nule z3 = V3iiz4 = —/3i.

Sledece tvrdenje je posledica prethodnih:

Ako je polinom P neparnog stepena onda jednacina P(z) = 0 ima bar jednu realnu nulu.

Ukoliko nam je potreban odgovor na pitanje da li neki polinom sa celobrojnim ko-
eficijentima ima racionalnih resenja, na osnovu sledece dve teoreme, zaklju¢ujemo da su
kandidati za racionalne nule u veoma suzenom skupu razlomaka i da sve kandidate efikasno
proveravamo da li su nule po Hornerovoj Semi.

Ako polinom P(z) = ap,2" + a, 12" '+ ...a12 +ag ima sve koeficijente cele a; € Z i ako

su vodeci 1 slobodni koeficijent razliciti od nule tada je potreban uslov da racionalan broj

P . p-q# 0 bude nula jednacine P(z) =0 da je zadovoljeno: plag i qlay,.
q

Dokaz. Neka je P roren jednacine P(z) = 0. Preciznije, vazi jednakost:

7 n—1

P

qn—l

p

an—n—l—an,l +...+a1§+a020

Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da su p i ¢ uzajamno prosti celi brojevi.

Pomnozimo jednakost P(=) = 0 sa ¢"~! i izrazimo prvi sabirak preko preostalih:
q
1) —an% = Ay p" o apg" T + agg !
Na desnoj strani jednakosti 1) imamo ceo broj pa je i —anp— ceo broj. Kako ¢ ne deli p
q

to mora biti da vazi da g|a,,.
n

Pomnozimo sada jednakost P(Z—j) =0 sa q—, i prebacimo poslednji sabirak na desnu
q p
stranu, dobi¢emo:

2) "t Ay P2+ ay g = —ag%

Na levoj strani jednakosti 2) imamo ceo broj pa je i —aoq— ceo broj. Posto su brojevi p i
p

q uzajamno prosti to znaci da plag. U]

Napomena. Naglasimo da prethodna teorema daje samo potreban uslov da algebarska
jednacina ima racionalnu nulu. Svi zahtevani uslovi iz teoreme mogu biti zadovoljeni a
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da ne postoje racionalne nule. Na primer, jednacina 3z° — 2 = 0 je takva, da nijedan
1 12 2

racionalan broj iz skupa {1, —1,2, —2, 33y —g} nije njeno resenje.
Primer. Dat je polinom P(x) = z* — 522 + 4. Proverite koji racionalni brojeva su po
prethodnom tvrdenju kandidati za nule P(z).
Resenje. U P(z) slobodni koeficijent je 4 a vodeéi 1. Po teoremi p/q je kandidat za nulu
ako p|4 1 ¢|1. Sledi da su kandidati iz skupa p/q € {1,—1,2,—2,4, —4}. Zamenom u P(x)
se lako proverava da su nule 1, —1, 21 —2.

Hornerovom Semom mozemo brze (sa manje ra¢unanja) da proverimo da li je neki broj
nula nekog polinoma ili ne. Ona je zajedno sa prethodnim tvrdenjem dobar aparat za
brzo nalazenje racionalnih nula.

4.5 Bezuova teorema i Hornerova Sema

Ukoliko zelimo da utvrdimo kolika je vrednost P(zp), polinoma P(z), stepena n, u tacki
n?+n
2
i n sabiranja. Za isti posao Hornerova Sema zahteva manje vremena (broj mnozenja
smanjuje na n). Dodatni kvalitet Hornerove Seme je $to u toku izracunavanja P(zp)
dobijamo i koeficijente polinoma koji nastaje prilikom deljenje P(z) linearnim clanom

z — 2z9. Preciznije o tome nam govori Bezuova teorema.

2p, direktnim racunanjem potrebno je izvrsiti n + (n — 1) + ... + 1 = , mnozenja

n

Bezuova teorema. Neka polinom P(z) = Zaizi delimo polinomom prvog stepena

i=0
n—1

z — 29, 20 € C. Neka je rezultat deljenja polinom Q(z) = Zbizi, tada je ostatak pri
i=0

deljenju jednak P(zp),
P(2) = (2 — 20)(bp_12" 1 4 ... + biz + by) + P(z),
pri cemu su koeficijenti polinoma () jednaki
AN bn1=an, bj=0bi120+ a1, it=n—2,..1,0, i P(z) = bozo + ao.

Koeficijente polinoma Q kao i P(zg) je na osnovu prethodnih formula pogodno izracunati
po Semi, poznatoj kao Hornerova Sema:

| an |Gna| . |az|a| ao

H b1 \ by—2 \ \ by \ bo \ P(z)

Dokaz. Pokazimo prvo da je polinom P(z) jednak polinomu B(z) = (2 — 20)(b,_12"' +
. + b1z 4+ bg) + P(zp). Kako su polinomi jednakih stepena jednaki ako su im jednaki
odgovarajuci koeficijenti nadimo koeficijente polinoma B:
B(z) = (z — 20)(bp_12" ' + ... + b1z + bg) + P(20)
= b, 12" + (bp_2 — 20bn_1)2""1 + ... + (b1 — 20b2) 2% + (bo — 20b1)2 — 20bo + P(20).

Nakon zamene koeficijenata b;, i =0,1,....,n — 11 P(2) po formuli A sledi:
B(2) = ap,2"™ + (20bn_1 + Gn1 — 20bp_1)2" 1+ ...+ (20b + ag — 29b2) 2>

+(20b1 + a1 — zob1)z — 20bo + 20bo + ag = Z a;z' = P(2).
i=0
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Na ovaj nacin smo proverili da su koeficijenti b; dobro definisani. Dokazimo jos da je
P(20) = 2z0bo + ap. U slede¢em nizu jednakosti smo redom zamenjivali by, by, ..., b,_o i
b,_1 po formuli A.

Zobo +ag = ZO(ZObl + CL1) +ag = 612(2] + a120 + ag = (Zobg + CLQ)Z(Q) + a120 +ag =

bgzg + G/QZ(Q) +a120 +ag = ...
n

b 128 + Q12"+ o+ agzd +arz +ag = Z a;izh = P(2). O
i=0

Primeri.
Ako je P(z) = 22° — 322 + 52 —4 = 22° + 02" + 02° — 322 + 52 — 4, i zelimo da
izracunamo P(2) po Hornerovoj Semi je:
2)2]0]0] 3|5 |4
[2]4]8]13|31]58"°

sto implicira P(2) = 58. Odnosno po Bezuovoj teoremi je
P(z) =225 =322+ 52 —4 = (2 — 2)(22% + 423 + 82% + 132 + 31) + 58. Medutim, ako
zelimo da izracunamo P(1):
L[2]0]0]-3[5]-4
[212]2]-1[4] 0~

zakljucujemo da je 1 nula polinoma P, odnosno da je:
P(2) =225 =322+ 52 —4=(2—1)(22" + 22% + 222 — 2 + 4).

Za razvijanje polinoma Q(z) = 2% — 5z% — 1423 — 22 + 22 + 5 po stepenima od z + 2
mozemo viSestruko primeniti Hornerovu Semu:

—2 1| 5 |-14] -1 |2] 5

1[-7] 0] -1 [4]-3]
1] =9 18 | =37 [ 78]

L[ —11] 40 [—117]

1] —13] 66 |

1] -15]]

|

Sledi da je Q(z) = (z +2)° — 15(z + 2)* + 66(z + 2)* — 117(z + 2)* 4+ 78(z + 2) — 3.

4.6 Zadaci

4.1. Dali je polinom z* + 22 — 1122 — 92+ 18 deljiv sa polinomom x —2? Koristite Hornerovu
Semu.

Resenje. Nije. Ostatak je —20.

4.2. Da li je 3 nula polinoma z# + 23 — 1122 — 9z + 187

Resenje. Jeste.

4.3. Odredite sve racionalne nule polinoma z* + 23 — 1122 — 9z + 18.

Regenje. Sve nule su mu racionalne: 1,—2,3 1 —3.

4.4. Polinom P = z* + 23 — 1122 — 92 + 18, razviti po stepenima linearnog faktora x — 2,
visestrukom primenom Bezuove teoreme.

Regenje. P = (x —2)* +9(z — 2)3 + 19(z — 2)2 — 9(z — 2) — 20.
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Glava 5.

5 Ekonomske funkcije

Ozna¢imo sa x (najéesce nezavisnu) promenljivu koja predstavlja ukupnu koli¢inu
jedinica robe (skrac¢eno j.r.). Sa p oznatimo cenu u novéanim jedinicama (skraceno
n.j.) po jedinici robe.

Potraznja robe z, od strane kupaca, zavisi od cene, sledi da je funkcija z(p) funkcija
traznje (tj. potraznje). U zavisnosti od aktuelne cene p robe na trzistu zavisi i ukupna
koli¢ina proizvoda y koji se prodaju. Ovu funkciju y(p) zovemo funkcijom ponude.
Trziste je u ravnotezi kada je ponuda jednaka potraznji, odnosno kada su funkcije po-
traznje i ponude robe jednake, tj. z(p) = y(p). Cena za koju su ponuda i traznja iste je
dobro nivelisana.

Funkcija ukupnih prihoda P je direktno proporcionalna ukupnoj koli¢ini robe z i
ceni p po jedinici robe:

P =p- -z

Prihode mozemo izraziti i samo preko cene ukoliko ih prikazemo kao proizvod cene i
koli¢ine robe x:

P(p) = p-z(p),

ili samo preko ukupne koli¢ine robe ako cenu izrazimo preko potraznje

Funkcija ukupnih troskova se oznacava sa C(z), dok funkciju ukupne dobiti
oznacavamo sa D(x). Dobit je jednaka razlici izmedu ukupnih prihoda i ukupnih troskova
te je funkcija ukupne dobiti:

D(xz) = P(z) — C(x).

_ Funkcije prose€nih troskova, prihoda i dobiti, redom oznacavamo sa C(x), P(x) i
D(z), su definisane kao koli¢nici funkcija ukupnih troskova, prihodai dobiti sa ukupnom
kolicinom robe z:

Cw) =, Py = T

)
i Dy = 2@ o
xr xr xr

Stoga je C'(z) trsak po jedinici robe, P(x) prihod po jedinici robe a D(z) dobit po jedinici
robe.

Primeri.
1. Funkcija ukupnih prihoda je P(z) = —52% 4+ 1002z. Nadi funkcije traznje i P(p).
Kako je p(z) = 22 = —52 4100, sledi da z(p) = —0.2p + 20. Tako je P(p) =

p-z(p) = —0.2p* + 20p.
400
p+50

2. Ako je funkcija traznje x = i prosecnih troskova C(z) = 2x — 5 + 100/, nadi

prosec¢nu dobit.
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Funkcija ukupnih trogkova je C(z) = x - C(z) = 22* — 52 + 100. Iz p = 400z~! — 50
imamo P(z) = x - p(x) = 400 — 50z. Funkcija ukupne dobiti je
D(z) = P(z) — C(z) = 400 — 50z — 22% + 5z — 100 = 300 — 45z — 222,

Jasno je da je vrlo bitno da se zna do koje granice smemo da smanjujemo ili pove¢avamo
proizvodnju, a da preduzece jos uvek ostvaruje dobit. Sve one vrednosti koli¢ine proizve-
dene robe x za koju preduzec¢e ima pozitivnu dobit ¢ine interval rentabilnosti.

Kada su poznate ekonomske funkcije koje prate odredenu proizvodnju ili trgovinu,
vazno je da znamo da izracunamo parametre proizvodnje koji ¢e nam omogudititi efikas-
niju proizvodnju, odnosno trgovinu.

Neki od tih parametara su: minimalni proseéni troskovi C,,;,, maksimalni pri-
hod P, u zavisnosti od cene p,, ili u zavisnosti od kolicine robe z,,, maksimalna
dobit D,,,., interval rentabilnosti robe (x1, z5). Ekstremne vrednosti (minimume ili mak-
simume) ekonomskih funkcija mozemo da izra¢unamo na nacin opisan u poglavlju 10.3.
Nadimo nule prvog izvoda i proverimo promene znaka prvog izvoda.

[lustrujmo racunanje ovih vaznih parametara proizvodnje na primerima:

Primeri:

1. Neka je funkcija traznje o = /19200 — 4p. Naéi cenu i koli¢inu robe tako da ukupan

prihod bude maksimalan i naéi taj prihod.

Resenje. Ako kvadriramo obe strane funkcije traznje a zatim izrazimo p, dobija se p =

4800 — 1/4 - 2%. Funkcija ukupnog prihoda je

P=p-z=4800x — 1/4 - 23

P'(x) = 4800—3/4-2% 1z P’ = 0 sledi 4800—3/4-2% = 0, $to je ekvivalentno sa 22 = 6400.
Resenja ove kvadratne jednacine su z; = —80 i x5 = 80. Negativna koli¢ina proizve-

dene robe nema smisla pa dalje posmatramo samo resenje x = 80. Proverimo po da li se

za koli¢inu robe od z = 80 jedinica robe dobija maksimalan prihod.

P"(z) = =3/2-z, paje P"(80) = —120 < 0, §to znaci da se maksimalan prihod P4, ost-

varuje za o, = 80 jediniuca robe, i on iznosi Py, = P(80) = 4800-80—1/4-80% = 256000.
TraZena cena za maksimalan prihod je p = 4800 — 1/4 - 80% = 3200 novéanih jedinica

po jedinici proizvoda.

2. Neka su ukupni troskovi dati funkcijom C'(z) = 1/100 - 2? + 20z + 900. Odrediti
minimalne prosecne troskove kao i proizvodnju x tako da se oni postizu.
Resenje. Funkcija prosec¢nih troskova je
O(x) = C(z)/xr =1/100 - x + 20 + 900 - 2~ 1.
C'(z) = 1/100 — 900 - z2. Sledi
Ul(x) = 0 je ekvivalentno sa jedna¢inom z? = 90000, ¢ija su resenja x; = 300 i 25 = —300
(neinteresantno resenje).

Kako je C" (z) = 1800 - 73, sledi da je C" (300) > 0, &to po teoremi 17 znaéi da se
za Top = 300 postizu minimalni proseéni troskovi koji su jednaki C,,;, = C(300) = 26
novcanih jedinica.

3. Data je funkcija ukupnih trogkova za neki proizvod C = 2z% + 2000000, i funkcija
traznje tog proizvoda x = 10000 — p/2, gde je x koli¢ina robe, a p cena u dinarima.
Odrediti:

a) cenu p pri kojoj ée se ostvariti maksimalna dobit i odrediti je;

b) ukupan prihod u uslovima maksimalne dobiti;
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¢) interval rentabilnosti (proizvodnju za koju je dobit pozitivna).
Re¥enje. Date su nam funkcija trogkova i traznje: C = 2% + 2000000, z = 10000 — p/2.
Kako je D(z) = P(z) — C(z), 1 P(x) = x - p(x) treba nam jos funkcija cene u zavisnosti
o traznje p(x) = 20000 — 2.
P(z) =z - p(x) =z - (20000 — 2x) = 20000z — 2z°.
a) Odredimo prvo maksimalnu dobit D,,,,, u zavisnosti od koli¢ine proizvodnje.
D(z) = P — C = 20000z — 222 — 2% — 2000000 = —4x? + 200002 — 2000000.
D'(z) = —8x + 20000 sledi D'(x) = 0 za = = 2500. Kako je D"(z) = —8 sledi da je
D"(2500) = —8 < 0, pa u tacki x = 250 dobit ima maksimalnu vrednost, tj,
Doz = D(xop) = D(2500) = —4 - 25002 + 20000 - 2500 — 2000000 = 23000000.

Cena koju imamo za proizvodnju od z = 2500 je p(2500) = 20000 — 2 - 2500 = 15000.
Znaci, maksimalna dobit D,,,,= 23 000 000 se postize pri ceni od pp = 15000.
b) Ukupan prihod u uslovima maksimalne dobiti
D= 23 000 000 =D(2500), se postize za optimalnu proizvodnju od z,,: = 2500 i jednak
je
P(2500) = 20000 - 2500 — 2 - 2500% = 37500000.
c¢) Nadimo granic¢ne koli¢ine proizvodnje x; i x5 za koju je dobit nula, D = 0, tj. za koju
su prihodi jednaki troskovima P = ("
D(z) = —4x? + 20000z — 2000000 = 0. Kada podelimo sa -4 dobijamo kvadratanu
jednacinu:

z® — 5000z + 500000 = 0 ,
5000 =+ /25000000 — 2000000 500 £ /23000000 5000 == 4800

Cija su reSenja 12 = ,

2 2
x1 = 100 i x9 = 4900, pa je interval rentabilne proizvodnje x € (100,4900).

Jedan od vaznih pojmova koji doprinose objektivnom uporedivanju i analizi razli¢itih
poslovnih preduzeca je elasticnost odgovarajuc¢ih ekonomskih funkcija.

5.1 Elasti¢nost funkcije

Prirastaj argumenta i funkcije su definisani u poglavlju 10.2. Relativni prirastaji
x

funkcije f i argumenta u tacki x su redom kolicnici m i —, pri cemu su Af i Ax
x x

prirastaj funkcije i prirastaj argumenta.

Na primer, neka je funkcija f(z) = 522 — 10 i neka je z = 2 i Az = 1, tada je
prirastaj funkcije Af = f(3) — f(2)=35-10=25, relativni prirasta]j funkcije u tacki z = 2

25 x
je m = 2,5, dok je relativni prirastaj argumenta — = 0, 5.

x

Kada posmatramo relativni prirastaj funkcije i relativni prirastaj argumenta onda
se gube jedinice mere u kojima su izrazene nezavisna i zavisna promenljiva. Na taj
nac¢in, posmatrajuci samo relativne odnose mozemo da uporedujemo funkcije izrazene u
razli¢itim jedinicama mere. Na primer, jedna funkcija ukupnih troskova C(z) za jedinicu
mere nezavisne promenljive x moze da ima 100 t, dok jedinica mere zavisne promenljive
moze biti u 1000 dinara, dok druga funkcija troskova Cy(z) za odgovarajuce jedinice mere
nezavisne i zavisne promenljive moze imati metre i dolare. Jasno je da bi ovakve dve
proizvodnje bilo tesko uporedjivati bez prelaska na relativne odnose promenljivih.

Granicna vrednost kolicnika relativnog prirastaja funkcije f @ relativnog prirastaja neza-
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wsne promenljive x, kad prirasta) nezavisne promenljive tezi 0, naziva se elastiénost
funkcije y = f(x) i oznacava sa E, .

Povezacemo elasticnost funkcije sa prvim izvodom funkcije, ukoliko on postoji. Po
definiciji elasti¢nosti imamo:

= Ay -x
Eye = Alirilo az Algilo Az -y
L lim % — % lim flot Av) = Jz) = g'?/’.
Y Az—0 Ax Y Az—0 Az Yy

Zmaci, elasticnost funkcije y ¢emo nadalje racunati kao funkciju
E,.,= %y’ .
Odgovarajuée formule za elasticnost funkcija: ukupnih prihoda u zavisnosti od cene,

ukupnih prihoda u zavisnosti od koli¢ine robe, ukupnih troskova, ukupne dobiti, prosec¢nih
prihoda, troskova i dobiti, kao i elasticnost traznje i cene slede:

_ 2 p RN
EP,;D P(p) (p)7 EP,x P(J?)P ( )7
Eea = C?x) @) Hpe = Dg(caf) @)
Eﬁ,x = F(x)]_j (x)> Ee, = 6(1‘)6 (x)> ED,a: = E(l‘)_ (QJ),
v = 5070 ) o = oo (@)

Kada tumacimo elasti¢nost funkcije y(z), x € D, u tacki x, ona predstavlja priblizno
procenat relativnog prirastaja funkcije pri jednoprocentnom relativnom prirastaju neza-
visne promenljive. Odnosno, ako se za 1% povecéa x onda se ili za E, % poveca y (kada
je B, , > 0) ili za E,,% smanji y (kada je E,, < 0).

Posto se radi o relativnom odnosu zavisne i nezavisne promenljive, elasticnost je
pogodna za komparativnu analizu. Sledi primer.

Primer. Date su dve funkcije ukupnih prihoda:
Pi(p) = —5p* +100p, Py(p) = —10p? + 1000p.

Gde nezavisna promenljiva p u P; predstavlja cenu po kg psSenice, dok promenljiva p
u P, predstavlja cenu po kubnom metru grade. Za cenu od p=15 novcanih jedinica po
jedinici robe uporediti odgovarajuce vrednosti elasticnosti Ep, , i Ep, .
Resenje. Odredimo prvo funkcije elasti¢nosti:

P , P —2p + 20

Ep ,=——P/(p) = ———— - (=10p + 100) = ————.

p / p —zp +
Ep,,=—=—Pj(p) = - (=20p + 1000) = —————.
P2 =Py (p) 2(p) —10p? + 1000p (=20p + ) —p + 100

Tako su za p = 15 n.j. po jr, Ep 15 = =21 Ep,15 = 0,82353, Sto znaci: ako cenu
povecamo za 1% pri trenutnoj ceni od 15 n.j., ukupni prihodi P;, za prvo preduzece ¢e
opasti za 2%, dok ¢e ukupni prihodi P, za drugo preduzeée da se poveéaju za priblizno
0,8%.
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U slede¢oj teoremi su date veze izmedu elasti¢nosti ekonomskih funkcija.

Elasti¢nosti ekonomskih funkcija su u slede¢im meduzavisnostima:

a) Ep’p =1 -+ E%p,‘ b) Ecx =1 -+ 6,307'
) C'(z) =C(2)(1 + Eg,); d) P'(p) =x(1— Eaup) ;
e) E'CQj = C_”(m)}
" C(w)
Dokaz.
L P o p , _ 2'(p)-p+x(p)
a) P(p) =x(p)-p, sledidaje Ep, = =P = x(p) - = =
) P(p) ==z(p)-p je Epy = 5 pr _p( (») - p)p )
E'x’+1:Ex,p+1;
x
T — x ;L > C'x—-C x .,
c) Clv)(1+ Eg,) 2 C(x)Ec, % : %C”(:{:) = C'(2);
d) a(l- Eyp) =a(l = Z2'(p)) =2 —p-2'(p) = (2(p) - )’ = P'(p);

[lustrujmo na jos dva primera ekonomska tumacenja elasti¢nosti ekonomskih funkcija:

Primeri:
400

D E50 Odrediti:

1. Data je funkcija traznje z(p) =

a) funkciju elasti¢nosti traznje;

b) koeficijent elasticnosti za cenu p od 200 n.j.;

c¢) dati ekonomsko tumacenje dobijenog rezultata.

Resenje:

a) Po definiciji elasti¢nosti, elasti¢nost funkcije traznje je :
E,,=——2a"

z(p)
Prvi izvod 2’ trazimo po nezavisnoj promenljivoj p:

2’ (p) = (400(p + 50)~) = —400(p + 50)~2. Sledi

E,,=—%"—(—400 50)72%) ==

200
b) By 00 = ————— = —0,8.
) B = =500 2750
¢) Rezultati pod b) ukazuju da pri ceni od 200 n.j., porast cene od 1% dovodi do smanjenja

traznje od priblizno 0, 8%.

Cp+50°

2. Data je funkcija prihoda P(x) = —5x2 4+ 100z. Odrediti funkciju elasticnosti ukupnih
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prihoda u zavisnosti od koli¢ine proizvodnje x, kao i tumacenje za Eps i za Eps.
Resenje: Po formuli je

x x —2x + 20
Ep, = Plr)= — % (102 +100) = —2 22 Gledi
re = Pyt W = oo, (7100 1000 = g Sledi
—10+20 2 24420 1
Eps= —— 2 % .66, dok je Eppp= —— " — _ 2 _ _0.5
PS T Ty o0 3 o GORIe BRR T e o0 T ) ’

To znaéi pri koli¢ini proizvedene robe od 5 j.r. pri poveéanju proizvodnje od 1%
priblizno se povecava ukupni prihod za 0,66%, dok se pri proizvodnji od 12 j.r. pri
pove¢anju proizvodnje robe za 1% smanjuje prihod za 0,5%. Zakljucak bi bio da je
maksimalan prihod sa proizvodnjom negde izmedu 5 i 12 jedinica robe.

Sledec¢a teorema povezuje optimalnu proizvodnju sa elasticnoséu prosec¢nih troskova.
Optimalna proizvodnja xoy je ona za koju su prosecni troskovi minimalni.

Formulom, ukoliko sa ., oznac¢imo optimalnu koli¢inu proizvodnje, to moze da se
izrazi:
Topt je optimalna proizvodnja < minC(x) = C(xy).
xX

Optimalna proizvodnja je ona za koju je elasticnost ukupnih troskova jednaka 1.

Preciznije, prethodna teorema tvrdi da za optimalnu proizvodnju xq vazi:
Topt je optimalna proizvodnja < Ec,,,, = 1.

U slede¢im primerima ilustrujemo kako elasticnost i prethodne dve teoreme koristimo
u zadacima:

Primeri:
1. Neka je funkcija ukupnih trogkova oblika C' = 100e%2*~%. Odredite koli¢inu proizvoda
x tako da koeficijent elasti¢nosti ukupnih troskova bude jednak 1. Zatim pokazite da za
tu izracunatu vrednost x imamo optimalnu proizvodnju.
Reenje: Prvi izvod trogkova je C' = 20e%2*~4, pa je elasti¢nost
x x
Ecy = ———20e"%71 = =
©F 7 100e022-1 5
Ec, =1 znaci da je v = 1, odnosno da je x = 5.
Da bi za 5 jedinica proizvoda proizvodnja bila optimalna potrebno je proveriti da su
Brloseéni troélg)/\/fi minimalni. To ¢e biti tacno ako je:
C'(5)=0,i C"(5) >0 po teoremi 19.

_ 1002274 o L .
C(zr) = ———, sledi da izvodi prosecnih troskova
T
— 2060’2:”74(1‘ — 5)
O (I) - ZL‘2 )
— 2060’236_4(% — 5)
' () = (P
(20 - 0,2e"27 4 (x — 5) 4 20e%2 ) 2? — 2 - 20e*2* 4 (x — 5)
xt N
xe®?* 4 (4x? — 202 4+ 20z — 402z 4 200)  e®* 4 (42 — 40z + 200)
xt B 23 '

Zaista,
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— =, (452 — 40 - 5+ 200) 4
C'(5)=0iC (5 53 —5€3>0.

2. Neka je funkcija ukupnih troskova C' = 42% — 60z + 10000. Odrediti optimalnu
proizvodnju i pokazati da je za tu proizvodnju koeficijent elasticnosti ukupnih troskova
jednak 1.

Regenje: Po teoremi 20, treba da odredimo minimalne proseéne troskove C, a po teoremi

19 nam za to treba ona koli¢ina proizvodnje z za koju je C' (z0) = 0 C (zq) > 0:
— C
C(z) = — = 4x — 60 + 10000z,

T

6/(91;) =4-1000022 =0 & 2?=2500 & x5 = £50.

Kako nas jedino pozitivna reSenja jednacine al(x) = ( interesuju, ostaje jos da prove-
rimo da li je ' (50) > 0:
C"(x) = 20000273, sto implicira C (50) > 0.

Sada je potrebno naci koeficijent elasti¢nosti ukupnih troskova za z = 50 j.r.:

x 222 — 15x
Eep= Lo Sz — 60) =
O C ( ) 422 — 60x + 10000( v ) 22 — 152 + 2500
2502 —15-50

502 — 15 - 50 + 2500

Ec 50 =

5.1.1 Zadaci

5.1. Naéi prve izvode sledecih funkcija koristeéi tablice i osnovna pravila za prvi izvod (a
je konstanta, dok su x,t,y, s, u nezavisne promenljive):

a) f(z) = 2% —42® 4+ 22 — 3 ; b) g(t) = V12 — Vt + 5V13 ;

c) fly) =2Y —4e¥ + 2aY, ; d) h(x) = (sinx +5z) - Inz + 33" - tgx ;
§5 — 483 +25 -3 Inu-u® —2Vud
¢) fls) = Cos $ P ) slw) = sinu + cosu
Resenje

a) f'(z) = 5z 12:,; 42

) ()= b + i+ VA
c) f'ly) =2v- 1n2 4ey+21na a’, a € R ;
5 33"
d) h'(z) = (cosx +5) - 1nx+—snx+ L 4 3m3-3°. tgr + ——5—;
X cos?
e) ['(s) = (5s' — 125> 4+ 2) cos s + (s — 4s® + 25 — 3)sina
B cos? s '

) ') (u*(1 4+ 51nw) — 3u’?)(sinu + cosu) — (cosu — sinu)(u® Inu — 2u®?)

s'(u) = .

(sinu + cosu)?

5.2. Nadi prve izvode slozenih funkcija:

sin ((5—456) sinz) 5 b) g(t) = Va? + a3 +5Vad e
c) f(a:) = u—det d) h(x) = In(sin® z + 5x) + tg2(2x — 5) .
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Resenje.
a) f'(z) = cos((b — 423) - sinx) - (—122*sin ~|—2(5 - 43 )3 cos ) ;
b) g'(t) = —2/3Y 7 - P (2a 1 327 — 5/2°
)

x® et —ade
g Vad-e®

c) fl(z) =1In2- 2574 . (1 — 4e%), ;

d) 1 (x) 5sin'z - cosw + 5 +4tg(291;—5) ‘

sin® x + 5x cos? x

5.3. 19 Odrediti sledeée grani¢ne vrednosti koristeéi Lopitalovo pravilo:

. cosx+3r—1 et te =2
a) lim ;b)) im ———
z—0 - 22:B ) z—0 1 — cos2x
xr° + 2xr — er
L S B gl
In(1 —
e) lim M; f) lirr(1)(1~|—2x)l‘ ;
Tr—00 nTr Tr—
x? x?
lim (22 + 1) ; I — :
g) lim(2w+ 17875 h) N~ — s
) lim ! ) lim !
i - — : - =
a—0 r  sinx Do —1
Resenje.
3 1 , N
a) i b) 5 )3 d L e) 0; f)2; g)e’s h)2;4)0; j) ~3

5.4. Ako su ukupni dnevni prihodi i ukupni dnevni troskovi redom jednaki P =
122 — 322, C = 223, odrediti najveéu dnevnu dobit.

Regenje. Funkcija dobiti je D(z) = 122 —3z%—22*, a njen maksimum je za proizvodnju
od x =1 jedinica robe i iznosi D(1) = 7 novcanih jedinica.

5.5. Neka su redom date funkcije ukupnog prihoda i ukupnih proizvodnih troskova:
P = —2% 4+ 30002 i C' = 22% — 9000z + 2000000. Odrediti cenu p za koju ée dobit biti
najveca.

ReSenje. p = 1000 za z = 2000 j.r.

5.6. Data je funkcija ukupnih troskova C' = 23 — 222 + 3z. Pokazati da su minimalni
prosecni troskovi jednaki grani¢nim troskovima.

Regenje. Minimum prosecnih troskova C se postize za x = 1 i iznosi C(1) = 2. a

graniéni trogkovi C' = 32? — 4x + 3 za x = 1 su takode 2.
100000

5.7. Data je funkcija prosecnih troskova za neki proizvod C = 20+ , 1 funkcija
traznje tog proizvoda x = 80000 — 1000p, gde je x koli¢ina robe u komadima, a p cena u
dinarima. Odrediti:
a) cenu p pri kojoj ¢e se ostvariti maksimalna dobit i odrediti je;
b) ukupan prihod u uslovima maksimalne dobiti;
¢) interval rentabilnosti (proizvodnju za koju je dobit pozitivna).
Resenje.
a) p = 50 dinara, maksimalna dobit je D(30000)=800000;
b) P(30000)= 1500000; c¢) = € (1716,58284).

190vi zadaci su detaljno uradeni u zbirci reenih zadataka [27].
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5.2 Parcijalni izvodi

Do sada smo uglavnom razmatrali realne funkcije jedne realne promenljive. Medutim,
vrlo Cesto neke velic¢ine zavise od vise nezavisnih promenljivih. Na primer: energetska
vrednost vestackog dubriva zavisi od azota, fosfora i kalijuma; dobit u nekoj proizvod-
noj firmi zavisi od troskova i prihoda; plate radnika bi trebalo da zavise od strucne
spreme, duzine radnog staza i radnog uc¢inka. Kako nam je cilj da obradimo minimum
matematickog aparata koji nam je potreban da mozemo da nademo ekstremne vrednosti
(minimum i maksimum) funkcije vise promenljivih obradi¢emo samo pocetne elemente
diferencijalnog racuna funkcija vise promenljivih.

Parcijalne izvode definisemo kod funkcija sa bar dve realne promenljive. Na primer,
funkcije f(x,y) : R* — R i g(u,v,w) : R* — R, definisane sa f(z,y) = 1 — 2%y* i
g(u,v,w) = sinw + 5u — v3, su realne funkcije sa dve odnosno tri realne promenljive.
Grafike funkcija dve realne promenljive jos uvek mozemo da nacrtamo. U prostoru to su
odgovarajuée povrsi. Tako je na primer, grafik f(z,y) = /1 — 22 — y2, gornja (iznad zy
ravni) kalota jedini¢ne lopte (videti sliku 41). Ako funkcija ima vise od dve promenljive,
njen grafik ne mozemo nacrtati.

Prvi parcijalni izvod po promenljivoj x funkcije f(x,y) u tacki (zo, yo) oznacavamo

sa a—(xo, Yo) 1 definisemo kao sledeéi limes (ako postoji):
T

of L flwo+ Ay ye) — f(w0, vo)
a—I(Io,yo) = Alifilo A .

Prvi parcijalni izvod po promenljivoj y funkcije f(z,y) u tacki (z,yo) oznacavamo

sa g(mo, Yo) 1 definisemo kao

dy

of o f@o,yo + Ay) — f(xo,y0)
a—y(%,yo) = AI;IEO Ay :

Kada trazimo prvi parcijalni izvod po promenljivoj = funkcije f(x,y), tada promenljivu
y tretiramo kao konstantu i trazimo prvi izvod po x. Sli¢no, ako trazimo prvi parcijalni
izvod po y, nezavisnu promenljivu x tretiramo kao konstantu.

Sem oznake —=(xg, o), za prvi parcijalni izvod po promenljivoj = u tacki (o, yo)

ox

koristimo ravnopravno i oznaku f,(xo, o), odnosno f,(xo,yo), za prvi parcijalni izvod

po promenljivoj y.

Sva pravila (izvod zbira, razlike, proizvoda funkcija, koli¢nika i slozene funkcije) koja
vaze za prvi izvod funkcije jedne promenljive vaze u odgovaraju¢em obliku i za prve
parcijalne izvode funkcija vise realnih promenljivih.

Primeri. Odredite sve prve parcijalne izvode funkcija f(x,y) : R* — R i g(u,v,w) : R® —

R, definisanih sa f(z,y) =1 — 2*y* i g(u, v, w) = u - sinw + 5u — v3.

Redenja. §—£ = —2x1?, g—g = 2%y, g—z = sinw + 5, g—g = —32, g—i = U COSW.
Geometrijska interpretacija prvog parcijalnog izvoda funkcije z = f(z,y)
Podsetimo se da je prvi izvod funkcije f(z) u tacki zy ako postoji, bio jednak tangensu

ugla ( koji tangenta na grafik funkcije f, kroz tacku (zo, f(x¢)), zaklapa sa pozitivnim
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krakom x-ose. Odnosno, f'(xg) =tg [ (sl. 39). Sasvim sli¢nu situaciju imamo i sa prvim
parcijalnim izvodima funkcije dve promenljive.

Posmatrajmo funkciju f(x,y) i njen prvi parcijalni izvod po promenljivoj = u tacki
(x0,y0) (sl. 40). Prvi parcijalni izvod po z u tacki (zo,vo), %(xo,yo), kada suzimo
posmatranje na ravan y = 1), ima isto geometrijsko tumacenje kao i prvi izvod funkcije
jedne realne promenljive u tacki xg.

Sa A1 B smo redom oznagcili tacke na povrsi f(x,y) sa koordinatama (o, yo, f (o, o))
i (xo + Az, yo, f(xo + Az, 10)). Ove dve tacke su na grafiku krive g(z) koju dobijamo u
preseku ravni y = yo i povrsi f(z,y).

y Y=V,

Slika 40. Geometrijsko tumacenje prvog parcijalnog izvoda %(wo, Yo) =tga

Ako sva posmatranja suzimo na ravan y = 1y, uoci¢emo da je kolicnik prirastaja
funkcije z = f(x,y) i prirastaja argumenta x
f(xo+ Az, y0) — f(0,90)
Ax

pozitivnim krakom z ose””. U grani¢nom slucaju kada prirastaj promenljive x tezi 0,
(Azx — 0), secica AB tezi tangenti ¢ u tacki A na povrs. Tako je prvi parcijalni izvod
po z, fi(xo,y0) jednak tangensu ugla a koji tangenta ¢ (u ravni y = o) na povrs u tacki
A zaklapa sa pozitivnim krakom x ose.

Geometrijska interpretacija prvog parcijalnog izvoda po promenljivoj y bi na analogan
nacin znacila da je %(mo, Yo) = tg~y, gde je v ugao koji nova tangenta na povrs u tacki
A, ovog puta u ravni x = xg zaklapa sa pozitivnim krakom y ose.

= A—Z jednak tangesu ugla koji se¢ica AB krive g zaklapa sa
x
20

5.2.1 Ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive

Primetimo (zamislite loptu i ravan koja je dodiruje), da u opstem slucaju povrs u
tacki povrsi tangira Citava ravan a ne samo jedna prava (sl. 40). Tu ravan nazivamo
tangencijalna ravan (sl. 41).

20x-0sa i setica AB u opstem slu¢aju nisu u istoj ravni. Medutim, ugao koji AB zaklapa sa pravom

y = yo (iz xy-ravni) je jednak uglu koji AB zaklapa sa pozitivnim krakom x-ose, jer je prava y = yq istog
pravca kao i x osa.
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Geometrijski je ocigledno, da je potreban uslov da neka tacka na povrsi bude ekstremna
(lokalni minimum ili maksimum) da je tangencijalna ravan u toj tacki na povrs paralelna
sa xy-ravni (sl. 41). Ovaj uslov je ispunjen ako su dve tangente iz tangencijalne ravni
paralelne sa xy-ravni.

Slika 41. Tangencijalna ravan 7 u tacki maksimuma gornje kalote

Ukoliko je tangenta t (sl. 40), paralelna sa xy ravni ugao a ¢e biti jednak 0 pa e
i tga = 0, odnosno prvi parcijalni izvod po z u (xg,y0) ¢e takode biti 0. Slicno, kada
of

je tangenta koja odgovara a—y(.’ll'o,yg) = tg paralelna sa y osom, onda je ugao v = 0,

odnosno g—i(xo, yo) = 0.
Znagci, potreban uslov da tangencijalna ravan u tacki A(zg, yo, f (%o, o)) bude paralelna
sa xy ravni je da su

0 o0
a—£($0790)207 1 8—5(17073/0):0-

To je potreban uslov da u tacki (xg,yo) funkcija f(x,y) ima ekstrem i takvu tacku nazi-
vamo stacionarnom.

Da bismo dali i dovoljan uslov za postojanje ekstremne vrednosti na povrsi moramo
definistai parcijalne izvode viseg reda.

Parcijalni izvodi viSeg reda

0
Parcijalni izvodi prvih parcijalnih izvoda 97’ a—f nazivaju se parcijalni izvodi drugog
x

reda funkcije f i oznacavaju se na neki od slede¢ih nacina:

o af O0*f oof 0*f
2 Y e =T,
Oxrdx  Ox dydy Oy
o0f oy, oof_ @
oxdy Oxdy ' Oydr Oyor VT
Slicno se definisu i oznacavaju parcijalni izvodi treceg, cetvrtog, ... reda.

Ako su mesoviti parcijalni izvodi drugog reda neprekidne funkcije onda su oni jednaki
fuy = fye. UopSteno vazi: ako su parcijalni izvodi koje treba izracunati neprekidne funkcije
tada rezultat visestrukog diferenciranja ne zavisi od redosleda diferenciranja. Tako na
primer, za funkciju f(x,y) = 5z%y — 23> vazi da su jednaki parcijalni izvodi tre¢eg reda
fx:vy = fzyac = fy:vac- Zaista:

oo s 02y + 2%y?) = L8 (102y + 32°y%) = §-(10y + 62y”) = 10 + 18zy”
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%(5:}323; + 2%y’ = %%(I(My + 32%y°) = a%ﬂ(le + 62%y?) = 10 + 18xy?

2 (5z%y + 2%y®) = 22 (52% + 32%y?) = 2 (102 + 92°y?) = 10 + 18zy?

Flo Fle
Flodle

<

Veé smo utvrdili da je sli¢no, kao i kod funkcije jedne promenljive, potreban uslov da
je tacka kandidat za ekstremnu vrednost, da su prvi parcijalni izvodi u toj tacki jednaki
nuli, odnosno da je tacka stacionarna. Slede¢a teorema daje dovoljan uslov.

Potreban uslov za ekstrem f(x,y), ako postoje prvi parcijalni izvodi, u (xo,%y) je da
(x0,%0) bude stacionarna tacka funkcije, odnosno da je

0 o0
a_£<x07y0>20 ? a—i(xoayo)zo-

Ako je dodatno ispunjeno da su drugi parcijalni izvodi neprekidne funkcije i da vazi

0% f o*f o*f
D = w(%»yo) : a_yg(x())y()) - M@Uo,yo) : m(%,yo) > 0,

tada je to zajedno sa uslovom 1. ili uslovom 2. dovoljno da funkcija f ima ekstremnu

vrednost u (g, yo) @ to:
2

1. lokalni minimum ako je ﬁ(%y%) > 0;
x
2
2. lokalni maksimum ako je W(io, yo) < 0.
x

Ako je D = 0 ne moze se nista turditi, a za D < 0 u (xq, yo) funkcija f nema ekstremnu

vrednost.

Primer: Neka je funkcija f(z,y) = /1 — 2% —y% Nadimo njene stacionarne tacke i
proverimo da li u njima f(z,y) ima ekstrem.
Resenje.

— e T B
Y

— —CL’2—2_1/2'— S —

f=0za =0 1if,=0za y=0, paje jedina stacionarna tacka (0,0). Nadimo i
druge parcijalne izvode.

—1-y/1—=22—y?—(—2x)- L

o Nir-aari
" Wit -

(1—$2—y2)\/1—:1:2—y2 \/(1—x2—y2)3’
zbog simetricnosti nezavisnih promenljivih jasno je da

x?—1
oy = (1_$2_y2)3’
0 0
fa:y*fyx* 8_yfz* a_y

1/2- 2 (1—a? —y?) 732 (=2y) =

(—z(1—2”—y*)7?) =
Ty

Sledi, da su drugi parcijalni izvodi u stacionarnoj tacki (0,0):
f22(0,0) = fyy((]:o) =-11 fmy(070) = fyﬂc<070> = 0.
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Tako je uslov da je broj D = —1-(—=1) —=0-0 =1 vedi od 0 iz teoreme 21 zadovoljen
pa je (0,0) tacka u kojoj funkcija dostize ekstrem, a kako je uslov 2. teoreme takode
zadovoljen (f,,(0,0) = —1 < 0), taj ekstrem je maksimum (sl. 41) funkcije.

5.2.2 Parcijalna elasti¢cnost ekonomskih funkcija

Parcijalna elasti¢nost je mera promene (u procentima) zavisne promenljive y = f(x1, s...2,,)
kada se jedna od nezavisnih promenljivih promeni za 1%. Ako je y zavisna promenljiva,
onda parcijalna elasticnost promenljive y po nezavisnoj promenljivoj x; jednaka je po
analogiji sa definicijom elasti¢nosti funkcije jedne nezavisne promenljive:

A
Ty li Ay - z;

Yot Axlirgo Az; Aaggo Ax; -y
T
X Ay oz flr, o+ Axy,xy) — fo, g, x,)  x
— lim = — lim = — - fu.
Yy Ax;—0 Al'l Yy Ax; —0 sz Yy ¢
Znaci, parcijalnu elasti¢nost funkcije y = f(x1,23...x,) po promenljivoj x; ¢emo

nadalje racunati kao funkciju

Efvxi = %fzz'

Kada posmatramo ekonomsku funkciju vise promenljivih, jedna od promenljivih je u
nekom smislu dominatna. Tako, ako, na primer, gledamo traznju nekog artikla, onda
¢emo dominatnom promenljivom smatrati cenu tog istog artikla, dok cenu konkurentnog
ili nacionalni dohodak neéemo smatrati dominantnim. Ako gledamo ukupne troskove,
onda ¢e dominantna promenljiva biti proizvedena koli¢ina, dok, na primer, cenu sirovine,
cenu skladistenja, cenu zakupa lokala i sl. ne¢emo smatrati dominantnom. U sustini, dom-
inantnom promenljivom ¢emo smatrati onu po kojoj smo odgovarajué¢u funkeciju proucavali
kao funkciju jedne promenljive. Parcijalnu elasti¢nost po toj promenljivoj ¢emo jednos-
tavno nazivati elasticnost kao i ranije.

Sto se tice funkecije traznje, za koju najéesée ispitujemo elasticnost, razlikovaéemo jos
dva tipa elasti¢nosti:

e Uzajamna elasti¢nost traznje dva artikla (cross elasticity) je mera (u procentima)
promene traznje nekog arikla A; sa cenom pq, ako se cena p, artikla As promeni za
1%, dok se ostale promenljive ne menjaju.

e Elasticnost traznje od nacionalnog dohotka je promena traznje nekog artikla ako se
nacionalni dohodak poveca za 1%, a ostale promenljive ne menjaju.

Dakle, da rezimiramo, ako je funkcija traznje artikla Ay f = f(p1, pa, d), gde je py cena
artikla Aq, ps cena artikla As, a d nacionalni dohodak, onda je

g
f fp17

e Uzajamna elasticnost Fy,, =

e Elasticnost Ey,, =

P2

f fpg;

d
e Elasticnost traznje od nacionalnog dohotka E;q = — - fg.

f
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Primer. Neka je data funkcija traznje lubenica x, tako da zavisi od cene lubenica p;, cene
dinja p4 kao konkurentnog proizvoda i od nacionalnog dohodka d po sledecoj funkcionalnoj
vezi

x(py, pa, d) = d — 20000 — 5p; + 2pg.

Naci funkcije elasti¢nosti, uzajamne elasticnosti i elasticnosti traznje od nacionalnog do-
hotka pri ceni lubenica od 65 dinara, ceni dinja od 50 dinara i nacionalnom dohotku od
30 000 dinara.

Resenje.

e Elasticnost traznje lubenica E,(p, p,.d)p:

bi

Eﬂ”(mmd,d%pl = W * L,
) b p

[
= - (d — 20000 — 5 2
d—20000p— 5pr + 2pa ( D1+ 2Da)p,
[
_= A (_5)
d — 20000 — 5p; + 2
OB s

30000 — 20000 — 5 - 65 + 2 - 50
—325 —325

10000 — 325 + 100 9775

FEe(65,50,30000),p, = —0,0333
e Uzajamna elasticnost traznje lubenica prema ceni dinja .y, p,.d)p, J€:
Pa
E, Dpyg = —F————< &
el pard)
Pa

- - (d — 20000 — 5 2
d— 20000p— 5pr + 2pa ( D1+ 2Dd)p,
d

d — 20000 — 5p; + 2 2
5150

100

30000 — 20000 — 5-65 +2-50 9775
E+(65,50,30000)p, = —0,010
d
e Elasticnost traznje od nacionalnog dohotka Ey g = ? - f4 u ovom primeru je:
d
E, = —
(plvpd7d)1d x(pl,pd7 d)d l,'de

_ (d — 20000 — 5p; + 2
4= 20000 5pi+ 2 ( P+ 2pa)a

1
d — 20000 — by + 2p
30000 " 30000

30000 — 20000 — 5-65+2-50 9775
E(65,50,30000),d = 3,069

Mozemo reci da je traznja u odnosu na cenu lubenica, kao i u odnosu na cenu dinja,
neelasticna, i to u tolikoj meri da skoro da mozemo da kazemo da je indiferentno elastic¢na.
Tumacenje ovih vrednosti bi bilo da je trziste stabilno podeljeno na one koji jedu lubenice
i na one koji jedu dinje, tako da oscilacije u ceni ovih artikala ne uti¢u znacajno na traznju.
Kod traznje lubenica u odnosu na nacionalni dohodak, uocavamo izrazenu elasticnost, to
tumacimo da sa rastom primanja puno lakse i ¢eS¢e kupujemo lubenice.



92

5.2.3 Zadaci

5.8. Poznato je da traznja mineralnog dubriva AN z(d,pa,pk) zavisi od nacionalnog
dohotka d, cene p4 mineralnog dubriva AN, ali i od cene px mineralnog dubriva KAN na
slede¢i nacin:

2(d, pa, pr) = 0,4d + 170000 — 105p% + 920px

a) Odrediti funkciju uzajamne elasti¢nosti traznje mineralnog dubriva AN u zavisnosti od
cene mineralnog dubriva KAN.
b) Koliko iznosi elasti¢nost traznje mineralnog dubriva AN, ako mineralno dubrivo AN
kosta 35 dinara po kg, mineralno dubrivo KAN 30 dinara po kg, a nacionalni dohodak je
25000 dinara?
Resenje.

B 920pk
PAPI)PK =040+ 170000 — 10507 + 920px
27600

78975

je trziste neindiferentno - blago elasticno na cenu mineralnog dubriva KAN u odnosu na
traznju mineralnog dubriva AN. Preciznije, povecanje cene mineralnog dubriva KAN od
1% dovodi do blagog povec¢anja od 0,35% traznje mineralnog dubriva AN.

a) Funkcija uzajamne elasticnosti je F 4 a

je njena vrednost E(25000,35,30),30 = = 0, 35. Tumacenje ove vrednosti bi bilo da

b) Elasti¢nost traznje mineralnog dubriva AN

—210p7, ) . L
Eodpapr)px = 0.4d 5 170000 16(5p?4 020 Sto daje vrednost elasti¢nosti od
—257250
E(25000,35,30),35 = RO = —3.26 Traznja mineralnog dubriva AN u odnosu na cenu mi-

neralnog dubriva AN, ima izrazenu elasti¢nost, to tumacimo da sa rastom cene mineralnog
dubriva AN puno teze i rede kupujemo mineralno dubrivo AN.

5.9. Traznja maline z(d, p,,, py) zavisi od nacionalnog dohotka d, cene maline p,, i
cene visanja p, na sledeéi nacin:

2(d, P, po) = 0, 25d + 1200 — 1123p,,, + 3p?

a) Odrediti funkciju uzajamne elasti¢nosti traznje maline u zavisnosti od cene visanja.
b) Koliko iznosi elasti¢nost traznje maline, ako kg malina kosta 500 dinara, kg visanja
200 dinara, a nacionalni dohodak je 35000 dinara?

5.10. Poznato je da traznja brazilske kafe zavisi od nacionalnog dohotka n, cene
brazilske kafe py, ali i od cene indijskog ¢aja p.:

z(n, pr, pe) = 0, In + 2841 — 10000p; + 100p...

a) Odrediti funkciju uzajamne elasti¢nosti traznje brazilske kafe u zavisnosti od cene
indijskog caja.
b) Koliko iznosi elasti¢nos traznje brazilske kafe, ako kafa kosta 1 500 dinara, indijski ¢aj
750 dinara, a nacionalni dohodak je 15 000 dinara?

5.11. Totalni herbicid (aktivna materija glifosat) na nasem trzistu prodaju Galenika
Fitofarmacija A.D. pod nazivom Glifol i Chemical Agrosava pod nazivom Glifosav 480.
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Ako traznja Glifola zavisi od cene Glifola p,, cene Glifosava 480 p, i nacionalnog dohodtka
d po sledecoj funkcionalnoj zavisnosti

2(d, pg, pa) = 0, 15d + 32000 — 11p} + 2, 2p?,

odredite sve tri vrste elasticnosti traznje Glifola pri cenama p, = 590, p, = 520 dinara po
litru i nacionalnom dohodhku od d = 40000 dinara.
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Glava 6.

6 Integralni racun

6.1 Neodreden integral

U prethodnom poglavlju smo se upoznali sa prvim izvodom funkcije i njegovim mnogo-
brojnim primenama. Kako je prvi izvod diferencijabilne funkcije opet funkcija, namece se
potreba da na skupu funkcija definiSemo i suprotnu operaciju od operacije diferenciranja.
Zato uvodimo pojam primitivne funkcije:

Funkcija F(x) je primitivna funkcija ili anti-izvod funkcije f(z) akko je F'(z) = f(x).
Medutim, lako je uvideti da primitivna funkcija nije jedinstvena za bilo koju fiksiranu

2 2 ZEQ
_57

funkciju f(x). Na primer, ako je f(x) = x, njene primitivne funkcije sU: 74— 1, 5
2
5 + 0.98, ... Preciznije, vazi sledec¢e tvrdenje.
Ako je F(x) primitivna funkcija funkcije f(z) tada su sve primitivne funkcije, funkcije
f(z) oblika F(x)+C, CeR.
Predhodna teorema nam dozvoljava da definiSemo neodredeni integral, kao suprotnu
operaciju operaciji diferenciranja.

Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(x) nazivamo neodredeni integral funkcije
f(z) i oznacavamo sa

/f(x)dx = F(z)+C.

Funkciju f(x) nazivamo podintegralnom funkcijom, dz je diferencijal nezavisne

promenljive, kako je f'(x) = e iz prethodne definicije sledi da je
T

([ s@aey = sy [ = [ar= 5w +c

6.2 Neodredeni integrali nekih funkcija

Prvih jedanaest neodredenih intergrala u sledecoj tabeli su direktna posledica pozna-
vanja prvih izvoda elementarnih funkcija koje smo naveli u poglavlju 2.2.2 u tabeli izvoda
elementarnih funkcija. U 12. i 13. vrsti su integrali koji se smenom (metod integraljenja
opisan u sledecoj sekciji) svode na 10. i 11. integral. Preostale integrale u tabeli ¢emo
pokazati u narednim sekcijama.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

® N o ot W

f z"dx

— e —_— e S N T
—_
|
8
[\

—dx
Va2 +a?
f sinh xdx

f cosh zdx
f Va? 4+ a?dx
[ Va? — a?dx

f dx
xva? + 1?2
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xz+C
xn
n+1
In|jz|+C, x#0
e +C

aCC

+C n#-1

+C, a#1,a>0
Ina

—cosxz +C
sinz + C

tgx+C, x# 5 +km, keZ
—ctgx+C, v#n+knm, keZ
arctgr + C'

arcsinx + C'
1 T
—arctg— + C
a a

T
arcsin— + C
a

1 a+x
—In |
2a a—2x

Injz+Va2+a?|+C, a#0

coshx +C
sinhx +C

2
m\/xQ:I:QQj:%ln|a—|—\/x2:|:a2|+0
2

Va? —x2+%arcsing+0

|+ C, a#0, 2° # d?

In |

|+ C

QIR N

x
T +Va?+ a2

Neodredeni integrali nekih funkcija

6.2.1 Osnovne osobine neodredenih integrala

Na osnovu osobine da je izvod zbira (razlike) dve diferencijabilne funkcije jednak zbiru
(razlici) prvih izvoda tih funkcija, kao i osobine da se konstantni umnozak moze izvuéi
ispred funkcije koju diferenciramo, slede dve osnovne osobine neodredenih integrala:

Ako su redom F(x) i G(z) primitivne funkcije funkcija f(x) i g(z) tada vaZe sledece

osobine:
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1 [kf(x)de =k [ f(z)de = kF(x)+ C, k je konstanta

2. [(f(z)x£g(x))de = [ f(zx)de £ [g(x)dx = F(z)+£G(x)+C.

1
Primeri. Odredite /(:UE’ —3e” 4+ Tcosz)dr i /(2 + i 3%)dx.

6
Resenja: /(3:5 — 3e” + Tcosx)dr = /x5dx - 3/exd:1: + 7/cosxdx = % — 3e” +

7Sin:r;—liC. . . -
24+ — —3%)dr =2 —dr— | 3dr =20 — — + —— +C.
J( + 3 3%)dx /das+/x5d:v /3da: T 4x4+ln3+c

6.3 Neke metode za reSavanje integrala

6.3.1 Metoda smene

Metoda smene je metoda kojom se manjim transformacijama (smenom promenljive)
integrali svode na neki od poznatih integrala.

Metoda smene 1. Ako je F(t) primitivna funkcija funkcije f(t) i neka je funkcija
t = ¢(x) diferencijabilna na D, tada je

[ fons@s = [ s =re)+0 = Flow) +C .

Funkciju ¢ = ¢(x) u prethodnoj teoremi nazivamo funkcijom smene. Njen diferencijal

je dt = ¢'(x)dx

Primeri. Nadite slede¢e neodredene integrale:

] / dx 5 dx
] Era ) Ve—=
Resenja:
1. Nakon manjih transformacija podintegralne funkcije i zatim uvodenjem smene ¢ = 2,
¢iji diferencijal je dt = i dz, sledi da je
/ dx 1/ dx 1/adt 1 ot C 1 tx—i—C’
—— == ———==—=[| — = —arc = —arctg —
a’>+x%  a? L+ (£)?  a? 1+t a & a &4
2. Koristimo istu smenu kao i u prethodnom primeru. Takode, izvla¢imo konstantu ispred
integrala

=" /W/\/—

T
arcsint + C' = arcsin — + C'
a

6.3.2 Parcijalna integracija

Mnoge integrale ne mozemo resiti smenom promenljive. Na primer, [z?Inzdz ima
podintegralnu funkciju u obliku proizvoda dve funkcije, od kojih je jedna (z?) podesna
za integraljenje, a druga (Inx) za diferenciranje. U ovakvim slucajevima, se primenjuje
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metoda parcijalne integracije. Metoda je posledica poznatog pravila za nalazenje prvog
izvoda proizvoda dve diferencijabilne funkcije u(z) i v(z):

(u(z)v(x))" = u'(z)o(x) + u(z)(z)

Sto je ekvivalentno sa

d (u(z)v(z)) _ du(x)

dv(z)
dx dx )

v(x) + u(x) o

Nakon deljenja sa diferencijalom nezavisne promenljive dx i integraljenja dobijamo

/ d (u(z)v(z)) = / (v(z)du(z) + u(z)dv(z)) = / v(@)du(z) + / u(z)do(z) .

Kako je [ d (u(z)v(z)) = u(z)v(z) direktno sledi formula parcijalne integracije u slede¢em
tvrdenju.

Metoda parcijalne integracije 1. Ako su funkcije u(x) i v(z) diferencijabilne tada
vazi formula parcijalne integracije

/ w(@)dv = u(z) - v(z) — / o()du.

Iz formule za parcijalnu integraciju zakljuc¢ujemo da funkciju u(x) treba da biramo tako
da bude pogodna za diferenciranje, dok diferencijal funkcije v(x) treba da je pogodan za
integraljenje.

Primer.  Ako izaberemo za u(z) = Inz i za dv = 2*dr imamo da je du = 1/xdz i
v(xz) = [2*dx =1/32°. Na osnovu formule za parcijalnu integraciju sledi da je

/x2 Inx dv = 1/32%Inz — 1/3/x2dx = 1/32%Inx —1/92° + C.

Nekada je potrebno vise puta obaviti parcijalnu integraciju. Odredimo / e’ cosx dx

tako §to prvo biramo za u(z) = e* i za dv = cosz dx. Sledi da je du = e"dxr i v =
[ cosx dx = sinz. Zato je

/excosx dx—e"”sinx—/e“sinxdx

Na integral [ e” sin zdx takode primenjujemo parcijalnu integracijom sa izborom w(z) =
¢* ids = sinx dz, pri cemu je dw(zx) = e*dr i s = [sinx de = —cosx. Zato je

/ex sinzdr = —e” cosx + /6“/’ cosx dx.
Polazni integral je jednak [ e*cosz dxr = e*sinz + e* cosz — /ea: cosz dx , sto je ek-

vivalentno sa 2 / e’ cosx dr = e"sinx + e cos x.

o
e’ (sin x2+ cos ) e

Primetimo da smo u prethodnom primeru mogli sa podednakim uspehom da izaberemo
za funkcije u(x) = cosz, dv = e*dx = ds i w(x) = sin .

Konaé¢no imamo da je / e’ cosx dr =
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6.3.3 Integraljenje racionalnih funkcija

Funkcija u obliku razlomka, kod koje su i brojilac i imenilac polinomi, naziva se
racionalna funkcija. Elementarne racionalne funkcije su nekog od oblika

1
. ——, seN
(x +a)®
5 1 , dx +e
e 1 e
(22 + bx + ¢)* (22 4+ bx + ¢)s’

pri ¢emu je b? —4c<0i s€N.
Nadimo prvo integrale elementarnih racionalnih funkcija za s = 1.
1. Koristimo smenu t = = + a:

d dt
’ /7:ln|t|+C’:ln|5B+a|+C’

Tr+a -
2. Kako je b? —4c < 0, sledi da je ¢ — b*/4 > 0. Stoga moZemo koristiti smenu
r+b/2 2dx

BV
[awstorem | e~ | i

P2 4brtc ) (@+b/2P+c—b2/4 (x+b/2 o
c—b%/4
dt 2v+b
/—t2+1:arctgt+C:arctg—_4C_bQ—|—C’.

3. Polazni, tre¢i integral ¢emo transformisati u zbir dva integrala. Prvi resavamo
smenom t = z? + br + ¢ i dt = (2z + b)dx. Drugi je oblika koji je reen u prethodnom
slucaju.

/ dr + e dxzc—l/zx+b+2€_bdx:6—l/ 20+ b drt

x24+br+c 2 24+ bxr+c 2) x22+br+c
d(2€—b)/ dx _d [dt N d(2e_b)arct 20+b
2 w24+br+c 2] t 2 g\/4c—b2_
d d(2e —b) 20 +b
—In|z® 4+ bx + c| + t +C
2n|9v T + | 5 arcgm

Uglavnom, na slican nacin, istim smenama i transformacijama, nalazimo integrale

dt
elementarnih racionalnih funkcija za s > 1. Jedina razlika je Sto se umesto integrala / "

pojavljuju integral oblika f — - Ipak, kod integraljenja elementarne racionalne funkcije

tipa 2. moramo izvrsiti dodatno (s — 1 puta) parcijalnu integraciju. Demonstrira¢emo
postupak za s = 2.
2. Istom smenom kao i za s = 1 dobijamo da je

/ dz / dt St , vt
= ) oga ¢emo resavati
(24 bz + ¢)? (t2+1)2 &

/ dt _/t2+1—t2dt_/ dt _/ t2dt _arctt_/t tdt
@r12 ) er1 " Jer1 ) @y Y 2+1)2

Poslednji integral resavamo parcijalnom integracijom. Neka je u(t) = ¢ i dv(t) =

tdt tdt 1 2tdt dw -1
——— Tadajedu=dtivt) = | —s == —— =1/2 | —
(124 1)2 ada Je au Lo(t) f(t2+1)2 2/(t2+1)2 /

-1
m. Pri ¢emu je funkcija smene w(t) = t* + 1. Po formuli parcijalne integracije
imamo:

w? 2w
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/t tdt —t _'_/ dt —t _'_1 tot+C
= = —arc .
@+12 20+1)  Jow@r1l) 2@@+1) 2700
. . . dt t 1
Konacno, sledi da je / 1) = Y + 3 arctgt + C.
Na osnovu prethodnih izvodenja, zakljucujemo da su integrali elementarnih racionalnih
funkcija:

do ln|x—|—a|q;0, za s=1

St - za s
(x+a) G ta +C, > 1

3 f—:

x2—|—bx—|—c)

arct vrb +C a

retg —— , za s =
g\/élc—b2

20+ b)V4e—b> 1 2z + b

(22 + b)vie +—arctgL+C, za S =

8(z2 4 bx + ¢) 2 Ve — b?

dx +e

.fx2+bx+cx_ ( )

d d(2e —b 20 +b

—1 b ——arctg ——=+C =

2n|:1:—|—a:+c|+ 5 arcg\/m—i— , zas

d d(2e —b) 204+ 0

— to —
2(22 + bx + ¢) " 2 MRV

Opstu racionalnu funkciju integralimo tako Sto prvo ako je stepen polinoma u brojiocu
vedi ili jednak od stepena polinoma u imeniocu podelimo polinome i problem svedemo
na integraljenje polinomne funkcije i integraljenje racionalne funkcije kod koje je stepen
polinoma u brojiocu manji od stepena polinoma u imeniocu. Odgovor kako integralimo
takve racionalne funkcije daje sledeci stav.

Stav. Dati su polinomi P(x) i Q(x), pri cemu je st(P) < st(Q). Neka je faktorizacija

polinoma
n m

P(z) = H(x + a;)” I_I(m2 + bz + ;)"

i=1 i=1
Tada postoje konstante A;, 1 =1,2,....81+ ... +s, 1 B;,C; i =1,2,...,71 + ... + 1, tako

(x
P(z)

da racionlnu funkciju

oblika

Q(ZL‘) A1 As1 BlfL‘ + Ol Brll‘ + Crl
= +it—+. =+ ..+
P(z) x+a (x+ay)% 22+ bix + ¢ (22 + bz + )

mozZemo prikazati kao zbir elementarnih racionalnih funkcija

Po stavu bismo mogli izvrsiti sledece razlaganje racionalne funkcije

5x5+7x—2 . Al 4 A2 4 Ag +Bl.’17+01
(x+3)2(x —T)(22+2)3(22+9) z+3 (v+3)2 -7 22+2

21Po osnovnoj teoremi algebre znamo da je st(P) = s1 + ... + 8p + 2(r1 + ... +74).
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BQJJ—FCQ Bg$+03 B4x—|—C4
(22 +2)2  (22+2)3 2 +9
Primeri. Odredite integrale
) / dx ) / (2x + 5)dx 3 / (22°% 4+ 2%)dx
") a?— 22 © ) x4+ 1022 + 25 ") a3 —3224+ 321
Resenja:
1/dx _/ dx _1/dx+1/dx_
“Ja2-22 ) (a—2)at+tz) 2)a—z 2) atz
1 [ —dt 1/@:1n|a—x|_ln|a+x|+czlln’a—m’+a
U 2 2 2 ‘a+zw

2 t 2
5 (22 +5)de [ (22 +5)dx
' /x4+10I2+25 _/ (2 +5)2
Nadimo konstante By, C1, Bs, Cs, koje na osnovu prethodnog Stava. omogucuju da se
racionalna funkcija razlozi:
22% 4+ 102 — 3 Bz +C | Box +
(z24+5)2 2245 (22 +5)%
stepene polinoma u brojiocima sa leve i desne strane jednacine, nalazimo nepoznate kon-
stante Bl, Cl, Bg, CQ.
203 + 10 — 3 = (Bix + C)(a®> +5) + Box + Cy «— wza® By = 2, uzz? C; =
0, uz x 5B; + By = 10,uz 2° 5C; + Oy = —3. Sledi, na osnovu poznavanja integrala
elementarnih racionalnih funkcija,

/2x3+15:c—3d$_/ 2xdx +/ —3dx _/@_15/ dx 2?4
(22457 J2?+5 ) (@452 ) ¢ ((z/VB)?+1)2
5 — 15z 3

x
—— — —arctg— + C.
2V5(x2+5) 2 &5

3. Kako je stepen polinoma u brojiocu podintegralne funkcije veéi od stepena polinoma
u imeniocu prvo ¢emo izvrsiti deljenje

(22 + 2%)dx / 3 5 3022 — 48z + 20 / 3
= 2 6 12 21 dor = 2 d
/J;3—3x2—|—3x—1 (207 + 627 + 122 + +x3—3x2+3x—1)$ v

3022 — 482 + 20 4
6/x2dx+12/xdx+21/dx+/ * TN e = T 908 4 6a? 4 20w 4+

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce

3 — 322 +3x —1 2

/ 3022 — 48z + 20
dx.
(x—1)3
Po Stavu znamo da postoje konstante Ay, As i Az
30I2 — 48.13 + 20 Al A2 Ag ~ . .
1) T @—1)p + CEE Sto je ekvivalentno sa

302% — 48x + 20 = Ay (2% — 20 + 1) + Agx — Ay + A3
30:A1 —48:—2A1+A2 20:A1+A3 — A1:30 A2:12 A3:—1O

Pocetni problem se svodi na resavanje integrala elementarnih racionalnih funkcija

/30372 — 48z + 20d / 30dx +/ 12dx / 10dz 301n | 1 12
xr = —_— —_— _— = nlr — _——_—
(r—1)3 r—1 (x —1)? (x —1)3 r—1
)

+C.

(x —1)?
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6.3.4 Integraljenje racionalnih funkcija po sinx i cosx

Integral [ R(sinz,cosx)dz, gde je R racionalna funkcija po dve promenljive sinz i
coS T se resava smenom

.z dr — 2dt
t=tgy, dv=1"p

Sa ovakvim izborom smene, lako sa promenljive x prelazimo na promenljivu ¢ jer je
2 1—1¢?

i cosx= :
1+ ¢2 1+¢2

sinx =

Zaista,

2t 2tg % 2cos” Ltg 2 x . ..

= == = ~ —5 - = 2C0o8 - sin- =sinx i
L+t 1+4+tg°5 cos?§ +sin 2 2
1—t> 1—tg?z/2 cos’Z —si x T x
5 = gzi = i — =cos? = —sin®? = =2cos? = = cosz.

141 1+ tg*35 cos? § + sin 2 2 2

Nakon prelaska na promenljivu ¢ polazni integral se transformise u integral obicne
racionalne funkcije, $to je analizirano u prethodnom paragrafu.

18

2

B o
[SIISHINIES

i d
Primer. Odrediti/w.
1+ cosx
2t 2dt 4t dt
. sinx dz 1482 14+¢2 /(1+t2)2 /tht du
Res ) - = — =) _ = 22411
e e e A= Bl Rl
1+¢2 1—#

t2|+C’:1n]1+tg2§]+C’.

6.4 Odredeni integral
6.4.1 Definicija odredenog integrala

Povrsina ograni¢ena krivom y = f(x), x-osom i ordinatama povucenim iz = = a
i =05 (videti sliku 42.) se najcesce vezuje za koncept definicije odredenog integrala.
Medutim, definicija moze da se formira i bez pozivanja na geometriju.

fix) S

\

6n-] En

\J

Xo=d X; X, X X2 X, X,=D

Slika 42. Odredeni integral i povrsina
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Podelimo interval [a,b] na n nepraznih podintervala proizvoljno izabranim tackama
x1,T9,...T,_1 tako da je zadovoljeno a < x1 < 19 < ... < x,_1 < b. Redom u svakom
od intervala (a,xy),(x1,22),...(x,_1,b) izaberimo po jednu tacku €, é€q,...6, 1,6, 1
formirajmo sumu

S=(z1—a)f(a) + (x2 —x1) fle2) + - + (Tn1 — Tn2) fl€n-1) + (b — Tp1) fen)-

Ako redom sa xg,r,1 Az; ozna¢imo a,b iduzinu i-tog intervala x;—x; 1 za i =1,..n
onda sumu mozemo krace zapisati sa

S = Zf(ei) g — xiq) = Zf(ei)-m,-.

Geometrijski smisao ove sume je ukupna povrsina svih pravougaonika na slici 42. za
slucaj kada je funkcija f(x) neprekidna i pozitivna nad intervalom |a, b].

Neka se broj podintevala n neograni¢eno povecava tako da svaki Az; — 0. Ako
nezavisno od nacina izbora podintervala prethodna suma konvergira ka istoj vrednosti
(postoji granica lim,,_.,, .S), onda tu vrednost zovemo odredeni integral funkcije f(z)

nad [a,b] i oznacavomo sa
b
/ f(z)dx.

Inerval [a,b] nazivamo domenom integracije, dok je a donja granica integracije
a b gornja granica.

Odredeni integral postoji kada je funkcija f(x) neprekidna (ili neprekidna po de-
lovima) na intervalu [a,b]. U opstem sluc¢aju funkciju f(z) nazivamo Riman integra-
bilnu ili samo integrabilnu na intervalu [a,b] ako postoji odredeni itegral.

Geometrijski smisao
b
Realan broj koji je vrednost odredenog integrala f(z)dz je povrsina figure (krivolin-

ijskog trapeza) ograni¢enog krivom y = f(x), g-osom i ordinatama z =a i ¢ = b kada
je f(x) > 0 na intervalu [a,b]. Medutim, ako je funkcija nekad negativna a nekad poz-

itivna onda odredeni integral predstavlja algebarsku sumu povrsina iznad i ispod x-ose
tretirajuéi povrsine iznad x-ose kao pozitivne, a one ispod kao negativne.

Mera nula

Za skup tacaka na z-osi kazemo da ima meru nula ukoliko se suma duzina intervala
koji sadrze sve tacke skupa moze napraviti proizvoljno malom (manjom od svakog zadatog
pozitivnog broja €). Svaki prebrojiv skup brojeva na realnoj osi ima meru nula.

Sada mozemo formulisati vaznu teoremu (Rimanove) integrabilnosti:

Ako je f(x) ogranicena na |a,b], tada je potreban i dovoljan uslov za postojanje

b
/ f(x)dx da skup prekida funkcije f(x) ima meru nula.
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6.4.2 Osobine odredenog integrala

Ako su funkcije f(x) i g(x) integrabilne na [a,b] onda je:

v [uwreene = [rww s [

b
2. /K f(x)dx = K- /f(x)dx gde je K proizvoljna konstanta

/abfcr)d /f Jdr + /f

pri ¢emu je f(x) integrabilna i na [a,c] i na [c,d].

o

b a
bt = - [ e
a b
5. / flz)de =
6. Ako je a<x<b, m< f(zr) <M, gde sum i M konstante , tada je

b
m-(b—a) < /f(x)dx < M-(b—a)

7. Ako je a <z <b, f(z)<g(x), tada je

/abf(a:)dx < /abg(x)dx

|/b flx)dz | < /b |f(z)|dx ako je a <D

B

6.4.3 Teoreme o srednjoj vrednosti za integrale

Prva teorema o srednjoj vrednosti
Ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalau [a,b], tada postoji tacka € koja

pripada (a,b) tako da je:
b
[ rate =10 0 a)

Uopstena prva teorema o srednjoj vrednosti
Ako su funkcije f(x) i g(x) neprekidne na intervalau [a,b] i funkcija g(x) ne menja
znak na intervalu, tada postoji tacka € koja pripada (a,b) tako da je:

[ s = s [ owa
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Uopstena prva teorema se restrikuje na prethodnu teoremu o srednjoj vrednosti kada
je g(z) =1
Druga teorema o srednjoj vrednosti (Bonnet)
Ako su funkcige f(x) i g(x) neprekidne na intervalau |a,b] i funkcija g(x) je pozitivna
monotono-opadajucéa na intervalu, tada postoji tacka € koja pripada (a,b) tako da je:

/ f@)dr = gla)- [ s

Ako je funkcija g(x) pozitivno monotono-rastuca na intervalu, tada postoji tacka € koja
pripada (a,b) tako da je:

[ 1wy = o0 [

Uopstena druga teorema o srednjoj vrednosti

Ako su funkcije f(x) i g(x) neprekidne na intervalau [a,b] i ako je funkcija g(x) ili
monotono-opadajuca ili monotono-rastuca na intervalu, tada postoji tacka € koja pripada
(a,b) tako da je:

/abf(x)g(a:)da: = g(a)./;f(a:)dm + g(b)-/ebf(x)da:

Primetimo da se u prethodnoj teoremi ne trazi pozitivnost funkcije g(x) kao u njenoj
specijalnoj verziji ve¢ samo monotonost.

6.4.4 Osnovna teorema za racunanje odredenih integrala

Podsetimo se prvo da je neodredeni integral

/ﬂ@m

skup svih primitivnih funkcija oblika F'(z) + C, * pri ¢emu je F'(z) = f(z).

Njutn-Lajbnicova teorema. Ako je f(x) neprekidna funkcija na intervalu |a,b] i
ako je F(x) mneka primitivna funkcija funkcije f(x) tada je:

b
/ f(x)de = F(b) — F(a).

Ova vazna teorema nam omogucuje, kada nam je poznat neodredeni integral, da
1zracunamo odredeni integral na jednostavan nacin, direktno, bez trazenja granic¢ne vred-
nosti.

Primer: Kako je F'(z)
[l adde = F(2) — F(1)

/\

2l k) =4-% =2° ondaje
(24+k‘) (F

+k)= 14—5 jedan neodredeni integral ili anti-izvod

228vi anti-izvodi neke funkcije razlikuju se samo za konstantu.
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funkcije 2. Posto konstanta k svakako nestaje, podesno je jednostavnije zapisivanje:

Paddp—2p—2 11

4 4 4"

Dokaz. Dokazimo prvo da je F'(z) = f(x) gde smo sa F(x) oznacili [ f(t)dt . Po
prvoj teoremi o srednjoj vrednosti za integrale imamo:

F(x+h}1—F($):%(/ dt—/f t)dt ) / f)dt = f(e)

gde €€ (z,2+h).
Stoga, zbog neprekidnosti funkcije f(x), ako je x bilo koja tacka unutar [a, b],

F(x +h) — F(x)

F(a) = Jim S0 = im0 =)
c€(x,z+h)

Za v =a iza x =0 rezultat takode vazi uz kOI‘lSCGIlJG lim odnosno lim .
h—>0 h—»O*

:/:f(t)dt + k,

pisati

gde je k proizvoljna konstanta.
Kako je F(a) =k, sledi da je

:/bf(t)dt + F(a)

sto je i trebalo dokazati. O

6.4.5 Metoda smene i parcijalna integracija kod odredenog integrala

U skladu sa Njutn-Lajbnicovom formulom za odredivanje odredenih integrala moze se
metoda smene i metoda parcijalne integracije primeniti i na odredene integrale.

Metoda smene 2. Neka je f(t) neprekidna funkcija na intervalu [a,b] i F(t) njena
primitivna funkcija i neka je ¢(x) : [e,d] — [a,b] monotona funkcija sa neprekidnim
prvim izvodom. Tada ako je ¢(a) = ¢ i ¢(b) = d, posle smene t = ¢(x) imamo

/fwm /fdt ()2 = F(d) - F(c).

Primetimo da kod odredenog integrala posle prelaska na promenljivu ¢ ne moramo
vra¢ati se na promenljivu z, Sto je potrebno kod neodredenog integrala. Neodredeni
integral je skup funkcija koje se razlikuju za konstantu pa je stoga prirodno da se funkcije
zapisuju direktno preko polazne promenljive a ne preko neke posredne promenljive. Sa
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druge strane odredeni integral je broji lakse nam je da ga racunamo kao F'(d) — F(c¢) nego
kao F(¢(a)) — F(o(b)).

Metoda parcijalne integracije 2. Neka su wu(z) i v(x) diferencijabilne funkcija na
intervalu |a,b] tada vazi formula parcijalne integracije

u(x) - v(@)} — [ vl (z)du

() - v(b) — u(a) - v(a) — [Pv(x)u (z)du

[P u(z)v (x)da

Primeri. Nadite slede¢e odredene integrale:

1 27
*d
1./ ¢ ar 2. / x-sinx dx
o l+e* x

Resenja:
1. Smenom t = e*, dt = e* dx, donja i gornja granica integrala se redom menjau 1 =e
ie=e! Sledida je

b etdx °odt .
= . = arctgt|{ = 7/4 — arctge.
0 1

0

1+ e +8
2. Ako izaberemo u = x, dv = sinx dx, sledi du = dx, v = fsinx dr = —cosxz. Ovo
implicira

2m 2w
/ r-sinz d:c:—xcosx]?f—i-/ cosz dx =21 — - (—1) + sinz|?" = 37 .
K s

6.5 Nesvojstveni integrali

Ako granice integraljenja nisu konaé¢ne ili podintegralna funkcija f(z) u domenu in-
tegraljenja nije definisana u nekoj tacki ili nije ogranicena, tada takav integral zovemo
nesvojstvenim integralom. Pogodnim grani¢nim procesom se moze ili odrediti vred-
nost nesvojstvenog integrala ili zakljuciti da nesvojstveni integral divergira, ukoliko odgo-
varajuéi granicni proces divergira.

Primeri. u
* dx . dx . M
L s e [T = e -
lim arctgM = T
dx x
2. [ — = 1li — = lim 2yz [, = lim 2-2Va = 2.
e o dm [ E T Jm 2El = i @-2a
1 1
d d
3. 2 lim '~ lim Injz| |} = lim (—Ina).
0o I a—0-+ a a—0+ a—0+

Kako poslednja grani¢na vrednost ne postoji kazemo da integral
1

T . .
— divergira.
x
Ukoliko su same granice integraljenja neogranic¢ene radi se o nesvojstvenom integralu

prve vrste u ostalim slucajevima radi se o nesvojstvenom integralu druge vrste.



107

6.6 Primena integrala
6.6.1 Povrsina figura u ravni

Sa jednom primenom odredenih integrala smo se vec sreli kada smo govorili o geometri-
jskoj interpretaciji odredenog integrala. Znamo, ako je podintegralna funkcija neprekidna
i f(x) > 0 na domenu integraljenja [a, b] tada je

/ s

gde je P povrsina krivolinijskog trapeza ograni¢enog sa grafikom funkcije f(x), z-osom,
i pravama z = a i x = b. Sa druge strane, ako je grafik funkcije ispod x-ose, tj., ako je

f(z) <0, sledi da je
b
| #ardn = -

Osencene povrsine P; i P, na slici 43, ogranicene krivama fi, fo 1 f3 mozemo
1zracunat1 pomocu odredenih integrala na slede¢i nacin:

ff2 d33+fbf3 Ydo — [ fi(x
f f1 dZE—i—f f2 dl’—fdfg dl'— fbfg d$+f f3 )

Da bismo odredili povrsine moraju se odrediti apscise znacajnih tacaka na grafiku. Oznacili
smo ih sa a, b, ¢, d,e. To su presecne tacke grafika ili nule funkcija.

N

5 Y

N\

Qe
e

Slika 43. Povrsina figure u ravni ogranicene krivama fi, fo i f3

Resimo sledeéi primer naveden u poglavlju 1.1.1:

Primer. Njiva je oivicena potokom - luk kroz tacke O, B'i A i sa dva puta (Sl. 44). Jedan
put je na pravoj kroz tacke A i C, a drugi je u pravcu xz-ose. Odredite povrsinu njive koja
je na Sl. 44 osencena povrsina tako Sto aproksimirate skicirani deo linije potoka temenom
parabolom ¢iji grafik prolazi kroz tacke A i B, a put pravom kroz tacke A i C i potom
integralite na (0,4). Razmera skice je 1:300 m.

Regenje. Temena parabola k(z) = 2 prolazi kroz tacke O, B i A i lepo ”prati” tok potoka.
Nepoznate koeficijente a i b linearne funkcije y(z) = ax + b dobijamo resavanjem sistema
dve jednacine sa dve nepoznate. Prvu jednac¢inu 4 = 2a + b dobijamo uvrstavanjem
koordinata tacke A(2,4) u funkciju, a drugu 0 = 4a + b uvrstavanjem koordinata tacke
C(4,0). Iz druge jednacine je b = —4a, a kad prvu jedna¢inu pomnozimo sa —1 i dodamo
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je drugoj dobijamo 2a = —4. Sledi da je a = —2 i b = 8. Tako je povrSina njive izrazena
u kvadratnim jedinicama sa osa jednaka

3

2, 4 s, x? . 8 2
P= [ ade+ | (—22+48)dx = §|0+(—2E+8x)|2 = §+(—16+32—(—4+16)) = 65.
0 2

Slika 44.

Primetimo da smo vrednost 4 drugog integrala mogli i bez integraljenja dobiti znajuci
na osnovu skice da je on jednak povrsini pravouglog trougla sa katetama duzine 2 i 4, dakle
2-4

- = 4. Kako zbog razmere 1:300 m jednoj kvadratnoj jedinici skice odgovara 300% m?

2
realne povrsine, njiva ima povrsinu od 60 hektara jer je 6§ -300% m? = 3 -9-10000 m? =
600000 m? = 60 - (100m)* = 60 ha.

6.6.2 Zapremina obrtnih tela

Posmatrajmo telo (sl. 45.a) koje nastaje rotiranjem neprekidnog dela krive f(z) od
tacke A do tacke B na intervalu [a, b] oko x-ose.

y=f(x) g 9 b)
: y=f(x) B

Slika 45. Obrtno telo

Zapreminu ovog obrtnog tela oznacimo sa V. Nju mozemo izracunati pomocu sledeceg
odredenog integrala

Vo= /ab (f(z))? da.
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Slicno, ako bimo posmatrali telo koje nastaje rotiranjem oko y-ose neprekidne funkcije
x = ¢g(y) na intervalu [c, d], njegova zapremina je

d
Vo= / (9(y))? dy.

6.6.3 Duzina luka krive

Neka funkcija f(x) ima neprekidan prvi izvod (glatka je) na intervalu [a,b]. Duzinu
luka krive [ od tacke A(a, f(a)) do tacke B(b, f(b)) (sl. 45.b) moze da se odredi pomocu

odredenog integrala
b
- / VIt (@) da.

Ukoliko je funkcija zadata parametarski sa = = f(t) y = g(t) na intervalu t € [a,b] tada
duzinu luka krive na razmatranom intervalu dobijamo po formuli

b
| = / JIOET GO di

Primer. Neka je polukruznica poluprecnika r zadata parametarski sa y = rsint x = r cost,
t € [0, 7]. Odredite duzinu luka polukruznice.
l= [ Vr2sin®t +r2cos?t dt =r [ dt =rt[] = rm.

6.6.4 Povrsina obrtnih tela

Neka funkcija f(x) ima neprekidan prvi izvod na intervalu [a, b] i neka je f(z) > 0 nad
intervalom. Povrsina tela, koje nastaje obrtanjem krive f(z) oko z-ose na razmatranom
intervalu je jednaka odredenom integralu

P = 27r/ f(x) 1+ (f'(2))? du.

Primer. Odredite povrsinu i zapreminu jedini¢ne polulopte, koju posmatramo kao telo koje
nastaje kada se kriva y = /1 — 22, na intervalu [0, 1], rotira oko z-ose.
ResSenje. Zapremina jedini¢ne polulopte je

V = fol (1—2%) dx = ﬂ(x—%—s)hl] = 2/3m.
T

————. Povrsina jedini¢ne polulopte je
V1—a2

dx
P:27Tf01\/1—1'2 1+1f2$2d$:27rf01\/1—x2ﬁ

Prvi izvod funkcije je y' =

= 27y = 2.

6.7 Zadaci

6.1. (6. zadatak poglavlja 1.1.1) Ako kvadratna funkcija f(¢) ima grafik dat na sl. 4
(videti str. 3 prve Glave) odredite koji od cetiri grafika a), b), ¢) ili d) na sl. 5. datoj na
4. strani odgovara grafiku njene primitivne funkcije F(z) zadate integralom

F(z) = /O ") dt.
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Regenje. Konkavna kvadratna funkcija f(¢) ima dve realne nule u tackama ¢t =01t = —2
pa je jednaka f(t) = t(t +2) = t* + 2t. Njena primitivna funkcija je

F(x) = /Ox(t2 +2t) dt = (t— + 2i)|§§ = (% +2%) — (04 0) = xQ(g +1).

Nule funkcije F(x) sux = 012 = —3 te njen grafik moze biti pod b) ili d). Kako se znak
funkcije poklapa sa znakom njenog faktora g + 1 jer je faktor 22 > 0 za x # 0 sledi da
je F(z) <0,zax < —3,a F(zx) >0, zax € (—3,0) U (0,400). Dakle grafik primitivne
funkcije F(z) = x2(§ + 1) je na slici 5. pod d).

6.2. Odredite po dve primitivne funkcije za sledece funkcije:
L fz) =e",
2. g(x) =2x — 3,
3. h(z) = 322
Resenje. Neke primitivne funkcije su redom:
1. F(x) je oblika e”,—3 + e*, " + 2,...
2. G(x) je oblika x(x — 3), 22 — 3(z + 1),...
3. H(x) je oblika 2®, 2% —2,...

6.3. Da li su tacéni sledeéi identiteti:

L. /34h(x) dac:—/:h(w) dx,
2. /35h(x) dx:/:h(w) d:c—/:h(x) de,

3. /3 () do— /2 b dr - /3 () di—0?

Resenje.
1. da,
2. ne,
3. da.

6.4. Za koje od navedenih odredenih integrala bez integraljenja mozemo zakljuciti da
su jednaki 07

1. —/35h(x) dx+/45h(x) dx+/:h(a:) dx,

2005
2. / (42° + 42° — 42* + 4a + 4)dx,
2005
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1
3. / sinz - 27 dz,

1

3 5 7
4. / 22007 dx + / 2209 dp + / 22093
_3 5 —7

2
5. / cosz - 220 7

2

ReSenje. Svi odredeni integrali su jednaki 0. Prvi na osnovnu osnovnih osobina odredenih
integrala a ostali na osnovu osobine da je odredeni integral na simetricnom intervalu od
neparne funkcije jednak 0.

6.5. Odredite koje od navedenih integrala resavamo smenom a koje metodom parci-
jalne integracije.

1. / e dx

2
9 /x,ezoocsﬂ dz |

5. /1: -sin(2?) dw .
Resenje. Svi navedeni integrali se resavaju smenom. Smene koje treba primeniti su redom:
1.t =242,

2. t = 2006z + 22,

3. t = a2,
4. t = 322,
5. t = a2

6.6. Resite metodom parcijalne integracije / z3 - cosz dx.
0
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Glava 7.

7 ODJ 1. i viseg reda

7.1 Obicne diferencijalne jednacine - uvod

Obicne diferencijalne jednacine, ¢ije osnove ¢emo izucavati u ovoj glavi, sre¢u se u praksi
prilikom modeliranja pojava u prirodi, hemijskih ili fizickih procesa. Na primer, Keplerovi
zakoni kretanja planeta su u obliku obi¢nih diferencijalnih jednacina (videti [26]). Takode,
zakoni u kojima ucestvuju brzina, ili ubrzanje su obi¢ne diferencijalne jednacine. Ukoliko
nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini ili u sistemu diferencijalnih jednacina zavisi
samo od jedne realne promenljive radi se o obi¢nim diferencijalnim jednac¢inama. Ako
nepoznata funkcija zavisi od vise realnih promenljivih radi se o parcijanim diferencijal-
nim jednacinama.

Jednacinu
F(l‘,y, y/a y”7 ) y(n)) =0 )

u kojoj figurise bar jedan od izvoda nepoznata funkcija y(x), nazivamo obiéna diferen-
cijalna jednacina. Red najveceg izvoda koji figurise u jednacini je red diferencijalne
jednacine.

Kod diferencijalnih jednacina prvog reda najcesce se sre¢u normalni oblik

y, - f($,y)

i simetri¢ni oblik
P(z,y)dy + Q(x,y)dz =0 .

U daljem tekstu, umesto termina obicna diferencijalna jednacina, koristimo termin
diferencijalna jednacina ili samo jednacina.

Resiti ili integraliti?® diferencijalnu jednacinu reda n na intervalu I, znaci nadéi sve
funkcije y(x), koje su n puta diferencijabilne na I i koje na intervalu identicki zadovol-
javaju polaznu diferencijalnu jednacinu.

Najjednostavniji oblik diferencijane jednacine

y" = f(x),

se resava n-tostrukim integraljenjem.

Primer. Diferencijalna jednacina drugog reda

y" = 322 ima za reSenje nakon deljenja ?* sa dx i integraljenja, dva puta primenjenog,
dobijamo

Jdy = [32%dx & y=2+C, & [dy= [(2®+C))dx &

y(z) = 1/42+C1x+Cy, gde su Cy i Cy proizvoljne konstante. Ovo resenje nije jednoznaco
odredena funkcija, nego je skup funkcija koje zavise od izbora konstanti C; i Cy. Ako

23U okviru resavanja se uvek javlja i integraljenje.
2 Znamo da je y” = dy’ /dx.
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resavamo diferencijalnu jednacinu n-tog reda onda opste resenje zavisi od n konstanti.
Preciznije,

opste resenje diferencijalne jednacine n-tog reda je familija krivih u ravni koja je defin-
1sana jednacinom u eksplicitnom ili implicitnom obliku

y=1Y(x,C1,Cy,...,C,)  odnosno  ¢(x,y,Cy,Cy, ..., Cy) =0,

gde funkcija y identicki zadovoljava polaznu diferencijalnu jednacinu i Cy, Csy,...,C), su
proizvoljne konstante iz domena definisanosti funkcija 1 i .

Konstante C, Cs, ..., €}, se mogu fiksirati ukoliko se dodatno zada jos n ogranicenja,
Sto se zahteva u tzv. Kogijevom problemu 2°

Kosijev problem (ili poetni problem) ¢ini diferencijalna jednacina

y™ = f(r,y, 9.,y V),

zajedno sa pocetnim uslovima

y('IO) - tO) y/($0) - tlv ceey y(nil)(l‘()) - tn—17
gde su xg,tg,t1,...,tn_1, dati realni brojeuvi.

Partikularno resenje diferencijalne jednacine je ona funkcija iz opsteq resenja kod koje
su fiksirane vrednosti konstanti.

Znaci, ukoliko kod Kosijevog problema postoji jedinstveno resenje ono je partikularno.

Primer. Diferencijalna jednacina drugog reda iz prethodnog primera, 3’ = 322, ima za
opste resenje y(z) = 1/42* + Cx + Cy. Partikularno resenje Kosijevog problema

y'=32% y(0)=1, y(0)=0,
posle odredivanja y(0) = Cy, =1, 4/(0) = C; = 0, bi bila funkcija y(z) = 1/42* + 1.

7.2 Diferencijalne jednacine prvog reda

Sledece tri teoreme daju potrebne uslove za postojanje, odosno jedinstvenost resenja
Kosijevog problema za diferencijalne jednacine prvog reda.

Peanova teorema. Ako je funkcija f neprekidna na pravougaoniku P = [z — a,x¢ +
al X [yo — b, yo + b] tada postoji bar jedno resenje Kosijevog problema

yl = f(xvy)7 y(l'o) = Yo,

nad intervalom I = (v — a, 9 + ), gde je

b
= min{a,—}, M= .
a = min{a, 7}, max |f (2, y)]

Pikarova teorema. Neka su zadovoljene sve pretpostavke i usvojene sve oznake prethodne
teoreme. Ako je dodatno prvi parcijalni izvod po y, funkcije f, ogranicen, tada postoji
jedinstveno resenje Kosijevog problema na intervalu I.

Z5Koristi se [26] i termin Kosijev zadatak.
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Sledec¢a teorema je uopstenje Pikarove teoreme, govori o jedinstvenosti Kosijevog prob-
lema za siri skup diferencijalnih jednacina prvog reda.

Ako je funkcija f neprekidna na pravougaoniku P i ako funkcija f(x,y) zadovoljava
Lipsicov uslov po promenljivoj y na P

(V(z,91), (2,92) € P) BL)  |f(z,91) = f@,92)] < L+ v — w2,

tada postoji jedinstveno resenje Kosijevog problema

y/ - f(xa y)? y(l’o) = Yo,

nad intervalom I = (xg — o, o + ).

7.2.1 ODJ 1. reda sa razdvojenim promenljivima

Diferencijalne jednacine prvog reda sa razdvojenim promenljivima spadaju u jednos-
tavnije diferencijalne jednacine prvog reda. Nakon razdvajanja promenljivih z i y, i
njihovih diferencijala, na razlicite strane, jednacina se resava direktnim integraljenjem,
bez upotrebe bilo kakve smene.

Jednacina normalnog oblika
y' = fi(x) fa(y),
ili stmetricnog oblika
91(2)g2(y) dz + g3()ga(y) dy = 0,

gde su funkcije fi(x),1/f2(y), g1(x)/g3(x), 94(y)/g2(y), neprekidne na razmatranim inter-
valima, su diferencijalne jednacine prvog reda sa razdvojenim promenljivima.

Opste resenje diferencijalne jednacine prvog reda sa razdvojenim promenljivima se

dobija integraljenjem
dy /
= fi(x) dx |
f2(y) (@)

/gl(fc) dv / 94(y) dy
g93(x) 92(y)
Primeri. Odredite opste resenje sledecih diferencijalnih jednacina prvog reda:
1

cosy’

odnosno

a) y = 3z? b) tgx-cos?y dy +sinz-ctgy dr = 0.

Resenja.

a) Nakon razdvajanja promenljivih i njihovih diferencijala, a zatim integraljenja sledi
[ cosy dy =3 [ 2*dx , opste reSenje je siny = a* + C.

b) [sinz-cosxzdr=— [cosy-sinydy < [tdt=—[tidty & *=-13+C &
sin® x + sin?y = C. Koristili smo smene ¢ = sinx, dt = cosx dx t; = siny, dt; = cosy dy.
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7.2.2 Homogena ODJ 1. reda

Za odredivanje koje su diferencijalne jednacine prvog reda homogene, podseti¢emo se
prvo definicije homogenih funkcija.

Neprekidna realna funkcija f(x) : D — R je homogena stepena n ako zadovoljava za
svakox € D C R™
(VA eRY) fOOx)=Af(x) .

Recimo, funkcije f; i f definisane sa

f[it) =t te€[0,1]1 folz,y) =z + 5y, x = (v,y) € R?,

su redom homogene tre¢eg i prvog stepena jer je za svaki pozitivan realan broj A
fi(At) = (At)? = N33 = N3 f1(t), t€]0,1] i

x = (x,y) € R

Ako su funkcije P(z,y) i Q(x,y) homogene funkcije istog stepena na zajednickom domenu
D tada je diferencijalna jednacina prvog reda oblika

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0,

homogena diferencijalna jednacina prvog reda na domenu D.
Resavanje homogenih diferencijalnih jednacina prvog reda

Svaka homogena diferencijalna jednacina prvog reda moze se svesti na oblik

gde je funkcija f neprekidna funkcija. Nakon svodenja na prethodni oblik homogenu
diferencijalnu jednacinu resavamo smenom

nakon koje se jednacina transformise u

du n flu) & du dx

—x+u=f(u —_— =,

dx flu)—u =z
diferencijalnu jednac¢inu sa razdvojenim promenljivima u i z, koju resavamo integraljen-
jem.

Primeri. Resiti sledece diferencijalne jednacine
1. Yy = S 2. ryy + 22 —y* = 0.
Tty

z(l—y/z) 1-ylz

Resenja.

1. I = = . Nakon smene u = y/z, v = v'x + u, sledi
J x(1+y/z) 1+4vy/z vl y

, 1—u l—u—u(l+u) 1—2u—u?

W = —u= = .
1+u 1+u 1+u

Zamenom u' = du/dzx, zatim razdvajanjem promenljivih i integraljenjem dobijamo

/ (14 u)du dx

T o2 = ?zlnm-i—lnC.
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Integral sa leve strane se resava smenom t = 1 — 2u — u?, dt = —2(1 + u)du

(1+ u)du 1 [dt 1 1 ,
/1—2—u—u2 =73 7=—§ln|t|=—§ln|1—2u—u |=In|z|+1InC.
2|: 2 _

Iz —§ln|1 —2u—u In|z| +InC, mnozenjem sa -2 i eksponovanjem sledi 1 —u —u

d vy ]
—— odnosno, 1 —=— = = .
C?z? x 2  C?%x?
Opste resenje diferencijalne jednacine je oblika y* + 2zy — 2? = C;, C; > 0.
2. Nakon deljenja diferencijalne jednacine zyy’ + 22 —y*> = 0, sa 2% dobijamo
2
gy’ +1-— y_2 = 0. Nakon smene u = y/x, ¢y = v'x + u, sledi
x x
d
wr+u)+1—u?=w'z=-1 & udu= ~ % Posle integraljenja je
w2 2 v
— =In|—|, odnosno y? = x?In — je opste resenje.
2 x x?

7.2.3 Diferencijalne jednacine koje se svode na homogene
Diferencijalna jednacina oblika

;o le+02y+03
K1x+K2y+K3 ’

Yy

pri ¢emu su Cq, Cy, C3, K1, Ky i K3 konstante, dok je funkcija f neprekidna na razmatra-
nom intervalu.

C1 Oy
Ky K
r=u+aiy = v+ b se ova diferencijalna jednacina svodi na homogenu nalazenjem
vrednosti konstanti a i b tako da se anuliraju slobodni koeficijenti u imeniocu i brojiocu
argumenta funkcije f. Preciznije, polazna diferencijalna jednacina dobija oblik

Ukoliko je determinanta # 0, linearnom smenom nezavisne i zavisne promenljive

, C1U + CoU
v = f(———).
i kiu + kov
Ch Cf
K K,
t(z) = Cix + Coy(z), pri ¢emu se polazna diferencijalna jednacina svodi na diferencijalnu
jednacinu po nepoznatoj funkeiji ¢(z), kod koje su razdvojene promenljive.
Posmatrajmo na primer sledece tri diferencijalne jednacine:
, 4w+ 2y , Bdr+3y+1 dr —y—1
a)y = =Wy SrEEL gy, Tyl
—y — 2w r+y+1 —xr—2
Prva diferencijalna jednacina ve¢ ima jednake nuli slobodne koeficijente u imeniocu i
brojiocu pa direktno bez smene moze da se transformise u homogenu.

Medutim, ukoliko je determinanta = 0, koristimo smenu

/

Druga diferencijalna jednacina ima determinantu i’ i’ = 0, pa ¢emo koristiti smenu
t =z +y (dobra bi bila i smena t = 3x + 3y), pri cemu je t' =1+ /.
) . ... 14 -1 _
Determinanta trec¢e jednacine je 1 2= 9 # 0, stoga koristimo smene x = u + a

iy=v+b.
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Resenja.

2 Y = dr +2y x(4+2y/x) B 44 2y/x

—y =2z  ax(-y/r—2) —2-y/z’
Sto je nakon smene u = y/x, y = u'z +u, ekvivalentno sa:

. 44 2u 442u+2u+u* (24 u)?
Ur = —u = = =—-2—u.
—2—u —2—u —(2+u)
d d
Takoje—/ LI
2+u x
1
Nakon integraljenja je ln‘2+ ‘:ln]xC] & y=—2z+C.
u
3 1 3t+1 Jt+1—-t—1 t+1
b) y’:M@t’:_—F_lz + /Ldt
T+y+1 t+1 t+1 t+1
Q/dx & /(1+1/t)dt:2x+0 S t+hnjt|=224+C & y+hnjz+yl=x+C.
dr —y—1 ,  Au+a)—(v+b) -1 4u—v+da—->b-1

A
) V= y—x—2 < (v+b)—(ut+a)—2  v—ut+b—a—-2"
a i b biramo tako da je 4a —b—1=0 i —a+b—2 = 0. Ako saberemo prethodne
jednacine dobijamo 3a = 3. Sledi @ = 1 i b = 3. Sada dobijamo homogenu diferencijalnu
jednacinu i koristimo smenu w(u) = v/u, v = w'u + w:

, duy — v 4—v/u , 4—w 4—w—w?+w 4 — w?
Vo= = S wu = —— —w = =
v—u v/u—1 w—1 w—1 w—1
1—w du 1 2wdw w + 2
dw= | — & dw—1/2 | —— =InjuC| & —1/41
/w2—4 v u /(w—2)(w+ 2) w=1/ / 24 nfuc / n| 2|
~9 1
1/21n|w? — 4] = n|uC| < In|— | = In(uC)* <

(w+ 2)(w? — 4)2 (w+2)3(w—2)

2u)? -2
u'Ct & Ctut (v +3u) =2 = C*v+2u)® - (v —2u) = 1.
u
Kako jex = u+11iy = v+ 3, vratamo se na polazne promenljive, sledi da je opste resenje
polazne diferencijalne jednacine:
Clly—3+2(x—1))2 (y—3-2x—-1)=1 & Cy+22x—-5)3y—2r—1)=1.

7.2.4 Linearna ODJ prvog reda

Ako su funkcije P i Q) neprekidne tada je diferencijalna jednacina

(a) Yy + Px)-y = Qx),

linearna diferencijalna jednacina prvog reda po nepoznatoj funkciji y(x).

Ako u opstem obliku (a) linearne diferencijalne jednacine prvog reda po nepoznatoj
funkeiji y(z) zamenimo zavisnu i nezavisnu promenljivu y i  dobijamo opsti oblik (b)
linearna diferencijalna jedna¢ina prvog reda po nepoznatoj funkciji z(y).

(b) 7+ Ply)-z = Q)
Diferencijalnu jednacinu (a) reSsavamo smenom
y(z) = u(x) - v(x), Yy =vv 4w

Tada linearna diferencijalna jednacina dobija oblik

(1) (o + P(a))o+w’ = Q(x).
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d
Funkciju u(z) odredujemo tako da je «' + P(z) = 0, odnosno - —P(x)dz. Sledi da
u

je opste resenje ove diferencijalne jednacine sa razdvojenim promenljivima

u = Ce I P@d

Ako izaberemo da je C' =1 i zamenimo u jednaé¢inu (1) sledi
effP(a:)dm = Q(.I’)

Tako je opste resenje funkcije v(z)
v=C+ /Q(x)efp(x)dw dx.
Konacno, opste resenje polazne diferencijalne jednacine je
y=uv=e JP@d (O 4 /Q(x)efp(x)dl’ dr).

Primetimo da je data definicija linearne diferencijalne jednacine prvog reda po promenljivos
y. Preciznije, resenje smo trazili u obliku y(z). Medutim, promenljive y i x mogu
da razmene uloge i tada govorimo o linearnoj diferencijalnoj jednacini prvog reda po
promenljivoj x. Njen opsti oblik je

/
'+ Ply) -z = Q)
1 nacin reSavanja je sasvim analogan ve¢ izlozenom.

Primeri. Naci opste resenje sledec¢ih diferencijalnih jednacina:

3w
1. ' 2ry — e =0 2. =
Y +2zy—e U
Resenja.
1. Jednacina je oblika linearne diferencijalne jednacine po y pri ¢emu su funkcije

P(z) =2z iQ(z) = e *". Znamo da je opste reenje oblika y = v, pri ¢emu je

_ _ .2
u=e fP(a:)dee 2f:cdx:e x

U:C'—F/Q(:U)efp(‘”)d“ dx:C—F/e_’”Qer de =C + x.

Resenje ove linearne jednaéine je y(z) = e (C + x).
2. Napisimo jednac¢inu u obliku
322y + i 1
— & — Q;y2 -+ gyg,
U pitanju je linearna diferencijalna jednacina po x pri cemu su funkcije P(y) = —y? i
1

Q(y) = 5v°. Znamo da je opste resenje oblika x = v pri cemu je

/

u(y) = eI PWdy — f v*dy — es?’

o) = C+ [ Qe P dy =t [ et ay—Cay

Resenje ove linearne jednacine je z(y) = e3¥’ (C + y).
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7.2.5 Bernulijeva ODJ prvog reda

Ako su funkcije p i q neprekidne tada je diferencijalna jednacina

(c) Yy + pla)-y = qlx)-y", r&{0,1}

bernulijeva diferencijalna jednacina prvog reda po nepoznatoj funkciji y(x).
Za vrednost 0 realnog broja r bernulijeva ODJ postaje linearna, a za vrednost 1 se
svodi na ODJ 1. reda sa razdvojenim promenljivima.

Resavanje Bernulijeve ODJ 1. reda

Uvrstavanjem smene

dx) =y()", @) =1-r)y@) "y ()

u diferencijalnu jednacinu (¢) nakon sto smo je predhodno pomnozili sa y(z)~" dobijamo

Z,

S+ ple) 2 = qe),

sto je linearna ODJ 1. reda po nepoznatoj funkeiji z(x). Kako se resava linearna ODJ 1.

reda je opisano u prethodnom poglavlju.

Primer 1.
Nadimo opste resenje sledece ODJ 1. reda

Y+ xy = x4y
Prvo uporedimo ovu ODJ sa opstim oblikom (c¢) bernulijeve ODJ 1. reda. Zaista, funkcije

1 1
p(z) = v i q(x) = = su neprekidne i kako je \/y = y2 sledi da je r = 5 ¢ {0,1} pajeu

pitanju bernulijeva diferencijalna jednacina. Uvrstavanjem smene

1
u diferencijalnu jednacinu nakon §to smo je predhodno pomnozili sa y(x)_Q = 7 dobi-
Y
jamo

N\

+ x-z = x.

l\JI»—Al

Ovo je linearna ODJ 1. reda po nepoznatoj funkciji z(z) koju resavamo smenom nepoznate
funkcije sa proizvodom dve nepoznate funkcije u(z) i v(z). Zamenom i 2’ sa w'v + uv’
dobijamo

odnosno

(d) 2u v +u(2v + xov) = .



120

Izjednacavanjem 20" 4+ x-v = 0 i razdvajanjem zavisnih (v, dv)i nezavisnih promenljivih
(z,dx) na razlic¢ite strane jednacine i integraljenjem

d
- —/w dz
v
dobijamo
e
njv| = ——
2 )
odnosno ,
v(z) = e 7.

Nakon §to se uvrsti resenje v(x) u jednacinu (d) dobijamo

22

U -e" T = x.

Razdvajanjem zavisnih (u,du) i nezavisnih promenljivih (z,dx) na razlicite strane ove
jednacine
22
2du = x-e? dx
22
i integraljenjem uz upotrebu smene ¢t = % i dt = x dz dobijamo resenje 2u(x) = ez +C,C

12
odnosno u(x) = 0,5ez + C}.
Konaé¢no opste resenje polazne ODJ je

2

y(z) = u(z)-v(r) = 0,5+ Ce 7, Cy €R.

7.2.6 Jednacine totalnog diferencijala

Ukoliko bi realnu funkciju jedne realne promenljive umesto u eksplicitnom y = f(x),
zapisali u implicitnom obliku u(z,y) = 0, ili ukoliko bi posmatrali funkciju dve nezavisne
promenljive u(x,y) = C,C € R a zatim odredili njen totalni diferencijal

du = uydx + u,dy = 0,

dobili bi diferencijalnu jednacinu prvog reda.
Stoga ukoliko ODJ prvog reda oblika

(1) p(x,y)dx + q(z, y)dy = 0,

ispunjava uslov jednakosti prvih parcijalnih izvoda

(2) py(2,y) = g2(2, ),

ona je totalni diferencijal nepoznate funkcije u(z,y) = C, pri ¢emu je
p(2,y) = us uy = q(z,y).

Tako je uslov (2) posledica poznate ¢injenice da su mesoviti parcijalni izvodi funkcije dve
promenljive jednaki ukoliko su neprekidni, odnosno ., = uy,.
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Resavanje ODJ 1. reda u obliku totalnog diferencijala
Nepoznatu funkciju u(z,y) resavamo integrale¢i p(x,y) = u, po = tretirajuéi y kao
konstantu, odnosno

u(z,y) = / p(z,y)dz = P(z,y) + C(y),

gde je P(z,y) primitivna funkcija za Pp(zx,y), a C(y) nepoznata funkcija. Izjednacavanjem
prvih parcijalnih izvoda po vy, tj.

(P(z,y) + Cy)y = uy = q(z,y),
resavamo nepoznatu funkciju C(y) nakon dodatnog integraljenja po v.

Primer 1.
Nadimo opste resenje slede¢e ODJ 1. reda

2xdx + 2ydy = 0.

Resenje.
Kako je oblik (1) zadovoljen (p(z,y) = 2z 2y = q(z,y)) i uslov (2)

p?J(x?y) = (QJZ)y =0, %c(x?y) = (Qy)ac =0

ispunjen diferencijalna jednacina jeste totalni diferencijal.
Integralimo p(z,y) = 2x po x tretirajuéi y kao konstantu, odnosno

u(z,y) = /Zx dr = 2> + C(y).
[zjednacimo prve parcijalne izvode po y:
2y = q(z,y) = (2" + C(y))y = 0+ C'(y).

Sledi da je
dC = 2y dy.
Nakon integraljenja po y funkcija C(y) je jednaka C(y) = y? + C4, te je opste reSenje

polazne diferencijalne jednacine

u(a:,y)z/?:z dr=a2>+1y*+C,, CeR.

7.2.7 Zadaci

1. Resite diferencijalne jednacine prvog reda sa razdvojenim promenljivima:
a) y =In¥) b)) yY=1—-x—y+uay

1 — 92
/ — 9,2 d [
o) wty=y 4 y=\1—5

2. Odredite partikularno resenje Kosijevog problema:
vy’ =322 +3, y(1)=0, y(1) =1
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3. Nadite opste resenje homogene diferencijalne jednacine prvog reda:

a) 2%y +xy+2*=0, 2 #0 b) (2? — 3y?)dx + 2xydy = 0
¢) xy -cosy/r=y-cosy/r —x, v #0 d) y =e V7T + y, x#0
x
e) 2%y — v’y — 22y =0, v #0 f) y+/22+y>2—ay =0.
4. Resite homogene diferencijalne jednacine prvog reda:
20 +4y + 1
2 3y)d. Sr —y)dy =0 b =
a) (2 +3y)dr + (5z — y)dy ) FESTER)
T+ oy +
6z — 3y — 18)d. 2 2)dy =0 d =
¢) (6x—3y—18)dr + (z + 2y + 2)dy ) v ety 11
5. Odredite opsta resenja sledec¢ih linearnih diferencijalnih jednacina prvog reda:
a) 2y +y—e*=0 b) (322 + 2y)dx + 2xdy = 0
C)y’+g:x,x#0 d) sinz-y =y-cosz—1
x

5
e) y*dr = (3ry + g)dy, y#0.

7.3 Linearne diferencijalne jednacine viseg reda sa konstantnim
koeficijentima

Linearne diferencijalne jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima su speci-
jalan slucaj linearnih diferencijalnih jednacina viseg reda.

Jednacina
Y™+ fua @)y + L+ fi(@)y + fo(z)y = f(@),

gde su realne funkcije f(z), fi(x), @ = 0,1,...,n — 1 neprekidne na nekom intervalu,
je linearna diferencijalna jednacina n-tog reda. Ako je funkcija f(x) = 0, tada je
jednacina

y™ 4 fo ()Y + L+ @)y + fo(z)y =0,
homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda. Ako su dodatno sve realne
funkcige fi(x) =a;, i=0,1,...,n — 1, konstantne, onda je

Y™+ a1y Y + 4 ary + agy = 0,

homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda sa konstantnim koefici-
jentima.
Primetimo da su linearne diferencijalne jednacine viseg reda uopstenje linearnih difer-
encijalnih jednacina prvog reda, dok to nije sluc¢aj sa homogenim linearnim jednacinama.
U sledec¢oj sekciji analiziramo homogene linearne diferencijalne jednacine n-tog reda
sa konstantnim koeficijentima.

7.3.1 Homogena

Ako pretpostavimo da je funkcija y(z) = €™, gde je r realan ili kompleksan broj,
jedno partikularno resenje diferencijalne jednacine

Y + a1y + L+ ary + agy = 0.
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Posto je k-ti izvod y®(z) = rFe™, k =1,2,...,n, zadovoljena je sledeéa jednacina,
e 4 a1 e 4 4 agre”™ 4 ape™ = 0,
odnosno (e > 0), algebarska jednacina
4 " L ar +ap =0,

koju nazivamo karakteristicna jednacina, a njene korene karakteristicnim koren-
ima. Znaci, da bi funkcija y(z) = €™, bila partikularno resenje polazne homogene lin-
earne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima potrebno je da r bude karak-
teristicni koren karakteristicne jednacine. Na osnovu osnovne teoreme algebre znamo da
karakteristicna jednacina ima tacno n korena, koji su realni ili konjugovano kompleksni
brojevi.

U zavisnosti od prirode karakteristicnih korena svakom korenu pridruzujemo po jedno
partikularno resenje y;(z), ¢ = 1,...,n, a opste resenje polazne homogene linearne difer-
encijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima je

Cnyn(x) + Cn—lyn—l(x> +...+ Clyl(x) - 07

gde su C; proizvoljne kostante. Moze da se pokaze da su partikularna resenja y;(x),
1 =1,...,n, linearno nezavisna. Njih generiSemo na slede¢i nacin:

e Ako je r realan karakteristican koren karakteristi¢ne jednacine viSestrukosti v,
tada on implicira slede¢ih v partikularnih resenja:

er, xerx’ xv—Zerx’ xv—le’r’x‘

e Ako je r = a + ib kompleksan karakteristican koren karakteristi¢cne jednacine
viSestrukosti v, tada je i njegov konjugovano kompleksni parnjak ¥ = a — ib koren
visestrukosti v, i oni impliciraju slede¢ih 2v partikularnih resenja:

e cosbr, zecosbr, .. x' 2ecosbr, x° 'e™ cosbr,

e@sinbr, zresinbr, .. x' 2esinbr, ' 'e™sinbz,

Primeri. Odrediti opste resenje slede¢ih homogenih linearnih diferencijalnih jednacina sa
konstantnim koeficijentima:

a) y' =2y —-3y=0 b) y' — 4y +8y =20

c) Yy —5y"=0 d) Y+ 16y" + 56y + 48y =0 .

Resenja.
a)  Karakteristicna jednacina date diferencijalne jednacine je r? —2r —3 = 0, njeni
karakteristi¢ni koreni su realni i jednostruki ry = —1 1 79 = 3, oni impliciraju partikularna

¢ ys(w) = €. Opste resenje diferencijalne jednacine je

y(x) = Cre " + Cye™.

resenja yy (r) = e~

b)  Karakteristi¢na jednacina je 7% — 47 +8 = 0, njeni karakteristi¢ni koreni su konju-
govano kompleksni brojevi vy = 2 4 2¢ i 79 = 2 — 2¢, oni impliciraju partikularna reSenja
y1(x) = e*sin 2z, ys(x) = €** cos 2x. Opste resenje diferencijalne jednacine je

y(z) = Cre** sin 22 + Che® cos 2z .
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c)  Karakteristi¢na jednacina je r* —5r® = 0, njeni karakteristiéni koreni su realni, pri

cemu je r; = 0 trostruki koren i 79 = 5 jednostruki, oni impliciraju 4 partikularna resenja

0-z

y(z) = e’ =1, ylx) = e’ =2, ys3(x) = 2%e"7 =

1,27 y4(x) = 6533‘

Opste resenje diferencijalne jednacine je
y(x) = C) + Cox + Caa?® + Cye”.
d)  Diferencijalna jednac¢ina ima karakteristicnu jednacinu (r* — 4r + 8)2 = 0, njeni
karakteristi¢cni koreni visestrukosti 2, su konjugovano kompleksni brojevi r; = 2 4+ 27 i
ro =71 = 2 — 2¢, oni impliciraju 4 partikularna resenja
y1(z) = e sin 2z, yo(w) = v sin 2z, ys3(r) = > cos 2z, yu(r) = xe* cos 2.

Opste resenje diferencijalne jednacine je

y(x) = Cre** sin 22 + Coxe® sin 2z + Cze™ cos 2w + Cywe** cos 2 .

7.3.2 Partikularna resenja nehomogenog dela diferencijalne jednacine

Neka su a;, i =0,1,....,n — 1, realne konstantne, i f(x) neprekidna funkcija na razma-
tranom intervalu onda je

(a) y(") + an,ly("*l) + .+ ay +agy = f(x),

nehomogena linearna diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijantima.
Opste resnje y(x) diferencijalne jednacine (a) je u obliku zbira funkcija

y(x) = yn(z) + yp(z),

gde je yn(x) opste resenje odgovarajuée homogene linearne diferencijalne jednacine sa
konstantnim koeficijentima

(b) y™ +a, 1y + L+ ay +agy =0,

dok je y,(x) partikularno resenje (a) koje zavisi od funkcije f(x). U opstem slucaju se
yp(z) nalazi metodom varijacija konstanti ([10]), dok se u specijalnim slucajevima koristi
metoda neodredenih koeficijenata. Ove specijalne slucajeve analiziramo u nastavku:

e Neka je funkcija f(x) iz jednacine (a) oblika
flx) = €™ Py(x),

gde je Py(z) polinom s-tog stepena i r realan broj.
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— Ako r nije koren karakteristi¢ne jednacine diferencijalne jednacine (b), onda
je partikularno resenje y,(z) diferencijalne jednacine (a) oblika

yp(w) = € Qs(),

gde je Qs(z) polinom s-tog stepena sa neodredenim koeficijentima, koje
treba odrediti. Nepoznati koeficijenti polinoma Qs se odreduju na osnovu
¢injenice da je y,(z) = €"*Qs(x), partikularno resenje (a). Znaci, nalazimo

izvode y, (), y, (), ..., () (z), i nepoznate koeficijente nalazimo iz jednacine

(¢) yf,”) + an_lyl(,”_l) + ...+ aly; + apy, = f(z) .

— Ako r jeste koren karakteristicne jednacine diferencijalne jednacine (b),
visestrukosti v onda je partikularno resenje y,(x) diferencijalne jednacine (a)

oblika
yp(x) =" e Qy(x),

gde je Qs(z) polinom s-tog stepena sa neodredenim koeficijentima, koji se
odreduju na osnovu (c).

e Neka je funkcija f(x) iz jednacine (a) oblika
f(x) = e™(Py(z)-sinbr + Q(x) - cosbx)

gde su redom Py(z) i Q,(r) polinomi s-tog i m-tog stepena i a i b realani
brojevi.

— Ako a + bi nisu koreni karakteristicne jednacine, jednacine (b), onda je
partikularno resenje y,(z) diferencijalne jednacine (a) oblika

yp(x) = e (Ry(x) - sinbx + Si(z) - cosbr),

gde su Ry(x) 1 S¢(z) polinomi ¢t-tog stepena, t = max{s,m} sa neodredenim
koeficijentima, koje odredujemo na osnovu jednacine (c).

— Ako a =+ bi jesu koreni visestrukosti v karakteristicne jednacine, homogene
diferencijalne jednacine (b), onda je partikularno resenje y,(z) diferencijalne
jednacine (a) oblika

yp(x) = 2¥ - ™ (Ry(x) - sinbx + Si(z) - cosbr),

gde su Ry(x) i S¢(x) polinomi t-tog stepena, ¢ = max{s,m} sa neodredenim
koeficijentima, koje odredujemo na osnovu jednacine (c).

e Ako je funkcija f(x) iz diferencijalne jednacine (a) u obliku zbira
flz) = filr) + falzx) + ... + fr(x),

gde su funkcije fi(z), i =1,...,k , nekog od prethodna dva oblika, tada je partiku-
larno resenje jednacine (a) jednako zbiru

Up(®) = Yp () + ypo(®) + o + yp(2),
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gde su funkcije y,,(z), i=1,...,k , redom partikularna resenja sledec¢ih difer-
encijalnih jednacina

y(n) + anfly(nil) + .+ aly/ + aoy = fl<x>7 L= 17 ) k )

koja nalazimo kao u prethodne dve tacke.

Primeri. Odrediti opste resenje linearne diferencijalne jednacine

a) v —2y — 3y = 4e*” b) y" —4y' + 8y = —9x - cos 2z
C) yiv _ 5y/// =30+ 362m.
Resenja.

a) Resenje homogenog dela diferencijalne jednacine smo nasli u prethodnom primeru
yn(r) = Cre™" + Coe.

Kako je f(z) = 5e*" i 3 je jednostruki koren karakteristicne jednacine partikularno resenje
trazimo u obliku y,(z) = axe®®, gde je a nepoznati koeficijent polinoma 0-tog stepena.
Izvodi partikularnog resenja su

Y, = 3aze™ + ae’ = ae® (3x + 1), Y = 3ae™ (3x + 1) 4 3ae™ = 3ae’ (3x + 2).
Nakon uvrstavanja u diferencijalnu jedna¢inu y” — 2y’ — 3y = 4e3* dobijamo
e** (9ax + 6a) + ¥ (—6ax — 2a) + ** - (—3ax) = 4e™".
Sledi da je 4a =4, odnosno a = 1. Opste resenje polazne jednacine je
y(x) = yn(x) + yp(x) = Cre " + Che® + xe™.
b) Homogeni deo opsteg resenja je
yn(x) = Cre** sin 22 + Coe®® cos 2z .

Kako konjugovano kompleksni brojevi £2¢ nisu koreni karakteristicne jednacine, a u
funkciji f(z) = z - cos2x + 0 - sin 2z imamo uz cos 2z i sin 2z polinome prvog i nultog
stepena. Stoga, partikularno resenje trazimo u obliku

Yp(z) = (ax + b)sin 2z + (cx + d) cos 2z .
Izvodi partikularnog resenja su
y,(r) = (—2cx — 2d + a) sin 2z + (2ax + 2b + ¢) cos 2

y,(x) = (—4ax — 4b — 4c) sin 22 + (—4cx — 4d + 4a) cos 2.

Nakon njihove zamene u polaznu jednacinu y” — 4y’ + 8y = —9x - cos 2z, 1 izjednacavanja
koeficijenata u polinomima uz sin2z i cos2x dobijamo sistem od 4 jednacine sa 4
nepoznate a, b, ¢, d:

—8a + 4c = -9 .
a—2b—c+d=0 - a=1 c=—;
a+4c=0 ’ hb=3 d=_5"
12 12

a+b—c+4d=0
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Opste resenje jednacine je

) 1 5
y(z) = Cre** sin 22 + Coe®® cos 2z + (v + E) sin 2x — (Zx + E) oS 2.

"

c) Opéte reSenje homogene jednacine y™ — 5y = 0 je

yn(z) = C) + Cox + Caz® + Cye™.

Funkciju f mozemo rastaviti na dve funkcije koje imaju odgovarajuéi oblik fi(z) = 30 i
f2(z) = 3e**. Partikularno resenje trazimo kao zbir y,(z) = y,, (2) + yp, (), pri ¢emu je
Yp, (z) partikularno resenje y" — 5y"” = 30 dok je y,,(z) partikularno resenje y* — 5y =
3e?,

Odredimo prvo y,, (x). Nula je trostruki karakteristi¢ni koren karakteristi¢ne jednacine
homogenog dela diferencijalne jednacine, sto implicira da y,, () trazimo u obliku y,, (z) =
ax®. Nepoznati koeficijent a nalazimo uvrstavanjem ¢/’ (z) = 6a i 4’ (z) = 0 u jednacinu.
Nalazimo da je a = —1.

Sad odredimo y,,(x). Kako 2 nije koren karakteristi¢cne jednacine y,, trazimo u obliku
Yp, (1) = 0. Tz y)" (2) = 8be™ 1 yi¥ () = 16be™”, sledi —24b = 3, odnosno b = —é.
Opste resenje polazne nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim
koeficijentima je
y(x) = C1 + Coxw + Cax® + Cye®™ — 2° — %62”3.

7.3.3 Zadaci

1. Nadite opsta resenja slede¢ih homogenih linearnih diferencijalne jednacina viseg reda
sa konstantnim koeficijentima:
a) Yy’ —by+4y=0 b) ¢y +3y =0
) Y +4y=0 d)  y"+8y" 416y =0
e) y/// o 4y// + y/ + 6y =0 f) yv _ 8yiv + 26y/// _ 40y// + 25y/ =0
g) Y —12y"+6y —8y=0 h) ¢+ 18y" +8ly = 0.

2. Resite sledece nehomogene linearne diferencijalne jednacine wviseg reda sa konstant-
nim koeficijentima:
a) y' — 3y +2y = ze** + 3z b) ¢ —y — 6y = —2xe >
c) y" — 13y + 12y = 2z + €* d) y" — 5y + 6y = 2e*®
e) y" =3y’ +2y=2a*+3sinz f) v —2 +y=4e".
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